Einfiihrung

Die Grenzschichttheorie ist ein Sondergebiet der Stromungsmechanik, das sich mit “Fliis-
sigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung” beschéaftigt. Dies ist der Titel eines Vortrags,
den Ludwig Prandtl 1904 auf dem Heidelberger Mathematiker-Kongref} gehalten hat. Er ist
der Vater der Grenzschichttheorie und hat sie mit diesem Vortrag eingefiihrt. Er teilte die
Stromung in der Umgebung eines Korpers in zwei Gebiete auf: 1. in eine Aulenstromung,
in der man die Reibung vernachléssigen kann und 2. in eine diinne Schicht in der Nahe des
Korpers, die er “Grenzschicht” nannte, in der die Reibung eine wesentliche Rolle spielt.

Dieser revolutiondre Gedanke von Prandtl, der zunédchst in Mathematikerkreisen noch
sehr umstritten war, hat zu neuen Impulsen in der gesamten Stromungsmechanik und ins-
besondere in der Aerodynamik gefiihrt. Er hat die Kluft, die sich am Ende des 19. Jahrhun-
derts zwischen der theoretischen Hydrodynamik und der mehr praktisch orientierten Hy-
draulik aufgetan hatte, wieder geschlossen. Er konnte zeigen, wie gerade einige praktisch
sehr wichtige Fragestellungen, insbesondere die des Reibungswiderstandes von Korpern,
theoretisch behandelt werden kénnen. Dariiber hinaus hat der ohne Einschrankung genial
zu nennende Ansatz eine neue mathematische Methode ins Leben gerufen: Die Methode
der singularen asymptotischen Entwicklungen. Diese Methode hat in vielen anderen Gebie-
ten der Physik grofie Erfolge gezeigt. Es handelt sich dabei fast immer um das Auffinden
diinner Schichten, die eine besondere, physikalisch begriindete Struktur haben, und die
in Auflengebiete, denen diese Struktur fehlt, eingebettet sind. In jiingster Zeit hat zum
Beispiel die Theorie diinner laminarer Flammenschichten die Beschreibung von Verbren-
nungsvorgangen revolutioniert.

Die Vorlesung kann lediglich eine Einfiihrung in das inzwischen klassische Gebiet der
Stromungs- und Temperaturgrenzschichten sein. Zur Vertiefung werden die Biicher
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und im Hinblick auf die Turbulenztheorie das Buch von Rotta
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empfohlen.
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Bild 1.1:
Geschwindigkeitsverteilung einer
u(y) h zahen Flussigkeit zwischen zwei
parallelen ebenen Wénden
y 1 (Couette-Stromung)
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1. Einige Grundziige der Stromungen mit kleiner Reibung

1.1 Die molekulare Zahigkeit

Das Wesen der Zahigkeit einer Fliissigkeit kann man sich am einfachsten durch den fol-
genden Versuch klarmachen: Wir betrachten die Stromung zwischen zwei sehr langen
parallelen ebenen Platten, von denen die eine in Ruhe ist, wiahrend die andere mit der
konstanten Geschwindigkeit U in ihrer eigenen Ebene bewegt wird. Der Plattenabstand
betragt h (Bild 1.1). Der Druckgradient sei in dem ganzen Fliissigkeitsraum konstant.
Aus dem Experiment erhalt man die Aussage, dafl die Fliissigkeit an den beiden Platten
haftet, so dafl an der unteren Platte die Geschwindigkeit Null ist, wahrend sie an der obe-
ren Platte mit der Geschwindigkeit U der Platte tibereinstimmt. Ferner herrscht zwischen
den Platten eine lineare Geschwindigkeitsverteilung, somit ist die Geschwindigkeit dem
Abstand y von der unteren Platte proportional und es gilt

u(y) = =U . (1.1)

Um den Bewegungszustand aufrechtzuerhalten, mufl an der oberen Platte eine Tangenti-
alkraft in der Bewegungsrichtung angreifen, die den Reibungskriften der Fliissigkeit das
Gleichgewicht halt. Nach den Versuchsergebnissen ist diese Kraft (genommen pro Einheit
der Plattenfliche) proportional der Geschwindigkeit U der oberen Platte und umgekehrt
proportional dem Plattenabstand h. Die Reibungskraft pro Flacheneinheit 7 (Reibungs-
schubspannung) ist somit proportional U/h, wofiir im allgemeinen Fall auch du/dy gesetzt
werden kann. Der Proportionalitdtsfaktor zwischen 7 und du/dy, der mit u bezeichnet
werden moge, hangt von der Natur der Fliissigkeit ab. Er ist klein fiir die sogenannten
“leichtfliissigen” Fliissigkeiten wie Wasser und Alkohol, dagegen grof3 fiir die sogenannten
sehr zéhen Fliissigkeiten wie Ol und Glyzerin. Wir haben somit das Elementargesetz der

Flissigkeitsreibung in der Form
du
=pu— . 1.2
TR (1.2)

Die Grofe p ist eine von der Temperatur stark abhangige Materialkonstante der Fliissigkeit,
die als das Zahigkeitsmafl oder kurz die Zahigkeit der Fliissigkeit bezeichnet wird.
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Das durch Gl. (1.2) gegebene Reibungsgesetz heifit Newtonscher Schubspannungsan-
satz. Die GI. (1.2) kann als Definitionsgleichung fiir den Zahigkeitsbeiwert aufgefafit wer-
den. Es muf jedoch betont werden, dafl die hier betrachtete Bewegung einen sehr einfachen
Spezialfall darstellt. Die Stromung nach Bild 1.1 wird auch als einfache Scherstromung
bezeichnet. Die Verallgemeinerung dieses elementaren Reibungsgesetzes ergibt das Sto-
kessche Reibungsgesetz. Die physikalische Dimension des Zahigkeitsbeiwertes kann aus
GI. (1.2) sofort abgelesen werden. Die Schubspannung 7 hat die Dimension kg/(m s?) und
der Geschwindigkeitsgradient du/dy die Dimension s~!. Somit hat man

[

Bei allen Strémungen, bei denen die Reibungskrafte mit den Tragheitskréiften zusammen-
wirken, spielt eine wichtige Rolle der Quotient aus der Zahigkeit p und der Dichte p, der
als kinematische Zahigkeit v bezeichnet wird:

v="E_ [m—Q} . (1.3)

Zahlenwerte: Fiir die tropfbaren Fliissigkeiten ist die Zahigkeit nahezu unabhangig vom
Druck, wahren sie mit wachsender Temperatur stark abnimmt. Die Unabhéngigkeit von p
vom Druck besteht auch fiir Gase, wahrend hier p mit wachsender Temperatur zunimmt.
Die kinematische Zahigkeit v hat fiir tropfbare Fliissigkeiten nahezu den gleichen Gang mit
der Temperatur wie u, da die Dichte p sich nur wenig mit der Temperatur andert. Dagegen
bei den Gasen, wobei p mit wachsender Temperatur stark abnimmt, zeigt v eine starke
Zunahme mit der Temperatur. In der nachstehenden Tabelle sind einige Zahlenwerte von
p, pund v fiir Wasser und Luft angegeben (Tabelle 1).



Wasser
Temperatur | Dichte | Zahigkeit | kinematische | Warmeleit- | sp. Warme bei
Zahigkeit fahigkeit konst. Druck
T p w108 v-10° A Cp
°C] [kg/m’] | [kg/ms] [m? /5] [W/mK] [kJ /kgK]
0 999,3 1795 1,800 0,552 4,218
10 999,3 1304 1,300 0,578 4,192
20 997,3 1010 1,010 0,598 4,182
40 991,5 655 0,661 0,628 4,178
60 982,6 474 0,482 0,652 4,184
80 971,8 357 0,368 0,669 4,196
100 951,1 283 0,296 0,682 4,216
Luft
Temperatur | Dichte | Zahigkeit | kinematische | Warmeleit- | sp. Warme bei
Zahigkeit fahigkeit konst. Druck
T P - 106 v - 106 A Cp
°C] [kg/m’] | [kg/ms] [m? /3] [W/mK] [kJ /kgK]
-20 1,39 15,6 11,3 0,0228 1,005
-10 1,34 16,2 12,1 0,0235 1,005
0 1,29 16,8 13,0 0,0243 1,005
10 1,25 17,4 13,9 0,0250 1,005
20 1,21 17,9 14,9 0,0257 1,005
40 1,12 19,1 17,0 0,0271 1,009
60 1,06 20,3 19,2 0,0285 1,009
80 0,99 21,5 21,7 0,0299 1,009
100 0,94 229 24,5 0,0314 1,009
Tabelle 1: Dichte, dynamische und kinematische Zahighkeit sowie Warmeleitfahig-

keit und spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck von Wasser
und Luft in Abhéangigkeit von der Temperatur.
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T(y) h Bild 1.2:
y Temperaturprofil zwischen zwei
ebenen Platten
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1.2 Die molekulare Warmeleitfahigkeit
In dhnlicher Weise wie der Newtonsche Ansatz fiir die Reibung léf3t sich der Fouriersche
Ansatz fir die Warmeleitung herleiten. Dazu soll ein ruhendes Medium zwischen zwei
Platten im Abstand h betrachtet werden (Bild 1.2). Die Temperaturdifferenz betrage
AT =T, —Ty.

Die Erfahrung sagt nun, dafl der auf die Flache bezogene Warmestrom ¢ proportio-
nal der Temperaturdifferenz AT und umgekehrt proportional dem Abstand zwischen den
Platten h ist. Da wiederum ein lineares Temperaturprofil im Medium vorausgesetzt wird

T(y) =7 (Ta —T1) + T, (1.4)

S

ergibt sich, daf} lokal im Medium der Warmestrom proportional zum Temperaturgradienten
ist
g~ — . (1.5)

Der Proportionalititsfaktor ist eine stoffspezifische Grofle und wird als Warmeleitfahig-
keit A bezeichnet. Weiterhin wird ein negatives Vorzeichen eingefiihrt, um anzudeuten,
dafl Warme in Richtung abnehmender Temperatur flieft. Der Fouriersche Ansatz fir die
Warmeleitung lautet dann

dT
=—-—. 1.6
q a4 (1.6)
Dabei hat der auf die Fliache bezogene Warmestrom die Dimension
W
q = E )
die Temperatur die Dimension K und die Warmeleitfahigkeit infolgedessen die Dimension
W
A= |—| .
=l
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Bild 1.3:
Schematische Darstellung der Grenzschicht an einer ebenen Platte

Weiterhin wird die spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck ¢, benotigt. Sie hat

die Dimension
B kJ
cp = kK|

Diese Groflen sind fiir Wasser und Luft ebenfalls in Tabelle 1 dargestellt. Daraus 148t sich
die Temperaturleitfahigkeit a
a=—, 1.7
= (1.7)
die die Dimension [m?/s] hat, und schliefllich, als dimensionslose Kennzahl, die Prandtl-
Zahl
pep, v

pr=0C2_" 1.8
r= = (1.8)

bilden.

1.3 Phanomenologische Beschreibung von Grenzschichten

Anschaulich versteht man unter einer Grenzschicht eine Schicht in der Nahe einer festen
Wand, in der die Geschwindigkeit © vom Wert Null an der Wand auf den Wert us der
ungestorten Auflenstréomung fernab von der Wand asymptotisch tibergeht. Die Dicke der
Grenzschicht wird definiert durch diejenige Stelle, an der u = 0,99 ug ist. Die Grenzschicht-
dicke ist aus Griinden, die spater deutlich werden, eine Funktion der Lauflange entlang der
Oberfliche des Korpers. Die Lauflinge wird bei einem stumpfen Korper vom vorderen
Staupunkt oder, bei einem spitzen Korper, von der Spitze oder Vorderkante aus gemessen.
Fiir die Grenzschicht auf einer ebenen Platte ist das Geschwindigkeitsprofil in Bild 1.3
schematisch dargestellt. In diesem Fall ist us = uo, konstant.

Um eine erste Abschatzung durchfithren zu kénnen, soll ndherungsweise angenommen
werden, dafl das Geschwindigkeitsprofil linear ist, d. h. durch den Ansatz

u(z,y) = uoo%x) (1.9)

angendhert werden kann. Dann kann in einem rechteckigen Kontrollvolumen 1-2-3-4
entsprechend Bild 1.4 eine Massen- und Impulsbilanz durchgefiihrt werden. Dabei sollen
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Bild 1.4:

Massen- und Impulsbilanz in einer Grenzschicht

alle Massen- und Impulsstrome fiir die Einheitstiefe eins gelten, so dafl die Tiefe der Platte
senkrecht zur dargestellten Ebene nicht auftaucht.
Fiir die Massenbilanz gilt pro Einheitstiefe

Massenstrom durch 1-2:

PUooOL
Massenstrom durch 3-4:
39 or,
—/pudy = —p% /ydy = _%puoo(SL
0 0

Da die Platte als massenundurchlassig angenommen wird, ergibt sich aus der Massener-

haltung

Massenstrom durch 2-4: .
—§puo<>5L ;

Fiir die Impulsbilanz pro Einheitstiefe gilt

Impulsstrom durch 1-2:

pu 81
Impulsstrom durch 3-4:
5L 2 6L
—/pu2 dy = —p=3 [ v’ dy = —zpul 6L
o7 3
0 0
Impulsstrom durch 2-4:
——pu
5 PtooOL

Damit ist die Kraft pro Einheitstiefe der Stromung auf die Platte

1 1 1
K = pu? 61 — gpugo(SL - épuio(SL = épuioéL : (1.10)
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Diese Kraft muf} gleich der mittleren Schubspannung im Bereich 0 > x > L mit der Lange
L sein. Die mittlere Schubspannung ist

L

/ Ou
"y

0

Nimmt man fiir §(z) ein Anwachsen nach einer Parabel an (s. Abschnitt 2.2)

§(z) = 5L\/§, (1.12)

o 1
K =7L =2uL%® = - pu2 6, . (1.13)
5. 6

Dies ergibt eine Abschatzung der Grenzschichtdicke als Funktion der mit der Plattenlange
gebildeten Reynolds-Zahl

S

7=

Sk

L
1 n
dr = = —> dzx . 1.11
e L/ué(m) . (1.11)
0

h

so ergibt sich

Ploo L
1

5L [12 3,5
— = — = . 1.15
L ReL vReL ( )

Aus der exakten Theorie wird sich statt des Zahlenwertes 3,5 der Wert 5,0 ergeben. Dies
hangt mit der stark vereinfachten Annahme eines linearen Geschwindigkeitsprofils zusam-
men.

Wichtig an dem Ergebnis GI. (1.15) ist jedoch, dafl das Verhéltnis zwischen Grenz-
schichtdicke und Plattenlange proportional zum Kehrwert der Wurzel aus der Reynolds-
Zahl ist. Da nach Tabelle 1 die kinematische Zahigkeit v = pu/p fiir Wasser von der
GroBenordnung 107%m? /s und fiir Luft von der Gréflenordnung 10~°m? /s ist, sind bei
typischen Geschwindigkeiten im Bereich von mehreren Metern pro Sekunde und Léngen
im Bereich von einem Meter Grenzschichtdicken zu erwarten, die etwa 1mm betragen. Die
Grenzschicht ist also sehr diinn im Vergleich zur Plattenlange. An dieser Stelle sollte die in
der Einfithrung verwendete Bezeichnung “Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung”
modifiziert werden in “Fliissigkeitsbewegung bei sehr grofler Reynolds-Zahl”. Die entschei-
dende Grofle ist ndmlich die auf die charakteristische Lange und Geschwindigkeit bezogene
Viskositéat, nicht die Viskositat selbst. Andererseits kann man die Reynolds-Zahl auch als
dimensionslose reziproke Viskositdt auffassen. (Bei ndherem Hinsehen sind die meisten
dimensionslosen Kennzahlen dimensionslose Stoffgréflen, soweit sie Parameter eines Pro-
blems sind und nicht, wie z. B. die Nusselt-Zahl, dessen Losung beschreiben. So kann die
Mach-Zahl als eine dimensionslose reziproke Schallgeschwindigkeit, die Grashof-Zahl als
ein dimensionsloser Warmeausdehnungskoeffizient, usw. aufgefait werden.)

Aus der Abschitzung, Gl. (1.15), kann noch ein weiterer wichtiger Schlufl beziiglich
der Geschwindigkeit v in y-Richtung gezogen werden. Wenn man die Lange L um die infi-
nitesimale Grofle d L verschiebt, ergibt die Massenbilanz fiir einen Streifen d L entsprechend

ReL = (1.14)

in der Form
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Bild 1.5:
Differentielle Massen- und Impulsbilanz

Bild 1.5, da8 der aus der Grenzschicht vertikal ausstromende Massenstrom pro Einheits-
tiefe pvsdL gleich der Differenz der horizontal ein- und ausstromenden Massenstréme pro
Einheitstiefe sein muf3

1 1
ipu(g(SL—i—pu&déL—pv5dL—§pu5(6L+d6L) =0. (1.16)
—— —— N — ~ v
1-2 2-3 34 4-5
Daraus folgt
1
pvsdL = ipu(gd(SL . (1.17)

Da nach GI. (1.12) (dé/dz), = 61, /2L ist, ist das Verhéltnis der Geschwindigkeiten

Vs 3,5 1
= 1.18
us 4 \/ReL ( )

ebenfalls proportional zum Kehrwert der Wurzel aus der Reynolds-Zahl. Die Geschwin-
digkeit senkrecht zur Grenzschicht ist also um die gleiche Groflenordnung kleiner als die
Tangentialgeschwindigkeit, wie das Verhéltnis aus Grenzschichtdicke und Lauflinge.
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Bild 2.1 :
Umstromung eines Tragflugels

2. Die Grenzschichtgleichungen fiir stationare Stromungen konstanter Dichte

2.1 Herleitung der Grenzschichtgleichungen

Um die Grenzschichtgleichungen abzuleiten, gehen wir der Einfachheit halber zunéchst von
den zweidimensionalen, stationaren Navier-Stokesschen Gleichungen bei konstanter Dichte
aus. Die Annahme konstanter Dichte gilt mit guter Naherung fiir alle Fliissigkeiten sowie
fiir Gase bei niedrigen Strémungsgeschwindigkeiten, wenn isotherme Verhéltnisse herr-
schen. Kompressibilitatseffekte auf Grund hoherer Geschwindigkeit machen sich erst be-
merkbar, wenn die Mach-Zahl (das Verhéltnis von charakteristischer Strémungsgeschwin-
digkeit zur Schallgeschwindigkeit) nicht mehr klein ist. Bei Luftstromungen und Umge-
bungstemperatur treten nennenswerte Fehler erst bei 50-100 m/s auf.

Die zweidimensionalen, stationaren Navier-Stokesschen Gleichungen lauten bei kon-
stanter Dichte

Kontinuitat: 9 5
U v
— +—=0 2.1
ox + oy (2.1)

Impuls in z-Richtung:

ou ou 10p 0%u  0%u
I P o Ly 22 2.2
“ax+”ay p Ox V(@xQ + 8y2> (2:2)
Impuls in y-Richtung:
ov ov 190p v 0%
oy = LA 2.
u8x+vay p8y+y(8x2 +8y2) (2:3)

Fiir ein gegebenes Problem, z. B. die Umstromung eines Korpers mit charakteristischer
Abmessung L, der mit der Geschwindigkeit u., angestromt wird (s. Bild 2.1), kann das
Gleichungssystem dimensionslos gemacht werden mit

* U * v * p * x *

U =— v =—, = , X ==, ==, 2.4
" P -y 70 Y (2.4)

so daf} anstatt der Zahigkeit der Kehrwert der Reynolds-Zahl

Uoo L

Re =

v
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auftritt. Das Gleichungssystem lautet dann

Kontinuitat:

ou* n ov*
or* = Oy*

=0 (2.5)

Impuls in xz*-Richtung:

. ou* Lot ou* _ Op” n 1 0%u* n 0%u* (2.6)
Ox* oy*  Ox* Re \0x*2  Oy*? ‘
Impuls in y*-Richtung:
ov* ov* op* 1 [(0%v*  O%v*
* * =— — 2.7
Y o v oy* oy* + Re (8x*2 + 8y*2) (2.7)

Wir wollen nun das Koordinatensystem so wahlen, dafl y* = 0 eine Stromlinie entlang des
betrachteten Korpers ist. Weiterhin wollen wir die in Kapitel 1 prazisierte Voraussetzung
fiir die Existenz von Grenzschichten, ndmlich die Annahme einer groflen Reynolds-Zahl im
asymptotischen Grenzfall Re — oo verwenden. Setzt man diesen Grenzfall in das Glei-
chungssystem (2.5)—(2.7) ein, so ergeben sich zunéchst die Eulerschen Gleichungen, die den
Fall reibungsfreier Strémung beschreiben. Sie reduzieren sich im Spezialfall wirbelfreier
Stromung auf die Potentialgleichung, man spricht von einer Potentialstromung. Reibungs-
freie Stromungen konnen jedoch die an festen Wanden geltenden Haftbedingungen nicht
erfiillen. Dies hangt damit zusammen, dafl beim Grenziibergang Re — oo die Ordnung
der Differentialgleichungen erniedrigt wurde, da die hochsten Ableitungen eliminiert wur-
den. Daher konnen auch nicht sdmtliche Randbedingungen, die fiir die Navier-Stokesschen
Gleichungen galten, erfiillt werden.

Um diese Schwierigkeit zu losen, wurde von L. Prandtl die Grenzschichttheorie ent-
wickelt. Wir haben im 1. Kapitel gesehen, dafl in der Nahe von y* = 0 eine diinne Schicht
von der Dicke O(Re_l/ 2) existiert. Weiterhin ist die Geschwindigkeit v* in y*-Richtung
von der GroBenordnung O(Re™*/?). Wir entwickeln daher die Geschwindigkeiten und den
Druck in eine Reihe fiir kleine Werte von ¢, definiert durch

e = Re /2 (2.8)

ut =wuy+euy+ ...
v* = evd 4+ 2vf + ... (2.9)
pr=pptepit+...

wobei ug, v§, py usw. von der Ordnung O(1) sind, und fiihren fiir die y*-Koordinate eine
sogenannte “Koordinatenstreckung” durch

y=y'/e, (2.10)
wobei 7 von der Ordnung O(1) ist, wahrend die z*-Koordinate unveréndert bleibt
T=uxa". (2.11)
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Die Koordinatenstreckung Gl. (2.10) ist eingefiihrt worden, damit innerhalb der diinnen
Grenzschicht beide Koordinaten,  und %, von der gleichen Gréflenordnung sind.
Setzt man die Gln. (2.8)—(2.11) in das Gleichungssystem (2.5)—(2.7) ein, so erhélt man

dug 0 ouj  Ovf

5;)+5§+6<5§ ;1>+ =0 (2.12)
L oug L oug L oug L oul Loug L oul

0 T Vo ay +5( a + 0 B + v 1 8_ +v 0 8y + ... (213)

op; op;  ,0%uly  O%up ouj

= et om Tap tap T
L Ovd L Oud 10p5  Opt 0%, 0%
= 2.14
S TGy syt e teap T G

Multipliziert man Gl. (2.14) mit €, und vernachléssigt man dann in den Gln. (2.12)—(2.14)
alle Terme von der Groflenordnung e oder kleiner, so erhalt man als nullte Naherung

ouy — 0vg
= 2.1
oz "oy Y (2.15)
L oud L oud opy  0%u}
= — 2.1
“oz T0Ty T or T o (2.16)
apo
2.1
=0 (217)

Dabei tritt die zweite Ableitung nach z* in der Impulsgleichung in z*-Richtung nicht
mehr auf, sie ist von hoherer Ordnung in € und wurde deshalb vernachlassigt. Weiterhin
reduziert sich die Impulsgleichung in y*-Richtung auf die Aussage, dafl der Druck innerhalb
der Grenzschicht unabhangig von 7 ist. Er kann deshalb nur eine Funktion von T sein. Eine
genauere Betrachtung zeigt, dafl er gleich dem durch die duflere reibungsfreie Stromung
aufgepragten Druck pj ist

P =pi(@) . (2.18)

Die reibungsfreie Auflenstromung erfiillt auf der Stromlinie entlang der Linie y* = 0 die
Bernoulli-Gleichung in differentieller Form

e 2-19
Us—— = s ( )

die sich auch aus (2.16) bei Vernachlissigung der y-Ableitungen ergibt. Das Anpassen der
Grenzschicht an die Auflenlosung fiihrt im vorliegenden Fall zu der Bedingung, daf in null-
ter Ndherung die Losung der Auflenstromung bei y* = 0 an die Losung der Grenzschicht-
gleichungen fiir § — oo angepafit werden muf. (Wir wollen hier auf die mathematische
Herleitung des Anpassungsverfahrens verzichten; vergleiche jedoch W. Schneider, Kap. 21.)
Das Ergebnis des Anpassungsprozesses wurde in den Gleichungen (2.18) und (2.19) bereits
dadurch beriicksichtigt, dafl der Index 8, der fiir den AuBenrand der Grenzschicht steht,
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eingefiihrt wurde. Fiithrt man wieder dimensionsbehaftete Koordinaten ein, so ergeben sich
aus den Gleichungen (2.15)—(2.19) die klassischen Gleichungen der Grenzschichttheorie

ou Ov
5% "3y =" (2.20)

ou ou 1 dps 0%u

us + va—y = T dr + VB_yZ (2.21)
die mit den Randbedingungen
y=0: u=20 (Haftbedingung)
v=20 (2.22)
Y — 00 : u = ugs(x)
zu 16sen sind. Die Bernoulli-Gleichung ist in dimensionsbehafteter Form
pu(s% = —% . (2.23)

Anmerkung: In gleicher Weise wie fiir ug, vy, p; kann man fiir die ndchste Ordnung
uy, vy, p7 ein Gleichungssystem und Randbedingungen dazu herleiten. Dies fiihrt auf
eine Grenzschichttheorie hoherer Ordnung, auf die wir hier jedoch nicht eingehen wollen.
Zeigen Sie, dafl die Gleichungen hoherer Ordnung linear in uj, vf, pj sind.

Eine entscheidende Vereinfachung des Gleichungssystems (2.15)—(2.18) besteht darin,
daf} es parabolisch ist, wihrend die Navier-Stokesschen Gleichungen elliptisch waren. We-
gen der Vernachlissigung des Terms 0%u/dx? sind Diffusionsvorginge nur in y-Richtung
wirksam. Es gibt keinen stromaufwarts gerichteten Informationsflul, d. h. die Stromung
an irgendeiner Stelle x; in der Grenzschicht wird von der Stromung, die sich stromabwarts
r9 > xp entwickelt, nicht beeinflufft. Fiir die Berechnung von Grenzschichten bedeutet
dies, da} mit einem Fortsetzungsverfahren stromab gerechnet werden kann, wéhrend bei
den elliptischen Navier-Stokesschen Gleichungen eine simultane Losung im gesamten Be-
reich erforderlich ist.

2.2 Exakte Losungen der Grenzschicht-Gleichungen

Auch die Grenzschicht-Gleichungen sind auf Grund der nichtlinearen konvektiven Terme
noch so kompliziert, dafl eine allgemeine Losung nicht angegeben werden kann. Es ist
Aufgabe der Grenzschichttheorie, Losungen des Gleichungssystems fiir spezielle Fille zu
finden.

Die erste Losung der Grenzschicht-Gleichungen stammt von Blasius (1908) fiir die
Stromung entlang einer ebenen Platte (Bild 2.2). Die Grenzschicht-Gleichungen lauten
hierfiir:

Ou Ov
i (2.24)
2
u@_u + U@_u = I/@ . (2.25)

ox Oy Oy?



y U = Uy
- us(X) = u,, = konstant
Ps(X) = ps, = konstant
-
U, X
—_— - -
-~ L ——>

Bild 2.2:
Grenzschichtstromung entlang ebener Platte

Wie konnen die beiden partiellen Differentialgleichungen gelost werden? Es existiert
eine Koordinatentransformation derart, dal eine Reduktion auf eine gewohnliche Differen-
tialgleichung moglich ist. Auf Grund des parabolischen Charakters des Gleichungssystems
liegt es nahe, eine Ahnlichkeitskoordinate der Form n ~ y/+/x zu suchen. Wir fithren
daher als neue unabhéngige Variable ein:

n(z,y) = M%?- (2.26)

Dabei ist \/uoo /v ein MaBfaktor, um 7 dimensionslos zu machen. Bevor das Gleichungs-
system auf die neue Variable  umgeschrieben wird, fithren wir die Stromfunktion ¢ (z, y)
mit der Definition

_ __ W

Ty T o

ein. Dadurch wird die Kontinuitétsgleichung (2.24) identisch erfiillt, und die Bewegungs-
gleichung geht iiber in eine partielle Differentialgleichung fiir die Stromfunktion

¢y¢ym - ¢a71/}yy = wayy . (228)

Die Stromfunktion ¢ mufl nun entsprechend transformiert werden. Wir setzen u/us =
f'(n), da u nur eine Funktion von 7 sein soll. Es folgt

¢@w%aiwm:uwifmnw=um¢§§]fwnm. (2.29)
0 0

0

u

(2.27)

Der Ausdruck fon f'(n)dn = f(n) wird als dimensionslose Stromfunktion bezeichnet; damit

wird
V(2. y) = Vusvz f(n) . (2.30)

Anstelle von ¢ (z,y) wird f(n) in die partielle Differentialgleichung (2.28) eingefithrt. Dazu
bilden wir

u =Py = uoo f'(n)
0 [ funey (231)
e N I N =R N

xT
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n s
Bild 2.3:
Geschwindigkeitsprofil fur die
471 ebene Plattenstromung
3__
2__
14+
=M
o=t
mit
on_ 1y _ln
8:23‘ N 2 x y;(;/uoo 2x
wird
1 Jusev ,
V=5 T nf" — [l
Analog dazu folgen
Vyy = Uoo u;.of” ) Vyyy = uoou;.of/" )
vx vx
) . (2.32)
N Yoo ¥y 2 Uoo  pn
Yye = ZUOO Vxxf 2 a:nf '

Dies eingesetzt in Gl. (2.28) ergibt nach einer Zusammenfassung eine gewohnliche, nichtli-
neare Differentialgleichung 3. Ordnung fiir die dimensionslose Stromfunktion f(n):

1
g f =0, (2.33)
Die Randbedingungen lauten:
=0: =0, =0
1 ! / (2.34)
n— 00 : ff=1

Die Gl. (2.33) 148t sich nicht analytisch, sondern nur numerisch l6sen.

Das Bild 2.3 zeigt das Geschwindigkeitsprofil u/u~ = f’(n). Man spricht von einer
ahnlichen Losung, da dieses Geschwindigkeitsprofil an jeder Stelle x der Platte vorliegt,
wenn man die Skalierung der y-Koordinate mit der Wurzel aus x entsprechend Gl. (2.26)
beriicksichtigt.

15



Bild 2.4:
Zur Definition der Verdrangungsdicke

Auf Grund des asymptotischen Ubergangs der Geschwindigkeit u in die ungestorte
AuBengeschwindigkeit u., bedarf es zur Festlegung der Grenzschichtdicke § einer Defini-
tion. Man setzt z. B., wie bereits in Kapitel 1 erwéhnt, § = y(u/us = 0,99).

Dies ist fiir n ~ 5,0 der Fall, d. h. \/us /vx 6 = 5,0. Somit ist

6(x) ~ 5,0 7 bzw.
Uoo
(2.35)
6(z) 50 oder 6() 50 Jz
z  Re, L ~ VRe, VL’

Dies ist mit dem Né&herungsergebnis Gl. (1.15) zu vergleichen. Dabei wird die Reynolds-
Zahl entweder mit der Lauflinge x oder mit der Bezugslange L gebildet:

Re, = —, Rep, = —. (2.36)
v v

Die laminare Grenzschichtdicke an der ebenen Platte wachst proportional zur Wurzel aus
der Lauflange x. Sie ist weiterhin der Wurzel aus der Reynolds-Zahl umgekehrt proportio-
nal.

Infolge der Unsicherheit bei der Festlegung der Grenzschichtdicke 6 wird gern die
Verdrangungsdicke 61 als ein physikalisch sinnvolles Maf3 fiir die Dicke der Grenzschicht
verwendet. Man definiert die Verdrangungsdicke 6; durch

O1us = /(U5 —u)dy, d. h. o1 = /(1 ——)dy. (2.37)
0 0

Die exakte Losung von Blasius liefert fiir die Plattenstromung

si(z)  1,7208
r  Re,

(2.38)

Bei der Plattenstromung ist 61 ~ 6/3, wie ein Vergleich mit Gl. (2.35) zeigt.

16
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o g w/ — =X Bild 2.5 :
/ Zum Reibungswiderstand

der ebenen Platte

Die fiir die Praxis wichtigsten Groflen sind der lokale Reibungswert, definiert durch

cr(z) =2 (2.39)
! pug
sowie der dimensionslose Widerstandsbeiwert, definiert durch
Fy,
- = ——— 2.40
T Tt A (2:40)

Darin ist F, der Reibungswiderstand und A = L-b die Plattenoberfliche; hierzu betrachten
wir in Bild 2.5 eine einseitig benetzte Platte. Der Widerstand einer Plattenseite (einseitige

Benetzung) ist
L
=b / Tw (T (2.41)
0

Fiir die ortliche Wandschubspannung 7,,(x) gilt

Tw(z) = u(g—Z)w = ,Uuoo\/% f"(n=0) ~ % : (2.42)

Darin ist die dimensionslose Wandtangente des Geschwindigkeitsprofils f”(n = 0) = a =
0,332 nach Blasius. Der ortliche Reibungsbeiwert ¢y, Gl. (2.39), lautet damit

0,664 1
cr(x) = TRe. ~ N (2.43)

Bild 2.6 zeigt qualitativ den Verlauf von cs(z) bzw. 7, (x). An der Plattenvorder-
kante ergibt sich eine fiir viele Grenzchichtstromungen typische Singularitit; die Grenz-
schichtgleichungen sind dort nicht mehr giiltig. Speziell trifft die Ungleichung |0%u/02%| <
|0%u/8y?| dort nicht mehr zu. Dies wirkt sich gliicklicherweise nicht aus, wenn zur Ermitt-
lung des Gesamtwiderstandes iiber die Plattenlange integriert wird. Es ist

L
- d
Fy = buticor | 22 o | 22 = 2bar/ud pupL ~ u3/2L1/? (2.44)
14
0

fiir eine Plattenseite. Der Reibungswiderstand der Platte wéchst mit uiéQ und LY2. Letz-
teres ist so zu verstehen, dafl die hinteren Plattenteile weniger zum Gesamtwiderstand

17
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Bild 2.6 :

Qualitativer Verlauf des ortlichen
0 > Reibungsbeiwertes

beitragen, da sie im Bereich der dickeren Reibungsschicht und somit der kleineren Wand-
schubspannung liegen. Der Widerstandsbeiwert folgt damit zu

4 1,328
Co = e = 2028 (2.45)
ReL ReL

Dieses Blasiussche Plattenwiderstandsgesetz gilt nur im Bereich der laminaren Strémung,
d. i. fiir Re < 5-10% = 10%. Im Bereich der turbulenten Strémung, Re > 10°, ist der
Widerstand erheblich grofler.

Bei hinreichend grofler Reynolds-Zahl ist die Grenzschichtdicke bezogen auf eine cha-
rakteristische Korperabmessung meist von vernachlassigbarer Groflenordnung. Darauf be-
ruht die Anwendbarkeit der reibungsfreien Theorie bei vielen Stromungsproblemen. Man
kann z. B. bei der Umstrémung eines Tragfliigelprofils in folgenden Schritten vorgehen:

1.) Ermittlung der Druck- und Geschwindigkeitsverteilung um den Korper aus der Poten-
tialtheorie mit Hilfe von Singularitdtenverfahren oder konformen Abbildungen. Bei
komplizierter Geometrie wird die Druckverteilung in der Regel experimentell ermit-
telt. Hierbei kommt im Rahmen der Grenzschichttheorie der gliickliche Umstand zum
Tragen, dafl der Druck an der Wand p,,(x) gleich dem Druck ps(z) am Auflenrand
der Grenzschichtstromung ist. Aus der Druckverteilung 148t sich durch Integration
der Gleichung (2.19) die Geschwindigkeitsverteilung us(z) ermitteln.

2.) Berechnung der Grenzschichtstréomung durch Losung der Grenzschicht-Gleichungen.
Dabei ist die Geschwindigkeitsverteilung us(z) der AuBlenstromung als Randbedin-
gung vorgegeben. Aus der Grenzschichtrechnung folgen mit 6(z), 61(x), c¢(x), ¢, die
interessierenden Groflen.

Anhand der Grenzschichtstromung entlang der ebenen Platte ist in charakteristischer
Weise deutlich geworden, in welcher Art exakte (wenn auch numerische) Losungen der
Grenzschicht-Gleichungen gewonnen werden koénnen.

Neben der Stromung entlang einer ebenen Platte existieren dhnliche Losungen der
Grenzschicht-Gleichungen (2.20), (2.21) auch fiir die sogenannten Keilstromungen. Hierbei
ist die Geschwindigkeit us(x) der Potentialstromung einer Potenz der vom Staupunkt aus
gemessenen Lauflinge proportional:

us(x) =a x™ . (2.46)
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Bild 2.7 :
Zur Illustration der Keilstromungen

Die Bezeichnung Keilstromung riihrt daher, daff zwischen dem (beliebigen aber konstanten)
Exponenten m und dem Keilwinkel 73 der Zusammenhang m = 3/(2 — ) bzw. 8 =
2m/(m + 1) besteht. Mit der Ahnlichkeitstransformation

n@w=¢%, m”?%ﬁ (2.47)

analog zu Gl. (2.26) ergibt sich auch fiir Stromungen vom Typ (2.46) eine gewdhnliche
Differentialgleichung aus den Grenzschicht-Gleichungen. Diese lautet

T w1 ) =0, (2.48)

Sie ist zuerst von Falkner und Skan (1930) angegeben worden und von Hartree (1937) fiir
verschiedene Werte von m bzw. 3 numerisch gelost und tabelliert worden. Im Bild 2.8 sind
drei dieser “Hartree-Profile” dargestellt. Der Exponent m bzw. (3 ist dabei ein Parameter
der Losungskurven.

Neben dem Fall der ebenen Platte mit m = 0, § = 0 ist der Spezialfall m =1, g =1
von praktischer Bedeutung. Es handelt sich dabei um die ebene Staupunktstrémung (Bild
2.9). Der Keilwinkel ist 7/2 = 90°.

Auf der Symmetrieebene ist die Geschwindigkeit Null, sie wichst linear mit z. In der
reibungsfreien Auflenstromung gilt auf Grund der Kontinuitatsgleichung

us = ax , Vs = —ay . (2.49)

Die Anstromgeschwindigkeit v, fallt daher linear bis zum Staupunkt bei y = 0, z = 0 ab.
FEine Schwierigkeit im Verstandnis der Staupunktgrenzschicht besteht darin, daf3 auf
der Symmetrieachse die Tangentialgeschwindigkeit u(z = 0,y) Null ist, wahrend der Quo-

tient
U U

fl=m=— (2.50)

F) ax

endlich bleibt. Endlich ist dagegen die Normalgeschwindigkeit v, die mit der Definition,

Gl. (2.27), und GI. (2.47) sowie
a
n—yVE (2.51)
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Bild 2.8 :
4 m = - 0.0904 Geschwindigkeitsprofile
B=-0,1988 fur die Keilstromungen
0 ] T T T T u%‘) =f'(m)
0 1
zu "
= o = —f(mVva (2.52)

wird. Insofern entsteht der eigenartige Sonderfall, dafl auf der Symmetrielinie und in
unmittelbarer Nahe davon die Tangentialgeschwindigkeit kleiner als die Normalgeschwin-
digkeit ist. Fiir groflere Entfernungen von der Symmetrielinie wird bei hinreichend kleiner
Zahigkeit die Normalgeschwindigkeit jedoch wieder kleiner als die Tangentialgeschwin-
digkeit, da letztere nach Gl. (2.50) mit = anwéchst. (In diesem Zusammenhang ist es
auch interessant zu bemerken, dafl die Staupunktstromung eine exakte Losung der Navier-
Stokesschen Gleichungen ist, vergl. Schlichting, Kap.V, bei denen die Voraussetzung
v < wu nicht notwendig ist.) Die Grenzschichtdicke ist wegen Gl. (2.50) konstant. Da
f(2,4) = 0,99, ergibt sich mit Gl. (2.51)

14
§= 2,4\/; (2.53)

Hier ist a der in Gl. (2.49) eingefiihrte Geschwindigkeitsgradient der reibungsfreien Auflen-
stromung.

Weiter ist in Bild 2.8 das Abloseprofil dargestellt. Das ist jenes Profil mit der Wand-
tangente f” = 0; hierfiir ist 8 = —0,1988 bzw. m = —0,0904. Dieses Profil spielt bei der
Beurteilung der Stromungsablosung eine besondere Rolle.

Anhand Bild 2.8 wird deutlich, daf3

e bei beschleunigter Stromung (3 > 0, m > 0) die Geschwindigkeitsprofile volliger sind
als das Blasius-Profil der Plattenstréomung. Die zweite Ableitung 9% (u/us)/0n? ist
stets negativ.
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Bild 2.9 :
Die ebene Staupunktgrenzschicht

e bei verzogerter Stromung (6 < 0, m < 0) die Geschwindigkeitsprofile weniger vollig
sind als das Blasius-Profil. Die Kriitmmung f”’ ist in Wandnéhe positiv, sie wechselt
im Feld das Vorzeichen und wird zum Auflenrand hin wieder negativ.

Das Blasius-Profil (8 =0, m = 0) besitzt als Grenze zwischen beiden Fallen an der Wand
die Kriimmung [ = 0.

Die Grenzschicht-Gleichungen kénnen nur fiir bestimmte Typen von Auflenstromun-
gen us(x) exakt gelost werden, die numerische Losung einer gewohnlichen Differentialglei-
chung wird hierbei als exakt bezeichnet. Der wichtigste Fall sind die besprochenen Keil-
stromungen vom Typ us ~ " mit m = konstant. Man spricht allgemein von dhnlichen
Losungen, da das normierte Geschwindigkeitsprofil unabhangig von der Lauflainge z fir
einen beliebigen aber festen Wert von m an jeder Stelle das gleiche ist. Die Form des
Profils, dargestellt durch den ”Formparameter” m bzw. 3, dndert sich mit der Lauflange
nicht, es &ndert sich lediglich die Grenzschichtdicke §(x) und damit natiirlich auch der
Reibungsbeiwert c¢(x).

Es gibt einige wenige andere ahnliche Losungen, die jedoch von geringerer Bedeutung
sind; hierzu sei auf die Literatur verwiesen.

Bei beliebiger Aulenstromung us(z) dndert sich auch die Form des Geschwindigkeits-
profils, die Geschwindigkeitsprofile sind nicht mehr ahnlich. Die Grenzschicht-Gleichungen
(2.20) und (2.21) miissen dann numerisch entweder mit Differenzenverfahren oder mit
Néherungsverfahren, z. B. mit Integralmethoden gelost werden. Im folgenden Abschnitt
wird der Grundtyp der Integralmethoden behandelt.
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Riuickstromgebiet

dpd
dx Ablosung

<0 >0

Bild 2.10 :
Zur Erlauterung der Wandbindungsgleichung

2.3 Das Integralverfahren nach von Karman und Pohlhausen

Die Aufgabenstellung lautet, bei vorgegebener Auflenstromung us(z) bzw. ps(z) die Grenz-
schichtdicke und die Form des Geschwindigkeitsprofils als Funktion der Lauflinge zu er-
mitteln. Damit ist auch der Verlauf der Wandschubspannung und durch Integration auch
der Reibungswiderstand bekannt.

Aus der Grenzschicht-Gleichung (2.21), angeschrieben an der Wand (u = v = 0), folgt
zunachst als sehr wichtige Beziehung die sogenannte Wandbindungsgleichung

M(a%)w _ dps() (2.54)

ay? dzx

Sie verkniipft die Kriimmung des Geschwindigkeitsprofils an der Wand mit dem auf-
gepragten Druckgradienten. Bei bekanntem Druckgradienten der Auflenstromung kann
damit das Geschwindigkeitsprofil qualitativ “richtig” gezeichnet werden.

Bild 2.10 zeigt qualitativ den Druck- und Geschwindigkeitsverlauf entlang einer ge-
krimmten Kontur, diese kann z.B. der Ausschnitt aus einem Tragfliigelprofil sein. Es
ist

2

g—;; <0 fiir % <0 (beschleunigte Stromung)
2

g—;; =0 fiir % =0 (Plattenstromung)
2

g—;; >0 fir % >0 (verzogerte Stromung)
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Aufgrund der Diskussion im Anschlu3 an Bild 2.8 folgt, dafl nur bei verzogerter
Aulenstromung eine Ablosung der Grenzschichtstromung moglich ist. In verzogerter
Aulenstromung mufl die Grenzschichtstromung gegen einen Druckanstieg anlaufen, der zur
hemmenden Wirkung der Wandreibung hinzukommt. Die kinetische Energie der Grenz-
schichtstromung reicht schliefSlich nicht mehr aus, diese Widerstande zu iberwinden. Das
Geschwindigkeitsprofil wird immer energiedrmer, bis es zur Stromungsablosung kommt.
Jenseits davon tritt im Ablosegebiet Riickstromung auf.

Die Wandbindungsgleichung (2.54) dient nicht nur zur qualitativen Deutung der Ge-
schwindigkeitsprofile, sie ist dariiberhinaus eine zentrale Beziehung des klassischen Inte-
gralverfahrens, das wir ausfiihrlich besprechen wollen.

Von Pohlhausen (1921) stammt der Vorschlag, das unbekannte Geschwindigkeitsprofil
durch ein Polynom

= ai €T v 2.55
wy — Soila)d (2:5)
anzundhern. Darin sind die Koeffizienten a;(x) zunéchst unbekannt und ¢ = y/6(x) ist eine
dimensionlsose Querkoordinate. Dieser Polynomansatz soll gewisse physikalisch sinnvolle
Randbedingungen erfiillen:

dw/us) _ o Llw/u) 2:56)

us a ¢z 0.
Neben diesen vier geometrischen Randbedingungen wird als fiinfte dynamische Randbe-
dingung verlangt, dafl die Wandbindungsgleichung (2.54) erfiillt wird. Der Grad des Poly-
nomansatzes (2.55) wird so gewahlt, daf ein freier Koeffizient als Formparameter verbleibt.
Dieser ist dann die zweite Unbekannte neben der Grenzschichtdicke 6(x).

Auf Grund der Anzahl der geometrischen Randbedingungen nahm Pohlhausen ein
Polynom 4. Grades (“P4-Profil”) an:

w(z,y) [ al+bC2+eC®+d¢t fir ¢ <1
us(x) { 1 fir ( >1 (2.57)

Mit diesen Randbedingungen liegen drei Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a,
b, ¢, d vor. Diese lauten:

(ﬁ) =1l=a+b+c+d
¢=1

Us
d
( “/“5) —0=a+2b+3c+4d (2.58)
i ).
d2
< “/2“5) — 0= 2+ 6c+12d
ac ).,

Die Randbedingung fiir ¢ = 0 ist durch den Ansatz (2.57) schon erfiillt. Damit bleibt ein
Koeffizient des Polynomansatzes als Parameter frei. Die Wandbindungsgleichung (2.54)
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Bild 2.11 :
y Geschwindigkeitsprofil nach GI. (2.59)
Y = fn
3(x)
L A =-12 (Abloseprofil)
0,5 -
— A =0 (ebene Plattenstromung)
—+— A =7,052 (ebene Staupunktstromung)
0 T u/ug

0 0,5 1

liefert einen Zusammenhang zwischen der Grenzschichtdicke 6 und dem noch freien Para-
meter. Mit Gl. (2.19) lautet Gl. (2.54)

0%(u/us) ~ dus 67 _

Man nennt A den Pohlhausen-Parameter. Er stellt die dimensionslose, negative Kriimmung
des Geschwindigkeitsprofils an der Wand dar. Mit dem Geschwindigkeitsansatz (2.57) folgt
dafiir —A = 2b. Damit sowie mit Gl. (2.58) lassen sich die 4 Koeffizienten a, b, ¢, d durch
den Pohlhausen-Parameter A ausdriicken. Es ist

1 1 1 1
— 924 -A, b=—-A — 94 -A, d=1-=A 2.
a=2+ A, SA c + 54, G (2.60)

und der Geschwindigkeitsansatz (2.55) lautet fiir ¢ < 1:

202004 MO 36436 - ¢Y). (2.61)

Bild 2.11 zeigt das Geschwindigkeitsprofil fiir charakteristische A-Werte, deren Bedeutung
weiter unten deutlich wird.

Man nennt A den Formparameter und 6 den Dickenparameter. Der Formparameter
A soll noch ein wenig diskutiert werden. Fiir A = 0 ist dug/dz = 0, das ist die Stréomung
entlang einer ebenen Platte. Fiir A < 0 ist dus/dz < 0, dps/dx > 0, die Stromung wird
verzogert, der Druck steigt an. Fiir A > 0 ist dug/dx > 0, dps/dx < 0, die Stromung wird
beschleunigt, der Druck fallt ab. Dies entspricht natiirlich der Diskussion anhand Bild
2.10.
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ug(x)

a(x)
u(x.y) l Bild 2.12

Zur Herleitung der Intergralbedingung
fur den Impuls

'AX\

Fiir den Zusammenhang 7, (A, 6) gilt

B ouy O(u/us) us s 1 1
en(gy) = (M5) S i)~ ew

Zum Abloseprofil gehort der Formparameter A = —12. Bei Ablosung gilt somit

1du,5_ 1 dp5_12
vde  pus de 62

(2.63)

Was folgt aus Gl. (2.63)7

1.) Ablésung ist nur moglich bei Druckanstieg. Dies hatten wir schon anhand von Bild
2.10 festgestellt.

2.) Eine diinne Grenzschicht vertriagt einen groferen Druckanstieg als eine dicke Grenz-
schicht. Bei grofler Lauflange und somit dicker Grenzschicht fiihrt schon ein kleiner
Druckanstieg zur Ablosung.

Die weitere Aufgabe besteht darin, den Verlauf des Formparameters A(x) entlang einer
gegebenen Kontur zu bestimmen. Bei bekanntem Formparameter A(x) ist mit Gl. (2.59)
die Grenzschichtdicke §(z) und mit Gl. (2.62) der Verlauf der Wandschubspannung 7, (z)
bekannt.

Gesucht wird eine Bestimmungsgleichung fiir 6(z) oder A(z). Dies muf eine gew6hn-
liche Differentialgleichung sein. Die Grenzschicht-Gleichung (2.21), die bisher nur an der
Wand verwendet wurde (daraus folgt der Zusammenhang zwischen § und A), ist jedoch
eine partielle Differentialgleichung. Die gesuchte gewohnliche Differentialgleichung ist der
Impulssatz der Grenzschicht nach von Kdrman (1921). Dieser entsteht nach partieller In-
tegration der Grenzschicht-Gleichung (2.21) iiber y, d. h. quer zur Stréomungsrichtung.
Dadurch wird aus der partiellen Differentialgleichung (2.21) eine gewthnliche Differenti-
algleichung in x, die auch als Integralbedingung fiir den Impuls bezeichnet wird. Zur
Herleitung wird neben der Grenzschicht-Gleichung (2.21) die Kontinuitétsgleichung (2.20)
benotigt. Die Herleitung wird kurz skizziert (Bild 2.12), aus GI. (2.20) folgt:

y
ou
v(z,y) = —/% dy . (2.64)
0
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Eingesetzt in Gl. (2.21) ergibt sich:

Y

ou ou ou dus p 0%*u
— | [ Z=dy | = w2 = = 2.65
hrr / oz Y dy e p 0y? (2.65)
0
Partielle Integration iiber y von 0 bis h, wobei h > §(z) gewéhlt wird, liefert mit
T(y = h)=0
o fou_ \ou 4
U u U Uus Tw
— Ay | = w2 dy = -2 2.66
/ u@:z: /633 Y oy Ho dx 4 P ( )
0 0
Nach der Methode der partiellen Integration
b b
[ @a(e)ds = pla)ata)ls - [ o) (@) do
1aBlt sich das zweite Glied der linken Seite umformen
r 1o 9 fou \' oo
u u u u
—dy | —dy = —d — —d
/ c%ﬁyﬁyy “/axy /“axy
0 \o 0 0o 0
—_—
q P (2.67)
/ 0 / 0
ZU5/—udy—/u—udy
x ox
0 0
Eingesetzt folgt
h
ou ou dus Tw
N — Uy — U S 2.
/( Yor  "or dx) dy p (2.68)
0
Mit
Qu@ B 8_u2 _Ou - O(uus) udu5
or  Ox "ox Ox dz
folgt weiter
h 5 4 h
Us Tw
- — - — = — 2.
[ 55 utus =) dy + G2 [ s =)y =2 (2.69
0 0
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da h von x unabhéngig ist. Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

5
o1 = /(1 — ul> dy = Verdréngungsdicke, siehe schon Gl. (2.37) , (2.70)
) 5
5
u u :
6o = / — (1 — —)dy = Impulsverlustdicke . (2.71)
us us
0

Da auflerhalb der Grenzschicht, d. h. fiir y > 6, (1 — u/us) verschwindet, kénnen die
oberen Grenzen auch bis y = h oder y — oo verschoben werden. Es folgt der Impulssatz
der Grenzschicht nach von Karman

d du Tw
iz (’U%(SQ) + 51U5d—; = 7 . (2.72)

Die drei Terme in Gl. (2.72) bedeuten
e die Anderung der Tragheitskraft in Stromungsrichtung,
e die Anderung der Druckkraft in Stromungsrichtung und
e die Wandschubspannung.

Héaufig wird der Impulssatz der Grenzschicht in ausdifferenzierter Form angegeben. Es ist
dann (' = d/dx)

! 61 T,
§ 46,20 (9 L) = Tw 9.
2 + 2U5 ( + 62) pug ( 73)

Damit sind die beiden Integralgrofien 6; und 69 sowie die Wandschubspannung 7,, unbe-
kannt. Es ist mit Gl. (2.62) 7, = 7, (A, ). Ebenso folgen 61 = 61(A,§) und 65 = 62(A, 6),
denn auf Grund der Definitionen (2.70) und (2.71) sowie mit dem Geschwindigkeitsansatz

(2.61) wird
u 3 A
=90 (1_U_5> dC—é(E—l—QO) : (2.74)

u u 37 A A2
— (1 —— ) d¢=$6 — — . 2.
s ( w) ¢ (315 945 9072) (275)

Damit stehen zur Ermittlung der beiden Unbekannten A(x) und 6(x) zwei Gleichungen
zur Verfligung, die aus der Wandbindungsgleichung folgende Beziehung (2.59) und der
Impulssatz der Grenzschicht (2.73). Sie seien noch einmal im Zusammenhang angegeben:

! <2
A= U (2.76)
1%
4 ) T
§ 46y (o4 ) = Tw 277
o (245 = 2o 2.77)
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Bild 2.13 :
Zur Grenzschichtrechnung auf der Oberseite
eines Tragflugelprofils

Im allgemeinen miissen beide Gleichungen numerisch integriert werden. Dies kann mit
Standard-Verfahren wie dem Runge-Kutta-Verfahren geschehen. Dabei miissen die An-
fangswerte 6(xg) und A(zp) an einer Stelle x = zy gegeben sein. In Bild 2.13 ist dies fiir
das Beispiel der Grenzschichtrechnung um ein Tragfliigelprofil skizziert.

Fiir den Staupunkt kann von der exakten Losung der Grenzschicht-Gleichungen aus-
gegangen werden. Es ist us = ax im Bereich des Staupunktes nach Gl.(2.49), d. h. es ist
m = 1 in Gl. (2.46). Hierzu gehort der Pohlhausen-Parameter A = 7,052, fiir den das Ge-
schwindigkeitsprofil in Bild 2.11 mit eingezeichnet wurde. Integralverfahren liefern Fehler
in der Groflenordnung von 10% oder kleiner. Der Fehler ist nicht darin begriindet, dafl
etwa die Integralbedingung fiir den Impuls ungenau wéare. Er liegt einzig und allein in dem
nicht exakten Ansatz fiir das Geschwindigkeitsprofil. Das Integralverfahren nach Pohlhau-
sen und von Karmén hat sich als aulerordentlich schlagkréaftig und erfolgreich erwiesen.
Es ist bei meist befriedigender Genauigkeit vergleichsweise einfach in der Anwendung.

3. Turbulente Stromungsgrenzschichten

Schlégt man géngige Lehrbiicher auf, so wird man feststellen, dafl den laminaren Stromun-
gen in der Regel ein breiterer Raum gewidmet ist als den turbulenten Stromungen. Zur
Erklarung fiir diesen offenkundigen Widerspruch kénnen folgende Griinde genannt werden:

e Laminare Stromungen sind einfacher zu behandeln und zu verstehen. Das Gleichungs-
system ist bekannt, und es kann fiir nahezu alle auftretenden Probleme zumindest
numerisch gelost werden.

e Bei der Vorausberechnung turbulenter Stromungen wird der Bereich “gesicherter Glei-
chungen” verlassen, wir begeben uns auf das Gebiet rein empirischer oder halbempi-
rischer Ansétze; hinzu kommen Erfahrung und Intuition.

e Es steht aufler Frage, dafl man in der Lehre zunéchst die laminaren Stromungen be-
handelt, da an ihnen sehr viel einfacher grundlegende Eigenschaften erlautert werden
konnen. Fiir die turbulenten Stromungen bleibt oft kaum Zeit.

e Haufig hort man folgenden Vorwurf: Was soll die Beschaftigung mit der statistischen
Turbulenztheorie oder komplizierten und ungesicherten Schliefungsannahmen, wenn
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man fiir praktische Zwecke weitgehend rein empirische Beziehungen verwendet? Dieser
Vorwurf ist richtig (weil er leider oft zutrifft) und falsch zugleich. Er ist falsch, weil nur
eine gute Kenntnis turbulenter Vorgénge den Benutzer vor einer falschen Anwendung
einer (oft ungesicherten!) empirischen Beziehung schiitzt und weil wir uns mit diesem
unbefriedigenden Zustand nicht abfinden sollen.

Es ist eines der Anliegen dieser Vorlesung, die turbulenten Grenzschichten nicht als An-
hangsel zu betrachten, sondern ihnen den gebiithrenden Raum zu geben.

3.1 Einfiihrung in die Theorie turbulenter Stromungen

Im Jahre 1883 hat Osborne Reynolds mit seinem berithmten Farbfadenversuch gezeigt,
dafl die laminare Rohrstromung oberhalb einer kritischen Grenze in eine turbulente Rohr-
stromung umschlagt. Diese kritische Grenze wird durch die nach ihm benannte Reynolds-
Zahl

Re = , D = Rohrdurchmesser, wu,, = mittlere Durchfluigeschwindigkeit

bezeichnet. Er ermittelte aus Experimenten den Umschlag bei Reyg¢ ~ 2300. Schon
Reynolds auflerte die Vermutung, dafl es sich bei der Turbulenz um ein Stabilitatsproblem
handelt. Das bedeutet, dal die Losungen der Navier-Stokesschen Gleichungen nur unter-
halb der kritischen Grenze Rey,iy vom Experiment bestatigt werden. Fiir Re > Rey,i; wird
die laminare Stromung instabil und schlagt in die turbulente Stromung um.

Fiir die Entstehung der Turbulenz sind zwei Fragen von zentraler Bedeutung:

e Wie entsteht die Turbulenz aus einer anfénglich laminaren Stromung? Dies ist das
angesprochene Stabilitatsproblem, der laminar-turbulente Ubergang, den wir im fol-
genden Abschnitt diskutieren werden.

e Wie entsteht die Turbulenz in einer bereits turbulenten Stromung? Warum bleibt
eine turbulente Stromung turbulent? Hierbei wird die Frage der Produktion von
Turbulenz angesprochen. Die Behandlung dieses Problems ist das Kernstiick bei der
Vorausberechnung vollturbulenter Stromungen. Wir werden darauf intensiv eingehen.

Turbulente Stromungen sind stets instationér, dreidimensional, wirbelbehaftet und rein
zuféllig (stochastisch). Aus dem Experiment wissen wir, dafl der Ubergang von der lami-
naren zur turbulenten Stromungsform verbunden ist

e mit einer Zunahme des Druckverlustes bzw. des Reibungswiderstandes und
e mit einer Zunahme der Grenzschichtdicke.

Ursache dafiir ist die turbulente Diffusion. Durch intensive makroskopische Schwankungs-
bewegungen wird das turbulente Geschwindigkeitsprofil dicker als im laminaren Fall.

Samtliche Variablen in einer turbulenten Stromung sind vom Ort z,y, z und der Zeit
t abhingig. In diesem Kapitel beschrinken wir uns wie in Kapitel 2 auf inkompressi-
ble Einkomponentenfluide, die Unbekannten sind dann w,v,w,p = f(x,y, z,t). Wir stel-
len uns nun vor, mit einem sehr empfindlichen Mefigerat (Hitzdraht-Anemometer, Laser-
Doppler-Anemometer) sei z. B. die Geschwindigkeitskomponente u in einer vollturbulenten
Stromung an einem festen Punkt als Funktion der Zeit gemessen (Bild 3.1).

Wir unterscheiden hierbei zwei Falle:

e die Stromung ist im Mittel stationér (statistisch stationér),
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A u=u+u

Geschwindigkeits- u /\/\
kpmponente han '\/\ A I uim Mittel stationar
einem festen V\/ \,\] \/

Punkt

im Mittel instationar

- /cit
Bild 3.1: Geschwindigkeitsschrieb (der Komponente u) an einem festen Punkt

e die Stromung ist im Mittel instationédr (statistisch instationér).

Nach Reynolds ist fiir im Mittel stationére Stromungen die folgende Aufspaltung iiblich:

u(z,y, z,t) = u(x,y, z) + u'(z,y, 2, t)
Momentanwert = zeitlicher Mittelwert + Schwankungswert (3.2)
Dabei ist der zeitliche Mittelwert definiert durch
t+At
u(x,y,z) = é / u(z,y, z,t)dt . (3.3)

t

Hierbei mufl das Zeitintervall At, iiber das integriert wird, hinreichend grof3 sein. Bei im
Mittel instationdren turbulenten Stromungen muf} eine andere Mittelwertbildung vorge-
nommen werden. So bildet man dort einen Ensemble-Mittelwert, das ist eine Mittelung
iiber eine grofle Zahl von gleichen Experimenten, die alle unter gleichen Anfangs- und
Randbedingungen durchgefiihrt werden. In dieser Vorlesung wollen wir uns nur mit dem
praktisch wichtigen Fall der im Mittel stationdren Stromungen befassen.
Aufgrund der Definition (3.3) ist der zeitliche Mittelwert einer Schwankungsgrofie stets
Null, d. h.
w =0, v =0, w =0, P =0. (3.4)

Von Null verschieden sind jedoch Mittelwerte der Quadrate von Schwankungsgrofien oder
auch (i. allg.) der Produkte verschiedener Schwankungsgroen. Man bezeichnet die Grofie

Y P (35
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als Intensitat oder r.m.s.-Wert und

R T
k= 51}92 =3 <u'2 + 02+ w’2> (3.5)2

als kinetische Energie der Turbulenz oder kurz Turbulenzenergie. Die Abkiirzung r.m.s.
bedeutet root-mean square (quadratischer Mittelwert). Weiter nennt man die relative
Intensitat

v 12

- (3.6)

7

W=

Tu =

S

den Turbulenzgrad. Vereinfachend setzt man oft Tu = \/u_i’2 /u, wobei u die gemittelte
Komponente in Stromungsrichtung darstellt.

Als grober Anhaltspunkt kann gelten: Der Turbulenzgrad ist etwa 1% hinter einem
Turbulenzgitter, etwa 10% in der Nahe einer festen Wand und > 10% in einem turbulenten
Freistrahl oder Nachlauf.

Folgende Einteilung turbulenter Stromungsformen ist tiblich:

e I[sotrope Turbulenz: Alle statistischen Eigenschaften sind symmetrisch (W =02 =
W), invariant bei Rotation und Spiegelung des Koordinatensystems an beliebigen
Flachen. Bei dieser einfachsten Turbulenzform liegt eine ideale Unordnung vor; es ist
naheliegend, daf} hierfiir die meisten Ergebnisse aus der statistischen Turbulenztheorie
existieren. Die turbulente Stromung hinter einem Turbulenzgitter ist nahezu isotrop.

e Homogene Turbulenz: Alle statistischen Eigenschaften héngen nicht vom Ort ab, sie
sind translationsinvariant.

e Anisotrope oder Scherturbulenz: Fir die praktische Anwendung ist nur dieser Nor-
malfall einer turbulenten Stromung von Interesse. Er liegt bei allen Grenzschicht-,
Freistrahl-, Nachlauf-, Rohrstromungen usw. vor. Ungliicklicherweise ist dieser fiir die
Anwendung wichtigste Fall mit Abstand am schwierigsten theoretisch zu behandeln.
Man ist weitgehend auf halbempirische Ansétze angewiesen.

Es ist in dieser Klassifizierung schon angeklungen, dafl auf zwei Wegen die Erfassung und
Behandlung turbulenter Strémungen versucht wird:

e Statistische Turbulenztheorie: Diese wurde im wesentlichen durch Arbeiten von Sir
G.I. Taylor in den Jahren 1935 bis 1938 begriindet. Ihr Ziel ist die Untersuchung der
turbulenten Nebenbewegung in allen statistisch erfaf8baren Eigenschaften, um daraus
die zeitlichen Mittelwerte der Stromung angeben zu konnen.

e Halbempirische Turbulenztheorien: Mit Hilfe hypothetischer Ansatze, z. B. fiir die
scheinbare turbulente Schubspannung in Abhéangigkeit von der zeitlich gemittelten Ge-
schwindigkeit, wird jene direkt bestimmt. Als Ausgangspunkt dieser “Schliefungsan-
nahmen” ist der Mischungswegansatz von L. Prandtl aus dem Jahre 1925 anzusehen.
Ziel dieser Uberlegungen ist es, moglichst allgemeingiiltige Ansétze zu formulieren.

Die statistische Turbulenztheorie hat grofie Erfolge bei der Behandlung isotroper und teil-
weise auch homogener Turbulenz aufzuweisen, sie ist jedoch bisher wenig erfolgreich bei
der Behandlung der Scherturbulenz. Wir werden uns in Abschnitt 3.5 mit einigen zentra-
len Begriffen aus diesem Gebiet kurz beschaftigen, weil dadurch das Verstehen turbulenter
Vorgange wesentlich gefordert wird.
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Bild 3.2: Stabilitatskarte nach Tollmien fur die ebene Plattengrenzschicht

Die halbempirischen Theorien stellen nach dem derzeitigen Wissensstand die einzig
brauchbare Moglichkeit dar, fiir Ingenieurzwecke turbulente Stromungen einschliefllich des
Warme- und Stoffaustausches zu berechnen. Wir werden darauf ausfiihrlicher eingehen.

3.2 Hydrodynamische Stabilitat und laminar-turbulenter Umschlag

Vor etwa 100 Jahren sprach Reynolds die Vermutung aus, dafl es sich bei der Turbulenz
um ein Stabilitdatsproblem handelt. Es dauerte bis zum Jahr 1929, in dem Tollmien die
erste erfolgreich durchgefiihrte Stabilitatsrechnung vorlegte. Er untersuchte die ebene Plat-
tenstromung, also die Stabilitdt des Blasius-Profils (Abschnitt 2.2). Dabei fithrte er eine
zweidimensionale Stromungsrechnung durch. Wir wollen das Vorgehen kurz skizzieren.

Der stationdren Grundlésung v;, p wird eine instationére Storung v}, p" iiberlagert.
Die gestorte Stromung v; + v}, p + p' befriedigt wieder die Kontinuitdts-Gleichung, die
Navier-Stokessche Gleichung sowie die Randbedingungen. Die Storung wird als klein an-
genommen; die Storungsdifferentialgleichung, die Orr-Sommerfeld-Gleichung, kann dann
linearisiert werden. Wachsen die Storungen mit der Zeit an, so ist die Grundlésung insta-
bil. Klingen dagegen die aufgebrachten Storungen mit der Zeit ab, so ist die Grundlosung
stabil. Physikalisch bedeutet dies, da} die ddmpfende Wirkung der Viskositat grofi genug
(oder zu gering) ist, um das Anwachsen der Stérungen (nicht) zu verhindern. Bild 3.2
zeigt in einer Stabilitatskarte das Ergebnis der Rechnungen von Tollmien.

Dabei bedeuten 6; = Verdrangungsdicke, a = 27/A = Wellenzahl und A = Wel-
lenlange der Storung. Ein merkwiirdiges Resultat der Rechnung ist, dafl nur ein schmaler
Bereich von Storungswellenldngen fiir die Laminarstromung gefahrlich ist. Wellen zu lan-
ger oder zu kurzer Wellenlange werden gedampft. In der Praxis ist jedoch immer ein
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Bild 3.3: Zum laminar-turbulenten Umschlag

Spektrum von Stérungswellenldngen (Gerdusche, Vibrationen) vorhanden. Unterhalb ei-
ner bestimmten Grenze, Indifferenzpunkt genannt, ist die Stromung immer laminar. Die
Rechnungen von Tollmien ergaben:

(Res, )indifr, © 420 bzw. wegen & ~x

(3.7)
<Rex)indiff. ~6- 104 .

Im Experiment wird der laminar-turbulente Umschlag der ebenen Plattenstromung zu
Re, ~ 3+5-10° ermittelt. Dieser Unterschied liegt darin, da man zwischen der méglichen
Anfachung (dem Indifferenzpunkt) und dem tatséchlichen Umschlag unterscheiden mu$.
Man spricht von einem Ubergangsbereich, vgl. hierzu Bild 3.3 weiter unten. Bei besonders
storungsfreien Bedingungen kann eine Laminarstromung bis zu Reynolds-Zahlen von etwa
10% aufrecht erhalten werden. Derartige metastabile Zusténde sind auch aus anderen Berei-
chen der Physik bekannt. So kann man besonders keimfreies Wasser unter 0°C abkiihlen,
ohne daf} es gefriert. Die geringste Storung (Keim) 148t es jedoch plotzlich erstarren.

Die Rechnungen von Tollmien wurden von Schlichting in den Jahren 1932 bis 1935
auf Grenzschichtstromungen mit Druckgradient erweitert. Dabei legte Schlichting die
dhnlichen Losungen von Hartree (Abschnitt 2.2) zugrunde. Als Fazit ergab sich, daf
beschleunigte Stromungen stabiler sind als verzogerte Stromungen. Dies hangt damit zu-
sammen, dafl die Geschwindigkeitsprofile in beschleunigten Strémungen volliger sind als
in verzogerten Stromungen, siehe hierzu Bild 2.8.

Squire hat 1933 gezeigt, dafl die Beschrinkung auf ebene Storungen zulassig ist, da
in einer ebenen inkompressiblen Stromung dreidimensionale Storungen erst bei hoheren
Reynolds-Zahlen zur Instabilitat fiithren.

Die theoretischen Ergebnisse von Tollmien konnten erst 1943 von Schubauer und
Skramstad experimentell bestatigt werden. Durch ein diinnes Metallband wurden dabei
in der Plattengrenzschicht (elektromagnetisch angeregte) Schwingungen unterschiedlicher
Wellenzahlen erzeugt. Deren Auswirkungen wurden mit dem Hitzdraht gemessen.

Auch in einer vollturbulenten Stromung werden in unmittelbarer Nahe fester Be-
randungen die turbulenten Schwankungsbewegungen durch die Wirkung der Viskositat
gedampft. Dieser Bereich wird laminare oder besser viskose Unterschicht genannt, in die-
ser Schicht iberwiegt die Wirkung der molekularen Viskositat gegeniiber der scheinbaren
turbulenten Viskositat. Bild 3.3 soll dies verdeutlichen.
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Die bisher diskutierte zweidimensionale Instabilitdt wird als Tollmien-Schlichting-
Instabilitat bezeichnet. Im Gegensatz dazu wird bei Grenzschichtstromungen an gekriimm-
ten Wanden die dreidimensionale Taylor-Gortler-Instabilitiat wirksam. Diese Bezeichnung
geht auf Untersuchungen von Taylor im Jahre 1923 und von Gortler im Jahre 1940 zurtick.
Taylorwirbel stellen sich in einem Ringspalt zwischen zwei konzentrischen, mit unter-
schiedlicher Winkelgeschwindigkeit rotierenden Zylindern ein, sobald eine kritische Grenze
iiberschritten wird. Damit verwandt sind die Gortlerwirbel, die in einer laminaren Grenz-
schicht entlang einer konkav gekriimmten Wand auftreten konnen.

3.3 Die Reynoldsschen Gleichungen

Zu Beginn wollen wir kurz die Frage diskutieren, ob in turbulenten Strémungen mogli-
cherweise die Voraussetzungen der Kontinuumstheorie verletzt sind. Man kann sich die
Turbulenz als eine Uberlagerung von Wirbeln (“eddies”) unterschiedlicher GroBe und Fre-
quenz vorstellen. In realen viskosen Fluiden gibt es aufgrund der Dissipation eine untere
Wirbelgrofle. Zu dieser statistisch unteren Grenze fiir die Wirbelgrofle gehort ein minimaler
Langenmafistab und korrespondierend dazu eine maximale Frequenz der Schwankungen.

Experimente zeigen, dafl der kleinste Langenmafstab bzw. die untere Wirbelgrofle in
der Groflenordnung von 0,1 bis 1 mm liegen. Demgegeniiber ist die mittlere freie Weglange
zwischen Molekiilen in Luft mit ca. 10~* mm bei Normalbedingungen um Gréfenordnun-
gen kleiner. Die turbulenten Schwankungsgeschwindigkeiten liegen bei etwa 10% der mitt-
leren Geschwindigkeit, sagen wir, um Werte zu nennen, bei etwa 1 bis 10 m/s. Die mitt-
lere Geschwindigkeit der Molekiile liegt mit ca. 500 m/s fiir Luft bei Normalbedingungen
um Groflenordnungen dartiiber. Die turbulenten Frequenzen variieren zwischen etwa 1 und
10000s~ !, wihrend die Frequenzen der Molekiilzusammenstofe fiir Luft bei etwa 5-10%s~!
liegen. Der Groflenbereich der Turbulenz liegt also geniigend weit oberhalb molekularer
Groflenordnungen. Damit ist deutlich, daf3 die Bilanzgleichungen der Kontinuumstheorie
auch die Basis fiir die Beschreibung turbulenter Austauschvorgiange darstellen.

Freilich miissen diese Bilanzgleichungen aufgrund des dreidimensionalen und insta-
tiondren Charakters turbulenter Bewegungen fiir eben diesen Fall angeschrieben werden.
Wir betrachten in diesem Kapitel ausschliefllich inkompressible Einkomponentenfluide und
vernachlassigen die Volumenkrafte. Also liegt folgendes Gleichungssystem vor:

—gzz =0 (3.8)
an 81)]' 1 ap 821)]' .
ot + Uk oxy, p O0x; v 833% Y 2:3) (3.9)

Diese beiden Gleichungen unterscheiden sich durch den instationdren Term 0dv;/0t und
dadurch, dafl j bis 3 gezéhlt wird von dem Gleichungssystem (2.1)—(2.3). Dabei wird
iiber doppelt auftretende Indizes summiert. Die Gleichungen gelten fiir laminare und
turbulente Stromungen gleichermaflen. Es liegen vier Gleichungen fiir die vier Unbe-
kannten vy, ve,v3,p = f(x1,z2,x3,t) vor. Diese Bilanzgleichungen fiir die Momentan-
werte sind prinzipiell 16sbar. Bei einer numerischen Lésung miifite jedoch das Gitternetz
extrem feinmaschig angelegt sein, damit auch die kleinsten turbulenten Schwankungen
erfafit werden. Es ist jedoch einleuchtend, dafl eine numerische Losung des Gleichungssy-
stems fiir die zeitabhangigen Momentanwerte bestenfalls von akademischem Interesse sein
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kann und keinerlei Bedeutung fiir die Ingenieurpraxis hat. Von Ausnahmeféllen abgesehen
(z. B. Stromungsakustik, Auswirkungen von Druckschwankungen auf Bauteile) interessiert
sich der Ingenieur in der Regel nur fiir die zeitlichen Mittelwerte turbulenter Stromungen,
da aus ihnen die fiir die Praxis wichtigen Fragen nach dem Druckverlust bzw. dem Rei-
bungswiderstand beantwortet werden konnen.

Die Bilanzgleichungen fiir die zeitlichen Mittelwerte werden als Reynoldssche Glei-
chungen bezeichnet. Wir gewinnen sie aus den Bilanzgleichungen fiir die Momentanwerte,
indem wir die Momentanwerte dem Vorschlag von Reynolds folgend gemé Gl. (3.2) in
Mittel- und Schwankungswerte zerlegen und anschlieend zeitlich mitteln. Wir setzen also
in die Gln. (3.8) und (3.9) ein:

) (3.10)
p(xk,t) = plax) + 9 (k. t)
Es folgt aus Gl. (3.8)
o , 0vg (%;
8l'k (vk + Uk) a.CL’k 6.CL’I€
Nach zeitlicher Mittelung verbleibt
0y,
—=0. 3.11
. (3.11)

Die Kontinuitétsgleichung (3.8) gilt somit in gleicher Weise fiir die Momentanwerte wie
fiir die zeitlichen Mittelwerte. Damit gilt sie auch fiir die Schwankungswerte

/
vy,

=0. 12
9o 0 (3.12)

Dies ist grundsatzlich anders als bei den Navier-Stokesschen Gleichungen; hier sind auf-
grund der nichtlinearen konvektiven Terme turbulente Zusatzglieder zu erwarten. Der
konvektive Term in Gl. (3.9) lautet mit Gl. (3.8)

ov; 0 _ _ o _
Uka—xi = a—xk(”"’”j) = 8—m[(vk + ) (T +0))] = a—xk(vkvj + TRV, 4 0} T5 + v v))

Nach zeitlicher Mittelung verbleibt

do; 0 . _ .0 ——
Uka—gjk = a—wk(vl{l}]) + 8—xk(vk’l}]) . (313)

Somit liefern die nichtlinearen Terme der Bilanzgleichungen turbulente Zusatzglieder. Da-
mit geht Gl (3.9) nach zeitlicher Mittelung iiber in

o _ _ _1aﬁ+a2@_a

8—:vk<vkvj) = (k%) -

;890]- v 833% axk;

Hierbei haben wir eine im Mittel stationare Stromung angenommen. Das von dem konvek-
tiven Term herriihrende Zusatzglied wird iiblicherweise auf die rechte Seite der Gleichung
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Bild 3.4:
Zur Deutung der Reynoldsschen Normal- (a) und Tangentialspannungen (b)

geschrieben, mit dessen Deutung befassen wir uns weiter unten. Obige Beziehung schreiben
wir bei Beachtung von Gl. (3.11) in der Form

_ 0v; 1 0p 0 v; ——
- _ - — . .14
Uk oxy p Ox; + oxy (V Uk (3.14)

Das ist die Bewegungsgleichung fiir den zeitlichen Mittelwert der Geschwindigkeit. Man
nennt

(Tjk)bur = —pU3,05 (3.15)

den turbulenten oder scheinbaren oder Reynoldsschen Spannungstensor. Zur Unterschei-
dung dazu ist

. 6@ 0vy,
(T]kg)mol = U (8{L‘k + 81']) (316)

der molekulare Spannungstensor. Man beachte, dafl bei der Differentation 9/0x) wegen
Gl. (3.11) der zweite Summand entfillt. Wir schreiben den Reynoldsschen Spannungsten-
sor in der Matrixform aus:

(Tik)our = —p | Vho] 02 whoh | - (3.17)
Die Elemente der Hauptdiagonalen (j = k) stellen turbulente Normalspannungen dar, die
Elemente j # k lassen sich als turbulente Tangentialspannungen deuten (Bild 3.4).

Legen wir ein Flachenelement dA in die y,z-Ebene (Bild 3.4 (a)), so tritt durch dA der
Massenstrom pudA und damit der Impulsstrom pu?dA. Davon bilden wir den zeitlichen
Mittelwert o o

pu2dA = p(u + v/ )2dA = p(T® + u/2)dA . (3.18)
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Der erste Anteil ist ein Impulsstrom aus der zeitlich gemittelten Bewegung und der zweite
Anteil ein Impulsstrom aus der Schwankungsbewegung. Bezogen auf die Flache dA 148t
dieser sich als scheinbare Normalspannung pu/2 deuten.

Durch die in der z,z-Ebene (Bild 3.4 (b)) liegende Fléche dA tritt der Massenstrom
pvdA. Die z-Komponente der Geschwindigkeit ist u, so dal der durch dA transportierte
z-Impulsstrom puvdA ist. Nach zeitlicher Mittelung folgt

puwdA = p(u + ) (0 + v')dA = p(uv + w'v')dA . (3.19)

Lassen wir die Stromungsrichtung mit der z-Achse zusammenfallen (v = 0), so verbleibt
mit pu/v’dA nur der Impulsstrom aus den Schwankungsbewegungen. Bezogen auf die
Flache dA ist dies eine Reynoldssche Tangentialspannung pu/v’.

Es ist wichtig zu vermerken, daf3 die zusatzlichen Reynoldsschen Spannungen nur in
Bezug auf die zeitlich gemittelte Bewegung registriert werden. Die Bewegungsgleichung
(3.9) fiir die Momentanwerte enthélt selbstversténdlich keinen turbulenten Zusatzterm.

Mit dem Vorzeichen des Reynoldsschen Spannungstensors werden wir uns in Abschnitt
3.9 beschaftigen. Wir werden dort sehen, dafl der Reynoldssche Spannungstensor positiv
ist. Von den 9 Komponenten sind wegen uw/v’ = v/+/ usw. nur 6 Komponenten vonein-
ander unabhéangig. In zweidimensionalen Grenzschichtstromungen verbleibt von diesen 6
Komponenten nur w'v’, siche Abschnitt 3.6.

In diesem Abschnitt ist das Turbulenzproblem deutlich geworden. Es besteht darin,
den Reynoldsschen Spannungstensor mit Hilfe geeigneter Turbulenzmodelle zu verkniipfen.
Dies ist bislang nur auf der Basis halbempirischer Ansétze moglich, derartige SchlieBungs-
annahmen werden uns ausfiihrlich beschéftigen (Abschnitte 3.9 und 3.10).

Wir haben bisher die Frage unterdriickt, warum die Reynoldsschen Tangentialspan-
nungen von Null verschieden sind. Einleuchtend ist, daf§ die Reynoldsschen Normal-
spannungen u'2,v'2, w2 # 0 sind, da durch die Quadrierung des Signals die negativen
Aste “nach oben” geklappt werden (Bild 3.1). Aber warum ist eigentlich w/v/ # 07
Tatséchlich verschwinden bei isotroper Turbulenz die Reynoldsschen Tangentialspannun-
gen, samtliche Schwankungskomponenten sind statistisch gesehen gleich und somit un-
abhéingig voneinander. Bei der anisotropen Scherturbulenz besteht jedoch ein mehr oder
weniger starker (rdumlicher und zeitlicher) Zusammenhang zwischen den verschiedenen
Schwankungsgroflen. Man spricht von Korrelationen, dieser Begriff spielt fiir das Ver-
standnis der Turbulenz eine sehr wichtige Rolle.

Zuvor wenden wir uns dem Problem zu, fiir den unbekannten Reynoldsschen Span-
nungstensor eine Bilanzgleichung zu formulieren. Derartige Bilanzgleichungen, die Trans-
portgleichungen genannt werden, bilden die Grundlage fiir neuere Schliefungsannahmen
(Abschnitt 3.10).
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3.4 Transportgleichungen
Subtrahiert man Gl. (3.14) von Gl. (3.9), so ergibt sich die Gleichung fiir v;

81} ov’; ov; o', 1 0p' 0 o Cp—
J y 9U; r Y%y 4
( ot oz T o +Uk8a:k) = 0z, | Ban (Vﬁxk v ”k) - (320)

Multipliziert man diese Gleichung mit v; und die entsprechende Gleichung fiir v; mit v;
und addiert, so ergibt sich

ovjv; . O3 . , 0U; iy , OU; L9 a ,,,,
5 T Uk 3k; kza kjgxk . (v vf7) o
— — 3.21
SR (VYT AR WY Vi A ) WAL L ST
p 18 ; IO, O3 T 03 b Oxy, 7 Oz

Dies ist eine Bilanzgleichung fiir den Reynoldsschen Spannungstensor v v}. Die viskosen
Terme auf der rechten Seite lassen sich umformen

82'+U,32v;_ 0 (,0u\ _,0u 0v; L0 (0
Yi ox? J oz Oy COxy Oxk 8:13'k Oz, \ 7 0xy,

3.22
62 ( . /) 5 OV; 8/0 87} ( )
= —— (VU — .
oaz V' oxy, 3$k
Die Aufspaltung der Druckterme ergibt
ap + o ,ap/ 0 (//) 8UI+ 9 (/ /) /aU;
= — V. — -7
Z8:)3] T0x;  Oxj 4 Or;  Ox; iP p 0x;
o, OV} a .,
- Ok ivh + 605 ) | .
(8333 * 61’1’) * Oz, ' (B By
Mit diesen Beziehungen lautet die Bilanzgleichung fiir v U nach der Zeitmittelung
a a 77 ﬁa@j 8'01 8U av
el ) — ey 2T — 9
ot ( ) Uk g, o0x . (UZ%) ?’Uk oxy, v Uy 89013 39% (%ck
L K P DS
(3.23)
p ([ ov;  0Y O ( === 0 ( 7 /> z
p- i g (_ o) — (650 + S0
+ ) <6xj 8:1:2 + (%:k VUV, +V83:k V;V; P ( kjU; + Ok UJ)
DSK DF
Die einzelnen Terme konnen dabei folgendermaflen gedeutet werden:
L — lokale Anderung (= 0 fiir statistisch stationére Strémungen)
K — konvektive Anderung
P = Produktion, gebildet als Produkt aus dem Reynoldsschen Spannungstensor
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und dem Gradienten der zeitlich gemittelten Geschwindigkeit

DS = Dissipation (dieser Term enthélt neben Anteilen der Dissipation noch weitere
Anteile, die eigentliche turbulente Dissipation werden wir in der
Transportgleichung fiir die Turbulenzenergie kennenlernen)

DSK = Druck-Scher-Korrelation, diese tragt ahnlich wie die Diffusion zur
Umverteilung bei

DF = Diffusion, darin werden die Terme erfafit, die sich unter ein Divergenzzeichen
schreiben lassen

Der Produktionsterm spielt eine entscheidende Rolle. Er ist fiir das Erzeugen der
Turbulenz verantwortlich. Offenbar kann nur in Stromungen mit Gradienten der zeitlich
gemittelten Geschwindigkeit, also in Scherstromungen, die Turbulenz aufrecht erhalten
werden. Der Geschwindigkeitsgradient ist der Motor der Turbulenz. Die dafiir erforderliche
Energie wird der Hauptbewegung entzogen. Wir werden im néchsten Abschnitt unter dem
Stichwort Energiekaskade in anschaulicher Weise darauf zuriickkommen.

Einen wichtigen Sonderfall der Transportgleichung (3.23) gewinnt man formal durch

Kontraktion, d. h. man setzt i = j. Aus vjv} folgt fiir ¢ = j der Ausdruck vjv} = v§.2, den

wir in Gl. (3.5) als Turbulenzenergie kennengelernt haben:

_ 1 1
k= v = 3 <u’2 + 02 + w’2> : k= 51;;2 : (3.24)

Fiir i = j geht Gl. (3.23) in eine Transportgleichung fiir die Turbulenzenergie k iiber:

ot " Pox, I Fox,
~N =
L K P DS
S _ (3.25)
5 N, 0k 0 [
DF

Dabei ist zwischen dem momentanen Wert k& und dem Mittelwert k& unterschieden und von
der Umformung

(%9 81}3 _ av;- 81}} N vy, B H? (W)
8xk 8xk 8a:k 8£Ck 8:(;j 8$j 8xk J

Gebrauch gemacht worden. Dadurch erscheint ein Teil der zuvor als Dissipation bezeich-
neten Grofle hier im Diffusionsterm, denn nur die Grofle

ov’. [/ o', o'’
_ j j k
~ Yoz <8xk * a'nj) (3:26)

]
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wird als turbulente Dissipation bezeichnet. Diese Bezeichnung stiitzt sich auf die Dissipa-
tionsfunktion in der Energiegleichung, die fiir konstante Stoffwerte

an 81)]' (8vj 4 8vk>

Tjk@xk - Mawk 8:6’k 856‘]'

gegeben ist. Nach zeitlicher Mittelung folgt

8’Uj _ 863‘ 853' 8@]6 87}; 62}; 81};6
TJk@xk N M(?:I:k (8:1:k + &vj) + M@xk ozy, + ox; ) (3.27)

Der erste Anteil der Dissipationsfunktion wird als direkte Dissipation bezeichnet; in dem
zweiten Anteil erkennen wir die durch GI. (3.26) definierte turbulente Dissipation pg, auch
indirekte Dissipation genannt.

Die Transportgleichung (3.25) fiir die Turbulenzenergie wird in &hnlicher Weise gedeu-
tet wie die Transportgleichung (3.23): Die lokale und konvektive Anderung von k ist gleich
der Produktion + Dissipation + Diffusion von k. Die experimentell schwer zu erfassende
Druck-Scher-Korrelation in Gl. (3.23) tritt in Gl. (3.25) nicht auf.

Transportgleichungen der hier besprochenen Art spielen bei der Entwicklung moder-
ner halbempirischer Berechnungsmethoden eine zentrale Rolle. So beschreibt GI. (3.23)
die lokale und konvektive Anderung des unbekannten Reynoldsschen Spannungstensors.
Das SchlieBungsproblem 148t sich auf diesem Weg jedoch nicht 16sen, da die Transport-
gleichungen ihrerseits neue unbekannte Korrelationsfunktionen enthalten. Fiir jede dieser
unbekannten Korrelationsfunktionen 148t sich wiederum eine Transportgleichung herleiten,
die jedoch erneut neue unbekannte Korrelationen enthalt. Die Ordnung dieser Tensoren
wird jeweils um Eins erhéht. So erhélt die Transportgleichung (3.23) eine Trippelkorrela-
tion vgv; v}, also einen Tensor dritter Stufe. Eine Bilanzgleichung dafiir wiirde einen Tensor
vierter Stufe enthalten.

Fazit: Das Schliefungsproblem 14t sich derart nicht l6sen. Es existieren immer mehr
Unbekannte als Gleichungen zur Verfiigung stehen. Der einzig gangbare Weg fiihrt iiber
halbempirische SchlieBungsannahmen.
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Bild 3.5: Turbulente Nachstromung hinter einem quer angestromten Zylinder

3.5 Turbulente Langenmafle und die Energiekaskade

In einer turbulenten Strémung treten Turbulenz- oder Wirbelelemente (auch Wir-
belballen genannt) sehr unterschiedlicher Grofle auf. Betrachtet man z. B. die Nach-
laufstromung hinter einem quer angestromten Zylinder, so erkennt man in unmittelbarer
Néhe hinter dem Zylinder grole Wirbelelemente, die aus der von Karmanschen Wirbel-
strale herriihren und von der Groflenordnung des Zylinderdurchmessers L sind. Diese
zerfallen anschliefend in kleinere Elemente, deren charakteristische Abmessungen stati-
stisch stark variieren: Thre Langen sind bei Stromungen mit grofien Reynolds-Zahlen iiber
mehrere Groflenordnungen verteilt. Man kann in einer turbulenten Stromung charakte-
ristische Langenmafle dadurch definieren, dafl man die Geschwindigkeiten gleichzeitig an
zwei verschiedenen Orten x und z 4 r miffit und das gemittelte Produkt der Geschwin-
digkeitsschwankung bestimmt. Normiert man diese Grofe, so erhalt man die Raum- oder
Zwei-Punkt-Korrelation

' (z, t)u' (z + r,t)

B \/u’2(:1:,t)\/u’2(x+7“,t) |

R(x,r) (3.28)

Wegen der Normierung wird diese Grofle bei r = 0 identisch Eins. Mit wachsendem r fallt
sie ab, um schliefflich fiir »r — oo gegen Null zu streben. Dabei sind auch Werte R < 0
moglich.

Der Begriff Korrelation wurde von Sir G.I. Taylor 1935 in die Turbulenztheorie ein-
gefithrt. Er ist ein MaB fiir die Ubereinstimmung zweier Signale und beschreibt damit, in
welchem Mafle sich die Turbulenzeigenschaften an zwei Orten wechselseitig beeinflussen.
Hétte man z. B. ein reines Sinussignal, das mit der mittleren Geschwindigkeit @ von x zu
x + 7 transportiert wird, so ergébe sich mit v'(z,t) = sinwt, v'(z +r,t) = v/ (z,w(t —r /7))
mit der Zeitmittelung

T
1
w(x,t)u'(z +r,t) = lim T /sinwtsin(w(t —r/u))dt

T—o0

0
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Bild 3.6: Zur Definition des Integrallangenmafles

die Raumkorrelation R = cosw(r/u), die bei r = 2mnu/w (n ganzzahlig, > 0) den Wert
1 und bei r = 27w(n + 1/2)u/w den Wert -1 annimmt. Im Fall eines turbulenten Signals
wird im allgemeinen eine auf Null monoton abfallende Korrelation gemessen. Ausgeprigte
negative Korrelationen mit Zwischenmaxima weisen auf geordnete Strukturen hin. (Der-
artige sogenannte “kohédrente Strukturen” sind in neuester Zeit Gegenstand zahlreicher
experimenteller Untersuchungen.)

Aus der Raumkorrelation lassen sich zwei turbulente Langenmafle ableiten, das Ma-
krolangenmaf} oder Integrallangenmafl A

A= | R(z,r)dr (3.29)
/

und das Mikrolangenmaf} A, definiert durch

1 1 (82}%)
B il . (3.30)
A2 2\ 0r? ), _,

Diese Groflen sind in Bild 3.6 schematisch dargestellt. Anschaulich ergibt sich A der-
art, daf die Flédchen oberhalb und unterhalb der Kurve R(r) in Bild 3.6 gerade gleich sind.
Das Mikrolangenmafl erhalt man aus dem Schnittpunkt der Parabel, die die Kriimmung
bei r = 0 anndhert, mit der Achse. Dabei charakterisiert das Makrolangenmafl diejenige
Lange, bei der die Geschwindigkeitsschwankungen im wesentlichen unkorreliert werden,
es entspricht damit der Gréfle der turbulenten Wirbelelemente. Spéater wird gezeigt wer-
den, daf sie gleichbedeutend mit dem Prandtlschen Mischungsweg ¢, ist. Somit stehen
neben der charakteristischen Abmessung L des Korpers bereits zwei weitere Langenmafle
zur Verfiigung. Daneben gibt es noch ein weiteres Langenmafl, die Kolmogorov-Lange
l. Sie beschreibt die charakteristische Lange der kleinsten Wirbel in der Stromung. Es
ist diejenige Lange, bei der die kinetische Energie der Turbulenz durch die Wirkung der
Zahigkeitskrafte in thermische Energie umgewandelt wird. Auf den Energiehaushalt bei
turbulenten Stromungen soll im folgenden eingegangen werden.

42



A.N. Kolmogorov hat (1941) die Vorstellung einer Energiekaskade fiir voll entwickelte
turbulente Stromungen eingefiithrt. Daraus konnte er ein sehr wichtiges, fiir beliebige tur-
bulente Stromungen universell giiltiges Gesetz, die sogenannten Ahnlichkeitshypothesen,
ableiten. Sie gelten unter der Annahme, dafl die Stromung lokal als homogen und isotrop
angesehen werden kann. Diese Annahme ist giiltig, wenn die Reynolds-Zahl sehr grof} ist.

Man geht nun davon aus, dal man sich die Turbulenzbewegung aus Elementen (Tur-
bulenzballen) vieler verschiedener Gréfienordnungen vorstellt. In die grofflen Turbulenzele-
mente der charakteristischen Lénge ¢; und der Geschwindigkeitsdifferenz u’ (Differenz von
u iiber die Lénge ¢;) wird von den auflen angreifenden Geschwindigkeitsgradienten Turbu-
lenzenergie eingespeist. Dabei ist ¢, von der Groflenordnung des integralen Langenmafles
A. Die pro Zeit- und Masseneinheit zugefiithrte Energie ist von der Gréflenordnung

£~ 0 (%) : (3.31)

Die Vorstellung einer Energiekaskade besteht nach Kolmogorov darin, dafl die grofien Ele-
mente diese Energie abbauen, indem sie sie auf die Turbulenzebene der nachst kleineren
Ordnung iibertragen; diese geben sie ihrerseits weiter und so fort. Mit immer kleiner wer-
denden Abmessungen wachsen die Zahigkeitskrafte, bis die Elemente so klein werden, dafl
sie die zugefithrte mechanische Energie in Warme dissipieren konnen. Diese kleinste Lange
von Turbulenzelementen wird als Kolmogorov-Lénge ¢; bezeichnet. Statt der Langenskalen
wird in der statistischen Turbulenztheorie der Kehrwert einer Lange, die Wellenzahl & ver-
wendet. Man spricht daher auch von der Energiekaskade im Wellenzahlraum.

Die drei wesentlichen Annahmen von Kolmogorov (1941) sind:

e Es gibt einen stationidren Energietransport in Form einer Energiekaskade von groflen
zu kleinen Léngenskalen (d. h. von kleinen zu grofien Wellenzahlen).

e Die Energiekaskade ist beziiglich der Langenskalen lokal, d. h. die Energie wird nur
zum nachst kleineren Turbulenzelement iibertragen.

e Bei der Energiekaskade werden Fluktuationen vernachléssigt. Es wird nur die mittlere
Turbulenzenergie und ihr Transport betrachtet. Diese Annahme wurde von Landau
(1944) kritisiert und spéater von Kolmogorov (1962) und Obukhov (1962) revidiert.

Die Energiekaskade findet in einem sogenannten Inertialbereich statt, d. h. es gibt im Wel-
lenzahlraum einen Bereich zwischen den kleinen und den sehr grolen Wellenzahlen, in dem
der Energietransport nur durch die Tragheitskrafte der Bewegungsgleichungen bestimmt
ist. Die Lokalitdat der Energiekaskade hat zur Folge, daf} fiir alle Wellenzahlen im Inerti-
albereich eine Energietransferrate £ existiert, welche unabhéngig von der Wellenzahl ist.
Sie entspricht der Dissipation € und beschreibt die Energie pro Masseneinheit, die pro
Zeiteinheit von einer zu der nachsthoheren Wellenzahl transportiert wird.
Wir betrachten nun ein Wirbelelement der Grofie

¢
=

= o (n=1,2,...) (3.32)

wobei n eine beliebige ganze Zahl > 0 ist. Die Geschwindigkeitsdifferenz iiber das Wirbel-
element sei v/,. Dann ist seine kinetische Energie proportional zu v'>

E, ~v'"> . (3.33)
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Die charakteristische Zeit ¢,, einer Umdrehung ist proportional zu ¢, /v),

C,
ty ~ — (3.34)

/
n

Da die Energietransferrate eine im Wellenzahlraum lokale Grofle ist, muf sie sich auch
durch Groflen ausdriicken lassen, die sich nur auf jeweils eine Schale im Wellenraum be-
ziehen. Dabei ist n beliebig, solange /,, im Inertialbereich liegt. Es gilt also aus Dimensi-
onsgriinden

E, v°
e Z—” : (3.35)
Daraus erhalt man
_\-1/3
V), ~ (Eﬁn)l/i% 7 E, ~ (Eﬁn)2/3 ’ by ~ <£%) _ (3.36)

Das Energiespektrum im Wellenzahlraum E(k) beschreibt die Verteilung der Energie auf
die Wellenzahlen. Die Energie E,, ergibt sich daher durch Integration zwischen k = 1/4,,
und 2//,,

2/tn
B, = / E(k) dk . (3.37)
1/¢,
Daraus folgt
dE
E(k) = —" .
(k) = < (3.39)
Differenziert man GI. (3.36) nach k ~ £,;1, so ergibt sich
E(k) ~ g2/3E75/3 (3.39)

In Turbulenzmessungen wird statt des Wellenzahlspektrums vielfach das Frequenzspek-
trum gemessen. Wenn der Turbulenzgrad klein genug ist, kann man die sogenannte
Taylor-Hypothese benutzen, um das Energiespektrum zu bestimmen. Diese Hypothese
geht davon aus, dal die Wirbelelemente sich mit der mittleren Geschwindigkeit uw durch
den MeBpunkt bewegen und dafl Fluktuationen vernachlassigt werden konnen. Dann gilt
fiir die gemessene Frequenz

f=ku (3.40)

und damit fiir das Energiespektrum

E(f) ~&3f03 (3.41)
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Bild 3.7: Schematische Darstellung des Energiespektrums homogener isotroper Turbulenz

Dieses Ergebnis ist experimentell vielfach bestatigt worden. Das Energiespektrum ist in
Bild 3.7 dargestellt.

Mit der Dissipation € und der Zahigkeit v 1483t sich nun die Kolmogorov-Lange sowie
eine Kolmogorov-Zeit definieren. Aus Dimensionsgriinden ergibt sich

V3 1/4 v 1/2

Die Feststellung, daB # von der Lingenskala unabhingig ist, erlaubt es, aus k und & noch das
turbulente Langenmaf} /; und das turbulente Zeitmaf ¢; zu bilden. Aus Dimensionsgriinden
gilt
—3/2
k
Et =C—— , tt =cC
€

/

o | 7

(3.43)

Da /¢; die Abmessung der energiereichen Wirbel beschreibt, entspricht ¢; deren Umdre-
hungszeit mit der Geschwindigkeit u’. Somit sind die drei Léngenmafle A, ¢, und der
Prandtlsche Mischungsweg /¢,,, von der gleichen Grolenordnung und physikalisch von der
gleichen Natur. Fiir isotrope Turbulenz la83t sich zeigen, dafl zwischen € und dem Mi-
krolangenmaf} die Beziehung

£ = 15— (3.44)

besteht (vergl. J.C. Rotta, Turbulente Strémungen, Teubner-Verlag Stuttgart, 1972, S. 84).
Da k von der GroSenordnung u/? ist, erhilt man zwischen ¢, und A die Beziehung

N 15—”] | (3.45)

g—tw

)

u/2
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Fiihrt man die turbulente Reynolds-Zahl

Vau'?e,

v

Ret =

(3.46)

ein, so ergibt sich zwischen dem turbulenten Mikro- und Makroldngenmaf} die Gréf8enord-
nungsabschatzung

% ~ % ~0 (Ret_l/2> : (3.47)

Zwischen /j und ¢ besteht die Groflenordnungsabschéatzung

& o (Re;3/4) . (3.48)
Cy

Da die turbulente Reynolds-Zahl Re; fiir hinreichend grofie Reynolds-Zahlen Rey, grofler als
eins ist (aber kleiner als die mit L gebildete Reynolds-Zahl Rey,), ist das Mikroldngenmaf
grofler als das Kolmogorov’sche Langenmafl /5 und kleiner als das Makrolangenmaf}. Ins-
gesamt ergibt sich die folgende Ordnung der Langenmafe

Uy <A< tly=Vl,~AN<L. (3.49)

3.6 Grenzschichtabschitzung der Transportgleichungen

Wie schon in Kapitel 2, so beschranken wir uns auch hier im weiteren auf Stromungen mit
Grenzschichtcharakter und verwenden dabei die Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.

Es wiare nicht richtig, wollte man von den fiir laminare Grenzschichtstromungen herge-
leiteten Bewegungsgleichungen ausgehen, um daraus die Reynoldsschen und die Transport-
gleichungen zu gewinnen. Das hat folgenden Grund: Die Schwankungsgeschwindigkeiten v},
sind rasch beziiglich Zeit und Raum, so dafl deren Ableitungen gegeniiber anderen Termen
nicht als klein vernachléssigt werden kénnen, obwohl v, selbst um etwa eine Gréfenordnung
kleiner ist als ;. Die Grenzschichtabschéatzungen miissen direkt in den Reynoldsschen und
den Transportgleichungen vorgenommen werden. Dies soll hier fiir eine im Mittel zweidi-
mensionale und stationare Stromung erfolgen. Das bedeutet neben w = 0 weiter, dafi alle
statistischen Mittelwerte nur von zwei Koordinaten (z und y) abhéngen. Die Ableitungen
0/0t und 0/0z der Mittelwerte verschwinden daher erst in den Transportgleichungen.

Aus Abschnitt 2.1 ist bekannt, dafl Stromungen mit Grenzschichtcharakter durch

gekennzeichnet sind. Dabei ist § die Schichtdicke und L die charakteristische Lange von
der Ordnung O(1). Mit @ = O(up) und z = O(L), wobei ug und L Bezugsgréfien von der
Ordnung O(1) sind, folgt

€ g2

0 0? 0 1 0? 1
Ox (1) Ox? (1) oy ( ) ’ Oy? ( ) (3:50)



Damit konnen die Abschatzungen vorgenommen werden. Die Kontinuitatsgleichung lautet

ou Jv

97 + ay =0
_ (3.51)
ow oY)
Es folgt wie in Abschnitt 2.1 die Aussage
v =0(e) . (3.52)

Die Schwankungsgeschwindigkeiten werden durch die charakteristische Turbulenzgeschwin-
digkeit u; gekennzeichnet:

w? ~ v W = O(u?) . (3.53)

Die Impulsgleichung (3.14) in z-Richtung lautet

8%(@2) + a%(m) = - %% + y(%%iyf)
0(1) 0(1) 0(1) 0 (y + 612)
(3.54)
- %07 - 5@
O(u?) O(’g)

Einen Vergleich zwischen den konvektiven Gliedern und den grofiten Termen auf der rech-
ten Seite liefert die Aussage
u, = O(e/?) . (3.55)

Bei Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung und der Annahme v = O(g?) geht
Gl. (3.54) iiber in
_Ou _oOu 10p Pu 0

Ug— + V7 =——5-+

ox T Tay ~ pon Vo oyl

uw'') . (3.56)

Wenn v < O(e?) ist, wiirde dariiber hinaus der zweitletzte Term entfallen. Der Einfluf3
des viskosen Transports ist dann gegeniiber dem turbulenten Transport (letzter Term) zu
vernachlassigen. Die Impulsgleichung in y-Richtung lautet

9] d o 10p o*v  9*
o™ T o, = - 5 ”(@w—yz

1 v
0(e) O(e) 0 (g) 0 (ve+ g)

(3.57)
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0 = 9 7)
Ox () dy (v _
O(e) O(1)
Nach Vernachlassigung der Glieder héherer Ordnung folgt

_19p

0=--2,
p Oy

(3.58)

Der zeitliche Mittelwert des Druckes ist wie bei laminaren Greenzschichten quer zur Grenz-
schicht konstant. Von dem unbekannten Reynoldsschen Spannungstensor (3.17) ist nur die
Koordinate u/v’ verblieben. Schreibt man
Ju —
Tres — Ma_y - pu’v’ = Tmol + Ttur » (359)

so besteht formal kein Unterschied zwischen der Prandtlschen Grenzschichtgleichung fiir
laminare und fiir turbulente Strémungen. Abgesehen von Bereichen in der Nahe fester
Wiénde ist der turbulente Anteil der Schubspannung i. allg. wesentlich grofier als der mo-
lekulare Anteil.

Wir kommen nun zur Grenzschichtabschétzung der Transportgleichung (3.25). Fiir
stationére Grenzschichtstrémungen ergibt sich, da k von der Ordnung u/? ~ O(e) ist

_8_% + —8_E - _ _/2@ _ / /@ _ / /@ _ _/2@ -z
Yo U@y N Y B we oy R v Jy
O(e) O(e) O(e) O(1) 0(e?) O(e) ?
3 — PN 8_% 3 ’2 g T
+ o (k—}—p)u + Vo + V@x(u )+ Vay(uv)
0(£3/2) O(ve?) O(ve?) O(ve)
(3.60)
0%k 0? 0?

+ W) + v (?)

0 p’)
+ — |\ E+= |
Iy [ ( p

0(c1/2) 0 (5> O(v) 0 (g)

3

Vo T Vaway

Hierin wurde der Dissipationsterm &, der Ableitungen von Schwankungsgroflen enthélt,

nicht abgeschéitzt. Wir haben jedoch im letzten Abschnitt gesehen, dafl die Dissipation

fiir die Bilanz der Turbulenzenergie bestimmend ist. Um den Produktionsterm u/v'0wu/0dy

aufzuwiegen, mufl mindestens ein anderer Term von der Ordnung O(1) sein. Dies ist der

Dissipationsterm. In nullter Naherung gilt also

u’v’a—u =z, (3.61)
dy
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d. h. Produktion = Dissipation. Es wird gezeigt werden, dafl aus dieser Gleichung der
Prandtlsche Mischungswegansatz hergeleitet werden kann. Wenn man alle Terme bis zur
Ordnung ¢ berticksichtigt, ergibt sich fiir die k-Gleichung:

L L L UL
ox oy ox dy dy
— A ~- =~
K p DS
B (3.61)
|- Py % 3 2
—l—ay (k—l—p)v +uay+yay(v )
DF

Davon werden meist auch die ersten beiden Terme der Produktion, die die Normalspannun-

gen u'? und v'? enthalten, gegeniiber dem dritten Term, der die turbulente Schubspannung

enthalt, vernachléssigt. Bei starken Druckgradienten in Stromungsrichtung kann der erste

Term jedoch wichtig werden.

Die meisten Glieder in der Transportgleichung fiir k lassen sich experimentell bestim-
men. Eine Ausnahme bilden die Terme, die Druckschwankungen enthalten. Es gibt bisher
keine zuverlassige Methode, Druckschwankungen im Feld direkt zu messen. Gliicklicherwei-
se entfallen in GI.(3.61) die unangenehmen Druck-Scher-Korrelationen, die in der Trans-
portgleichung fiir v/v’ auftreten. Nicht mefbare Terme kénnen nur indirekt als Differenzen
aus gemessenen Korrelationen ermittelt werden. Im Bild 3.8 sind typische experimentell
ermittelte Daten beziiglich der einzelnen Glieder der Gl. (3.61) fiir eine Rohrstrémung, eine
Plattengrenzschicht und einen ebenen Freistrahl skizziert.

Im linken Bild ist jeweils die Geschwindigkeits- und die Schubspannungsverteilung
dargestellt. Die Abhéngigkeit von der Reynolds-Zahl ist dabei unterdriickt worden. Die
resultierende Schubspannung 7 ist mit dem turbulenten Anteil ¢y, bis auf wandnahe
Bereiche praktisch identisch. In Wandnahe ist i, gestrichelt eingezeichnet.

(a) Rohrstréomung: Bei ausgebildeter Rohrstrémung verschwinden die konvektiven Terme.
Man sieht, daf die Diffusion von k in Wandnihe unbedeutend ist, wihrend sie jedoch
im Kernbereich gegeniiber Produktion und Dissipation von gleicher Grofienordnung
ist. Die beiden die Viskositit v enthaltenden Glieder des Diffusionsterms sind in der
Regel vernachlassigbar gegeniiber dem verbleibenden Term.

(b) Grenzschichtstromung an einer ebenen Platte: Das Bild &hnelt dem Bild der Rohr-
stromung, Konvektion und Diffusion sind von geringerer Bedeutung als Produktion
und Dissipation. Die Konvektion kann jedoch bei Nichtgleichgewichts-Grenzschichten
(dieser Begriff wird spéter erlautert werden) von erheblicher Bedeutung sein.

(c) Ebener Freistrahl: Die Verhéltnisse sind bei freier Turbulenz offenbar anders als bei
der Wandturbulenz. Wahrend bei letzterer in grober Naherung Produktion = Dis-
sipation gesetzt werden kann, trifft dies bei Freistrahlen (und Nachlaufstromungen)
nicht zu. Hier sind offenbar sdmtliche vier Glieder der Gl.(3.61) von vergleichbarer
Grofenordnung.

Zusammenfassend konnen wir feststellen:

e Die Produktion ist nahe der Position maximaler Schubspannung am gréfiten. Sie
steigt im Fall (a) und (b) zur Wand hin stark an, um nach Erreichen eines (hier nicht
dargestellten) Maximums fiir y = 0 auf Null abzufallen.
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(b) Grenzschichtstromung an einer ebenen Platte; nach Townsend

! A
Konv.
=
R
2
Diff.
T/ Tmax © Prod. !
0.5 - 0 0,|3 0|,6>
/g y/(xd!/?

_% | Diss.
5}
>

0 Y
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Bild 3.8:
Typische experimentell ermittelte Verlaufe bezuiglich der Bilanz der
Turbulenzenergie nach GI. (3.61)
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e Dissipation und Produktion haben entgegengesetzte Vorzeichen. Bei Wandturbulenz
ist an Orten hoher Produktion auch die Dissipation grof.

o Konvektion und Diffusion konnen das Vorzeichen wechseln.

3.7 Die Stromung in der Nahe fester Wande

Turbulente Stromungsfelder sind entweder von festen Wénden (Kanal- und Rohrstromung)
oder von nichtturbulenten Strémungsfeldern (Freistrahl) begrenzt. Bei einer Grenzschicht-
stromung liegen beide Begrenzungsarten vor. Es ist offenkundig, dafl die Art der Begren-
zung das Turbulenzfeld beeinflult; wir haben dies schon anhand von Bild 3.8 diskutiert.

Mit Anndherung an eine feste Wand fallen die Geschwindigkeitsschwankungen und
damit auch die Reynoldssche Schubspannung auf Null ab, d. h.

. Ju
;IL% ,ua—y =Ty - (3.62)
Wir kénnen in einfacher Weise eine Aussage tiber die Geschwindigkeitsverteilung in Wand-
ndhe erhalten, wenn wir eine Schichtenstromung mit dps/dz = 0 zugrundelegen. Es sind
dann alle statistischen Eigenschaften nur von der Querkoordinate y abhingig. Wegen
ou/0x = 0 liefert die Kontinuitatsgleichung v = 0, wenn v,, = 0 angenommen wird. Damit
entfallen in der Reynoldsschen Gleichung die konvektiven Terme und das Druckglied, es
verbleibt

0 o ——
0= a9 (May U v) : (3.63)

Mit der Randbedingung (3.62) fiir y = 0 folgt nach Integration

du w
v = T (3.64)
y p

Offensichtlich treten nur die beiden Parameter v sowie 7,,/p auf. Man bezeichnet

T’LU
T 3.65
p (3.65)

als Schubspannungsgeschwindigkeit. Mit u, und v kénnen nur die beiden folgenden di-
mensionslosen Groflen gebildet werden

(3.66)

In unmittelbarer Wandnihe kann u/v’ vernachliissigt werden. Dann liefert Gl. (3.64) nach
Integration und Beachtung der Haftbedingung u(y = 0) =0

ut =gyt (3.67)
Dies ist die universelle Geschwindigkeitsverteilung innerhalb der viskosen Unterschicht;

damit wird jene Schicht bezeichnet, in der die molekulare Schubspannung die Reynoldssche
Schubspannung bei weitem iibersteigt. Mit wachsendem Wandabstand y™ nimmt der
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Bild 3.9 :
Universelle Geschwindigkeitsverteilung

Anteil von —u/v” an der Schubspannung rasch zu, wihrend gleichzeitig der molekulare
Anteil vernachlassigbar wird. Fiir hinreichend grofie y* liegt der andere Grenzfall

= T = g2 (3.68)

vor. Die unabhangigen Groéflen des Problems sind u, und der Wandabstand y. Da y
gleichzeitig als Koordinate in den Erhaltungsgleichungen auftritt, existiert keine konstante
Bezugslange. Die einzig mogliche dimensionsrichtige Gleichung fiir den Geschwindigkeits-
gradienten du/dy lautet daher

du_ lur
dy Ky
Nach Integration folgt
1
U= u, (;lny—i—C’l) (3.69)

und nach Einfithrung der dimensionslosen Variablen das logarithmische Wandgesetz
+_ 1 +
um =—Iny" +C. (3.70)
K

Auch fiir den vollturbulenten Bereich liegt somit eine universelle Geschwindigkeits-
verteilung der Form (3.70) vor. Dieses logarithmische Wandgesetz wurde zuerst 1932 von
Prandtl angegeben; es ist in Bild 3.9 dargestellt. Die Konstanten wurden experimentell zu
k ~ 0,40 und C' ~ 5,5 ermittelt. Um die Vorgange in der viskosen Unterschicht deutlicher
hervorzuheben, wird i. allg. die halb-logarithmische Darstellung (b) bevorzugt.

Das universelle Wandgesetz wird in nahezu allen Stromungen entlang fester Wéande
experimentell bestatigt (der Ubergang zwischen beiden Gesetzen folgt dem gestrichelten
Verlauf), auch wenn die getroffenen Voraussetzungen nicht alle erfiillt sind. Die dargestellte
Geschwindigkeitsverteilung ist universell, der Einflul der Reynolds-Zahl wird iiber die
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Bild 3.10: Momentaufnahme einer turbulenten Grenzschicht

BezugsgroBe u, bertcksichtigt. Wir werden dies in Abschnitt 3.9 néher diskutieren. Die
Geschwindigkeitsverteilung 148t sich in drei Bereiche einteilen, deren Ubergange flielend
sind:

0 < y* < 5:  viskose Unterschicht, Tmol > Teur
5 < yt < 60: Ubergangsschicht, Tmol ~ Ttur
yt > 60 : vollturbulente Schicht,  Tme < Tour

Die bisherigen Betrachtungen galten nur fiir glatte Oberflachen; fiir rauhe Oberflachen
hangt die Konstante C' von der Rauhigkeit ab. Das bedeutet eine Parallelverschiebung der
Geraden in Bild 3.9.

3.8 Freie Grenzen der Turbulenzfelder

In Bild 3.10 ist die Momentaufnahme eines Langsschnitts durch eine turbulente Grenz-
schicht skizziert. Wie unterscheiden sich turbulente und nichtturbulente Bereiche in einer
Stromung voneinander? Turbulente Stromungen sind stets wirbelbehaftet (rot7 # 0),
nichtturbulente reibungsfreie Bereiche sind i. allg. wirbelfrei (rot ¢ = 0). Am Auflenrand
einer Grenzschicht bildet sich eine ausgepragte Grenzfliche aus, die beide Bereiche von-
einander trennt. Fiir einen Schnitt z = konstant ist die Grenze darstellbar als y;(x,t), die
Skizze stellt eine Momentaufnahme dar.

Fahren wir mit einem geeigneten Mefigeriat von der Wand herkommend in y-Richtung,
so werden wir irgendwann feststellen, dafl zeitweise nichtturbulente Bereiche vorliegen.
Man definiert einen Intermittenzfaktor v, der anschaulich als Verhéaltnis zweier charakte-
ristischer Zeiten gedeutet werden kann:

~v(x,y, z=konst.) = btur . (3.71)
ges
Dabei ist tty, die Zeit, in der eine turbulente Stromung registriert wird und fges die
Gesamtzeit. Der Intermittenzfaktor gibt die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein
einer turbulenten Stromung am Mepunkt an.
Man sieht anhand von Bild 3.11, daf die rotationsfreie Auflenstromung zeitweise bis in
Bereiche y/6 ~ 0,4 hineinreicht. Bild 3.11 verlangt eine Definition der Grenzschichtdicke
8, es ist =y fiir u/us = 0,99 gewahlt.
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v 0,5
Bild 3.11 :
Typischer experimentell ermittelter Verlauf
des Intermittenzfaktors an einer ebenen Platte
0 T
0 0,6 1,2
y/0

3.9 Halbempirische Berechnungsmethoden auf der Basis des
Austauschansatzes

Wir kniipfen an das Problem an, Ansétze fiir die turbulente Schubspannung —pu/v’ zu fin-
den. In Analogie zum Newtonschen Ansatz, der in Stromungen mit Grenzschichtcharakter

Ju ou
Tmol = Ha_y - ,OVa—y (372)

lautet, definierte Boussinesq 1877 durch den Ansatz

_ ot
Ttur = —pu/v’ = pvta—z (3.73)

eine scheinbare Zahigkeit pv;, auch turbulente Austauschgrofie oder Wirbelviskositat oder
scheinbare Zahigkeit genannt. Korrekterweise muB angemerkt werden, daf die Uberle-
gungen von Boussinesq fiir eine Parallelstromung u(y) gemacht wurden, die dann auf
Grenzschichtstromungen tibertragen wurden. Im Gegensatz zur molekularen Viskositat
1 = pv ist vy kein Stoffwert, sondern eine Ortsfunktion, die sich im Stromungsfeld andert.

Um auf dem von Boussinesq vorgeschlagenen Weg weiter zu kommen, muf} ein Zu-
sammenhang zwischen der Wirbelviskositat und dem Feld der gemittelten Geschwindigkeit
gefunden werden. Ein erster erfolgreicher Versuch dieser Art wurde 1925 von Prandtl mit
dem Mischungswegkonzept unternommen (Bild 3.12).

Prandtl machte sich dabei folgendes Bild: In einer turbulenten Strémung entstehen
“Fluidballen”, die eine Eigenbewegung aufweisen und die sich auf einer gewissen Strecke
in Langs- und Querrichtung als zusammengehorige Gebilde unter Beibehaltung ihres z-
Impulses bewegen. Ein solcher Fluidballen legt relativ zum umgebenden Fluid einen seinem
Durchmesser proportionalen Weg [,,,, genannt Mischungsweg, zuriick, bevor er sich mit
seiner Umgebung vermischt und seine Individualitat verliert. Wird ein solcher Fluidballen
durch eine Querbewegung v’ von der Stelle y in einen Nachbarbereich y + [,,, befordert,
so besitzt er gegeniiber seiner neuen Umgebung einen Geschwindigkeitsunterschufl oder
-iberschufl von der Groflenordnung

ou

Auwu’wilma—y.
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Bild 3.12: Mischungswegkonzept von Prandtl

Durch die Verdrangungswirkung der Turbulenzballen werden Schwankungen v’ in y-Rich-
tung hervorgerufen, die aus Kontinuitatsgriinden von gleicher Gréflenordnung sind. Dies
fiihrt zu dem Prandtlschen Mischungswegansatz

ou

oy

ou

3 (3.74)

_ Tod — ]2
Teur = —puW'v" = pl7,

Alle Proportionalitdtskonstanten sind in dem ohnehin unbekannten Mischungsweg [,,, ent-
halten. Die Betragsstriche werden gesetzt, damit 74, und 0u/0dy das gleiche Vorzeichen
besitzen.

Man sieht anhand von Bild 3.12, da8 fiir Ju/dy > 0 ein positives v’ ein negatives v’
induziert und umgekehrt. Fiir 0u/dy < 0 wird analog argumentiert. Die Reynoldssche
Schubspannung —pu/v’ ist also (meist) positiv.

Ein Vergleich von Gl. (3.74) mit Gl. (3.73) liefert fiir die Wirbelviskositét

(3.75)

Nicht nur die Schubspannung, sondern auch die Wirbelviskositat selbst hangt vom Ge-
schwindigkeitsgradienten ab.

Prandtls I“Jberlegungen lag die Annahme zugrunde, daf} die turbulenten “Fluidbal-
len” bei ihrer zufilligen Querbewegung Impulse austauschen. Im Gegensatz dazu ging
Taylor 1932 von der Vorstellung aus, dal bei der turbulenten Mischungsbewegung die
Wirbelstédrke der “Fluidballen” die tibertragbare Grofle ist. Man spricht von einer Wirbel-
transporttheorie im Gegensatz zur Impulsaustauschtheorie von Prandtl. Unter gewissen
Voraussetzungen fithrt die Taylorsche Vorstellung zu dem gleichen Ergebnis.

Fiir wandnahe Bereiche wird 1,,, aufgrund von Gl. (3.70)

Ly = Ky (k=0,4). (3.76)

Dies ist gleichbedeutend mit
Uy = KUy . (3.77)
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Ein anderer Ansatz im Bereich des universellen Wandgesetzes ist derjenige von van Driest

2

+ 2 __
Yt 2yt - ¥ A
=R exp ( T ) oy (3.78)
mit k = 0,4 und A = 26.
Bei Freistrahlstromungen werden Approximationen der Form
Iy ~ b Vg ~ ugb (3.79)

verwendet, b ist eine die Strahlbreite charakterisierende Grofie und uy die Maximalge-
schwindigkeit auf der Strahlachse. Die Konstanten unterscheiden sich im ebenen und
rotationssymmetrischen Fall voneinander.

Dieser Abschnitt soll mit einigen kritischen Bemerkungen abgeschlossen werden. Der
entscheidende Nachteil der hier angegebenen Ansétze liegt darin, dafl die Reynoldssche
Schubspannung nur zu dem ortlichen Geschwindigkeitsgradienten in Beziehung gesetzt
wird. Tatsachlich beeinflussen benachbarte, i. w. stromaufwirts liegende Gebiete die Grofie
—pu/v’ in entscheidender Weise.

Bei praktischen Vorausberechnungen geht man von zweckméfig erscheinenden An-
satzen fir [, oder 1, aus und variiert diese so lange, bis die Rechenergebnisse mit Ver-
suchsdaten moglichst gut iibereinstimmen. Trotz der genannten Mangel werden die Mi-
schungsweganséitze auch weiterhin haufig verwendet, da sie aulerordentlich einfach sind
und dariiberhinaus erlauben, dafl fiir laminare Grenzschichten entwickelte Rechenverfah-
ren auch auf turbulente Grenzschichten angewendet werden konnen.

In vielen einfachen Féllen sind die vorausberechneten Ergebnisse fiir die Praxis ausrei-
chend genau. Es besteht jedoch das Bediirfnis nach verbesserten Rechenverfahren, die die
Physik des Turbulenzmechanismus besser erfassen. Damit kommen wir zur Besprechung
halbempirischer Methoden hoherer Ordnung.

3.10 Halbempirische Berechnungsmethoden auf der Basis der
Transportgleichungen

Bei den halbempirischen Methoden erster Ordnung werden die SchlieBungsannahmen di-
rekt in der Impulsgleichung (3.56) vorgenommen. Die halbempirischen Methoden héherer
Ordnung bedienen sich der Transportgleichung (3.60) oder dhnlicher Beziechungen, in denen
die SchlieBungsannahmen vorgenommen werden.

Ausgangspunkt dieser Methoden sind die Arbeiten von Kolmogorov (1942) und von

Prandtl (1945). Kolmogorov schlug eine Transportgleichung fiir \/E/ L, eine “Frequenz”
vor, wihrend Prandtl die Transportgleichung fiir k& modellierte. Die Arbeit von Prandtl
ist der Ausgangspunkt samtlicher moderner SchlieBungsansétze, wir gehen daher in An-
lehnung an die Originalarbeit ausfiihrlicher darauf ein.

Zu Anfang sei die Transportgleichung fiir k£ nach GI. (3.61), jedoch ohne die Terme,
die die laminare Zahigkeit enthalten, und die Produktionsterme von der Ordnung O(e)

und kleiner, noch einmal angeschrieben:
p/
(k + —) v . (3.80)
p




Die Produktion von Turbulenzenergie wird durch den Term —u/v'0u/dy beschrieben. Wir
hatten festgestellt, dafl —u’v’ i. allg. positiv ist. Prandtl setzt in Anlehnung an den Vor-
schlag von Boussinesq

— ou

—u'v' = v — . 3.81

u'v =1y 3y (3.81)
Die Austauschgrofe v; fiir den Impulstransport kann im Hinblick auf ihre Dimension
(Lange - Geschwindigkeit) als

vi=aVE, ¢ =0548 (3.82)

geschrieben werden. Es folgt fiir die Produktion
—__ou = (9u\?
—u’v’a—z — eV (6—5) . (3.83)

Darin ist ¢; eine experimentell zu bestimmende Zahl, von der man (wie Prandtl schreibt)
hoffen kann, daf} sie konstant ist. Unter dem Langenmafl [ kann man sich eine dem Mi-
schungsweg [,,, oder der integralen Korrelationslinge A proportionale Grofle vorstellen.

Die Dissipation € beschreibt den Abbau der Turbulenzenergie. In Abschnitt 3.5 hat-
ten wir gesehen, dafl dies durch einen Energietransport durch den Wellenzahlraum erfolgt,
wobei die Transferrate gleich der Dissipation ¢ ist. Die Existenz einer von der Langenskala
unabhangigen Dissipation € hat nun weitreichende Konsequenzen fiir die Modellierung der
Transportgleichung fiir die Turbulenzenergie. Auf Grund der Definition, Gl. (3.26), kann
man g natiirlich dadurch bestimmen, dafl man die Produkte von Geschwindigkeitsgradien-
ten miflt und diese mit der molekularen Zahigkeit multipliziert. Dies bedeutet, dal man die
Gradienten durch Messung der Geschwindigkeitsdifferenz zwischen zwei Punkten, die um
weniger als die Kolmogorov-Lange voneinander entfernt sind, ermitteln wiirde. Dies lauft
darauf hinaus, € dort zu bestimmen, wo die Energie durch molekulare Zahigkeit dissipiert
wird.

Da g jedoch unabhangig von der Langenskala ist, kann sie mit der gleichen Berechti-
gung auch beim Langenmaf} | ermittelt werden. Aus Gl. (3.43) folgt fiir die Dissipation
732

= CT , c=0,1643 . (3.84)
Damit wird € von der laminaren Zahigkeit unabhangig.

Die Diffusion, der letzte Term auf der rechten Seite der Gl. (3.80), beschreibt die Aus-
breitung der Turbulenzenergie in Richtung ihres Gefélles. In Analogie zu molekularen
Transportvorgéngen (der Wéarmestrom ist dem negativen Temperaturgradienten propor-

tional usw.) setzt Prandtl die Diffusion von k proportional \/El(‘?%/ 0y. Dabei wird die
Proportionalitédtskonstante &, eingefthrt, sie soll hier durch Pry = ¢; /kq, die Prandtl-Zahl
des Transportes von k ersetzt werden. Es folgt fiir den Diffusionsterm mit GI. (3.82)

PNl 6 @ (Vi dF\ _ 9 (1 Ok
(k;+p)v]—kqay (\/Ezay = a5 55y ) (3.85)
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Damit ist alles bereitgestellt, um die nach Prandtl modellierte Transportgleichung fiir die
Turbulenzenergie k anschreiben zu konnen. Prandtl hat in seiner Originalarbeit die Lange
[ als zweite Variable gewahlt, hier soll stattdessen € genommen werden

ok 0Ok 0w\ o (v Ok

U— +0— = — ) -4+ —|=—=) . 3.86

u8x+vé?y . (8y> 8+8y (Prk 8y> (3.86)

Hinzu kommt aus Gl. (3.82) und (3.84) der Zusammenhang zwischen turbulenter Zahigkeit,
Turbulenzenergie und Dissipation

EZ

ve=cp— cp = cic = 0,09 . (3.87)

Mit der Prandtlschen Modellierung ist die Ermittlung der turbulenten Zahigkeit auf die

Bestimmung der Turbulenzenergie zuriickgefiihrt. Zusammen mit der Kontinuitats- und

der Impulsgleichung liegt damit ein Gleichungssystem zur Ermittlung der Unbekannten ,

v, k, u'v’ vor. Offen ist noch die Frage der Modellierungskonstanten. Weiterhin ist ein

Ansatz fir [ oder ¢ erforderlich.
Ein interessanter Sonderfall folgt aus der Annahme Produktion = Dissipation, d. h.

3/2

N\ 2 7 __\ 2
1 VE <@) _ s E= 2 (@> . (3.88)

oy l c Ay

3
fef g ou
vy =1/ = l _&y‘ ) (3.89)

Das ist identisch mit dem Prandtlschen Mischungswegansatz (3.75), wenn \/c}/cl? = 12,
gesetzt wird. Da die Konstanten ¢; und ¢ von der Ordnung O(1) sind, sind ! und [,,, von
der gleichen Groflenordnung.

Anhand von Bild 3.8 wurde gezeigt, dal die Annahme Produktion = Dissipation bei
Rohr- und Kanalstromungen eine recht gute und bei Grenzschichtstromungen oft brauch-
bare Naherung darstellt. Das ist ein ganz wesentlicher Grund fiir den Erfolg des Mischungs-
wegansatzes. Wir sehen auch hier unmittelbar ein, wann Mischungswegansatze offenbar
versagen. Dies ist der Fall, wenn die Konvektion und/oder die Diffusion in der Transport-
gleichung eine nicht zu vernachléssigende Rolle spielen (bei Grenzschichtstréomungen mit
starken Druckdnderungen oder plétzlichen Konturdnderungen). In der Theorie turbulenter
Grenzschichten spielt der Begriff Equilibriums-Grenzschichten eine wichtige Rolle. Man
kann diese durch Produktion = Dissipation charakterisieren. Dies liegt naherungsweise
vor, wenn sich die Zustdnde in Strémungsrichtung nicht (Rohr- und Kanalstromung) oder
nur unwesentlich (Grenzschichtstrémung mit dps/dz = 0 oder schwachen Druckgradien-
ten) &ndern. Obwohl die an einer bestimmten Stelle in der Strémung produzierte Tur-
bulenzenergie entlang einer gewissen Wegstrecke dissipiert wird, ist die lokale Aussage
Produktion = Dissipation dann eine sinnvolle Annahme. Bei Freistrahlen ist diese An-
nahme sehr problematisch, wie Bild 3.8 (¢) zeigt.

In den letzten Jahren haben sich die sogenannten Zwei-Gleichungsverfahren durch-
gesetzt. Dabei wird neben der Gleichung fiir die Turbulenzenergie eine weitere Differen-
tialgleichung fiir [ oder € verwendet. Von Rotta wurde schon sehr frith eine Gleichung

Eingesetzt in Gl. (3.82) ist
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fiir [ vorgeschlagen. In der internationalen Literatur hat sich jedoch eine von Jones und
Launder vorgeschlagene Gleichung fiir € durchgesetzt, da sie bessere Ubereinstimmung mit
Mefdaten liefert. Sie lautet fiir stationdre Grenzschichtstromungen

9 9 9 (v 98\ = A
u% +’Ua—y = a—y (PI‘E 8_y> +z |:Cgll/t (a—y) — CE2€:| . (390)
N ~- 7 N -— 7 D — v

K DF P DS

Hier treten wiederum ein Diffusions-, ein Produktions- und ein Dissipationsterm auf. Wei-
terhin ergeben sich drei Konstanten Pr., c.1, c.o, die aus Experimenten bestimmt werden
miissen. Relativ gute Ergebnisse ergeben sich fiir den Datensatz

ep =009, cq=144, co=19, Pr.=13, Pr,=10. (3.91)

Neben dem sogenannten k-z-Modell sind auch Modelle fiir die Reynoldsschen Spannungen
vgvg vorgeschlagen worden. Weitere Modifikationen betreffen den Einflufl der laminaren
Zahigkeit in Fallen, in denen die turbulente Zahigkeit bis auf die Groflenordnung der
laminaren abféllt (z. B. in Wandgrenzschichten in Wandnéhe).
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4. Laminare Temperaturgrenzschichten

Bei Stromungen mit nicht konstanter Temperatur und Dichte sind zwei Félle zu unter-
scheiden:

(a) dem Fluid wird Warme zugefithrt bzw. entzogen,
(b) die kinetische Energie der Stromung ist von der Gréenordnung der inneren Energie,
so dafl es infolge Kompression oder Dissipation zu einer Temperaturerhohung kommt.

Im Fall (a) unterscheidet man zwischen erzwungener und freier Konvektionsstromung.
Bei erzwungener Konvektionsstromung ist ein duflerer Antrieb (anliegendes Druckgefille,
aufgepragte Auflenstromung) vorhanden, wéhrend bei der freien oder natiirlichen Kon-
vektionsstromung durch Dichteunterschiede (die ihrerseits auf Temperaturunterschieden
beruhen) hervorgerufene Auftriebskrifte die Ursache der Stromung sind, sieche dazu die
Abschnitte 3.5 und 3.6.

Wir beschranken uns weiterhin auf Einkomponentenfluide, auflerdem setzen wir sta-
tiondre Stromungen voraus. Das zu losende Gleichungssystem besteht aus

0
_— = 4.1
5o (pu) =0, (1.1
I, dp | Oy
_ . 4.2
PUk axj_+ 92, T P9I (4.2)
oT Op oqy. Ov;
PCpUE B Vi B B + T]kaxk ( 3)

Dabei ist die Energiegleichung (4.3) in der Temperaturform angegeben; man kann zeigen,
daB die drei Terme der rechten Seite die Druckarbeit, die von auflen zu- oder abgefiihrte
Wiérme sowie die Dissipation beschreiben. In der Kréftegleichung wird im Unterschied zu
den vorangegangenen Kapiteln die Volumenkraft pg; beriicksichtigt; diese spielt bei der
natiirlichen Konvektion eine wesentliche Rolle.

Das Gleichungssystem mufl durch phanomenologische Gleichungen fiir den Warme-
strom g und die Schubspannung 7, erganzt werden:

A@T

qk = — 8—9% ) (4.4)
Tik = [b (g—;}i + g—z - ;g—z@k) ~ (4.5)

Hinzu kommen die thermische Zustandsgleichung
p=pp,T) (4.6)

sowie Ansétze fiir die Transportgroflen A, p als Funktionen thermodynamischer Zustands-
grofen. Damit liegt ein vollstandiges Gleichungssystem zur Ermittlung der Unbekannten

Vk, p, P, T = f(xk) vor.
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Das Gleichungssystem (4.1)—(4.3) mit (4.4) und (4.5) wird komponentenweise aus-
geschrieben, wobei wir uns wie im vorangegangenen Kapitel auf ebene Strémungen be-
schranken. Mit z1 = x, x5 =y, v1 = u, vo = v haben wir

0 0
%(PU) + 8—y(P"U) =0, (4.7)
O OuY B, 0 (0u) O (Ox 0
P\ "oz v@y - Ox oz \Mor oy
20 ou
T 302 [M( x+8_y)}+ P9z (4.8)
ov v __@+2£ @ _I_g 81) 8u
Ox Uay oy oy 8y
0 ou
- 67;[“(% + 09y (4.9)

2 L2
3
or | oT\_ 0 (0r\ 0 (0
Per \ "oz Uf)y - Oz x 8y
Darin ist ® die Dissipationsfunktion
o 5y (20 (Y N 2—2 Bu v’ (4.11)
=it e, — 2|\ s By 9z By or " oy) 0\

die Grofe, die die irreversible Umwandlung von kinetischer Energie in thermische Energie
beschreibt.

4.1 Die Grenzschicht-Gleichungen bei erzwungener Konvektion

Wir fiihren dimensionslose Variablen ein:

*_:B *_u *_p *_p_p()
r = —, U = —, P = p = 2
L (7 Po PoUG
(4.12)
. M Y . _ U pouoL 1
wo=— Yy =+, Vo=, Re = = 3
Ho L Ug o €

Die Bezugsgrofien mit dem Index 0 sind so gewéhlt, dal z* bis p* = O(1) sind. Wir fithren
wieder die Koordinatenstreckung § = y* /e durch, wéhrend T = z* bleibt. Weiterhin gelten
die Entwicklungen der Gl. (2.9), insbesondere v* = ev{, Gl. (3.13). Verzichtet man nun auf
den Index 0 der nullten Ordnung der Entwicklung, so geht die Kontinuitéatsgleichung (4.7)

iiber in dprut) Ao
pru p*v
=0. 4.13
oz oy (4.13)
Die z-Komponente der Bewegungsgleichung lautet in nullter Ordnung
ou* ou* dp* 0 ou*
| u” * = — — . 4.14
p( oz Y ay> 8E+8§(“ 8@) (4.14)
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Eine analoge Abschatzung der y-Komponente der Bewegungsgleichung liefert

op*
oy

0. (4.15)

Wir kommen zu der an dieser Stelle eigentlich interessierenden Abschatzung der Ener-
giegleichung. Zusétzlich zu den dimensionslosen Groflen (4.12) fiithren wir ein:

T* =2 =2 (4.16)

Die Temperaturdifferenz, auf die die Temperatur bezogen wird, kann z. B. die Differenz
zwischen Anstromtemperatur und Wandtemperatur sein. Gl. (4.10) geht in nullter Ord-
nung iber in

e (0T 20T _ 0 (X 0T\ |
P 0T oy ) 0y \Pr 0y

Lopt L (our?
u 8E+M <6y>] . (4.17)

Neben der Reynolds-Zahl treten zwei neue dimensionslose Kennzahlen, die Prandtl-Zahl

A
pr=t% _" =2 (4.18)
Ao ag pCp
und die Eckert-Zahl )
u
Ec = —2 4.19
¢ CpoATO ( )

auf. Die Prandtl-Zahl ist eine reine Stoffgrofie. Sie beschreibt das Verhaltnis von Impulsdif-
fusion zu Warmetransport in einem Fluid. Man bezeichnet a als Temperaturleitfahigkeit.
Die Eckert-Zahl ist als Verhéltnis von kinetischer Energie zu Enthalpie(-differenz) ein Maf
fiir die Kompressibilitit eines Fluids. Sie ist dem Quadrat der Mach-Zahl proportional.
Fiir ideale Gase gilt:

T,
= (k— I)A—%)Maz : (4.20)

Teilweise ist es zweckméaflig, in der Eckert-Zahl eine charakteristische Temperatur an Stelle
einer Differenz einzufiihren; dann ist Ec = (k — 1)Ma®. Die Mach-Zahl

Uo

Ma = (4.21)

Co

ist das Verhaltnis von Stromungsgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit im Referenz-
zustand. Letztere ist definiert durch

2 _ (dpY _ (90
CO_(dp o) (4.22)

co = v/ kRTy = \/kpo/po - (4.23)

Fiir ideale Gase folgt
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Darin ist R = R/M die individuelle Gaskonstante, R = 8,315 J/(Kmol) ist die absolute
Gaskonstante und M die Molmasse.

Die Prandtl-Zahl modifiziert die Dicke der Temperaturgrenzschicht im Vergleich zur
Stromungsgrenzschicht im Grenzfall Re — oo. An der Stelle, wo in der Impulsgleichung die
Reynolds-Zahl auftaucht, tritt das Produkt RePr auf. Wenn die Stromungsgrenzschicht
von der Dicke

g ~ Re™1/? (4.24)

ist, ist daher die Temperaturgrenzschicht von der Dicke
67 ~ (RePr)~1/2. (4.25)
Somit ist das Verhéltnis der Grenzschichtdicken

or

~Pr1/2. (4.26)
bs

In Bild 4.1 sind einige Grenzschichtprofile schematisch dargestellt. Fall (a) liegt bei
fliissigen Metallen vor, diese besitzen bei sehr guter Warmeleitfahigkeit eine geringe Visko-
sitat, es ist Pr < 1. Gase besitzen eine vergleichsweise geringe Viskositdt und eine geringe
Warmeleitfdhigkeit, sie isolieren gut; es ist Pr ~ 1, Fall (b). Fliissigkeiten wie Wasser und
besonders Ole leiten die Wirme auBerordentlich schlecht, andererseits ist ihre Viskositat
hoch; es ist Pr > 1 fiir Wasser und Pr > 1 bei Olen, Fall (c).

A A A
Us,
T Os
Spla— T
T
65 i» 6T<—6>
us T
<_TW->/I£ A_TW.>/I/ <_TW->/| ’
(a) Pr«l1 (b) Pr~1 (c) Pr»1
dg « O Og ~ Ot Og » Ot

Bild 4.1: Zur Deutung des Einflusses der Prandtl-Zahl auf die Grenzschichtdicke
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Fiir praktische Rechnungen ergeben sich daraus interessante Konsequenzen:

e Bei flilssigen Metallen ist die Strémungsgrenzschicht vernachlassigbar, zur Ermittlung
der Temperaturgrenzschicht kann das Geschwindigkeitsprofil ndherungsweise durch
us(x) ersetzt werden.

e Bei Gasstromungen sind die Dicke der Temperatur- und Stromungsgrenzschicht von
gleicher Groflenordnung (fiir Pr = 1 ist 67 = 6g wie exakte Rechnungen zeigen, siehe
spater). Zur Anschauung seien charakteristische Prandtl-Zahlen angegeben:

Temperatur | Quecksilber | Luft | Wasser | Motorol

0°C 0,0288 0,72 13,6 47100
20°C 0,0249 0,71 7,02 10400
100°C 0,0162 0,69 1,74 276

Die folgende Skala zeigt das Prandtl-Zahl-Spektrum von Fluiden:

103 102 100" 1 10 10> 10° 10* Pr

L L L L L L L [
——— ~N— | S—
flussige  Gase Wasser Ole
Metalle ) ,
organische
Flussigkeiten

In dem Bereich zwischen den fliissigen Metallen und den Gasen (etwa 0,05 < Pr < 0,5)
gibt es keine Fluide. Bei Luft ist die Temperaturabhangigkeit nahezu vernachlassigbar, da
sich die Viskositat und die Warmeleitfahigkeit in etwa gleicher Weise mit der Temperatur
andern und die Warmekapazitat praktisch konstant ist. Bei Fliissigkeiten ist, wie die
Tabelle zeigt, die Temperaturabhéngigkeit erheblich.

Das Gleichungssystem (4.13), (4.14), (4.17) stellt die Grenzschichtgleichungen fiir
kompressible Stromungen dar. Es kann in dimensionsbehafteten Gréflen geschrieben wer-
den

0 0
a(PU) + a—y(Pv) =0,

ou owy__dp 2 ( on
P\"0z "0y ) T "z "oy Moy ) (4.27)

c ua—T+va—T —u@—kg )\a—T + @ 2
Per \ "o oy ) “dx Oy \' Oy a oy )

Hinzu kommen die thermische Zustandsgleichung p = p(7T', p) sowie Ansétze fiir die Trans-
portgroBen pund A = f(T, p), wobei die Druckabhéngigkeit meist unbedeutend ist. Damit
liegt ein geschlossenes Gleichungssystem zur Ermittlung der Unbekannten u, v, T', p vor.
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Sowohl die Druckarbeit als auch die Dissipation enthalten in der dimensionslosen
Schreibweise die Eckert-Zahl als Faktor. Fiur Ec — 0, d. h. fiir konstante Dichte, ver-
schwinden beide Ausdriicke. Nehmen wir dariiber hinaus noch die Transportgrofien als
konstant an, so folgen die Grenzschicht-Gleichungen fiir inkompressible Stromungen:

ou v,
ox Oy ’
ou ou dp 0%u
p (u% + va—y) = "1 + ua—y2 ; (4.28)

or T\ _ 0T
Per \ "oz U@y oy

Als Unbekannte verbleiben w, v, T = f(z,y). Mitunter wird jedoch auch bei inkom-
pressiblen Strémungen mit konstanten Stoffwerten der Dissipationsterm p(du/dy)? in der
Energiegleichung berticksichtigt.

Der kompressible und der inkompressible Fall unterscheiden sich in charakteristischer
Weise voneinander. Fiir p = konstant sind die Kontinuitats- und die Kraftegleichung von
der Energiegleichung entkoppelt, die Temperatur tritt in den Gln. (4.28) nicht auf. Die
Stromungsgrenzschicht kann daher unabhangig von der Temperaturgrenzschicht behandelt
werden. Bei bekannter Geschwindigkeitsverteilung stellt die Energiegleichung (4.28)3 eine
lineare partielle Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld dar.

Fiir p # konstant sind die drei Gleichungen (4.27) gekoppelt und kénnen nur simultan
gelost werden. Das ist eine ungleich schwierigere Aufgabe.

Neben der Prandtl- und der Eckert-Zahl sind fiir Temperaturgrenzschichten weitere
dimensionslose Kennzahlen von Bedeutung. Man definiert einen Warmeiibergangskoeffi-
zienten o durch

T
Guw = AT = — ()\8—) . (4.29)

Darin ist AT eine geeignete Temperaturdifferenz, z. B. mit AT = T, — Ty die Diffe-
renz zwischen der Temperatur an der Wand und am Auflenrand der Grenzschicht. Die
rechte Seite der Gleichung driickt aus, dal der Warmetibergang an der Wand allein durch
Wirmeleitung erfolgt. Der Wirmeiibergangskoeffizient hat die Dimension J/(m?sK). Er
ist selbstverstéandlich keine Stoffgrofle, er hangt vom Temperatur- und vom Geschwindig-
keitsfeld ab, seine Ermittlung ist das zentrale Problem dieses Kapitels.

Der Warmeiibergangskoeffizient kann in unterschiedlicher Weise dimensionslos ge-
macht werden. Gebrauchlich sind die folgenden Kennzahlen:

al  quL

A AAT
a Qw Nu

Nusselt-Zahl Nu = (4.30)

Stanton-Zahl St = (4.31)

PCpUog N pCp AT U " RePr

Diese Kennzahlen sind wie der Warmeiibergangskoeffizient ortliche Grolien. Die Nusselt-
Zahl ist nichts anderes als der dimensionslose negative Temperaturgradient an der Wand,
denn fir 7% = T/AT und y* = y/L folgt

orT*
Nu=— (8y* )w . (4.32)

65




Die Stanton-Zahl ist das Verhaltnis von an der Wand iibergehender Warmestromdichte
zur Enthalpiestromdichte(-differenz) der Auflenstrémung.

4.2 Der Warmeiibergang an der ebenen Platte

Fiir us(x) = uo = konstant haben die Bewegungs- und die Energiegleichung bei inkom-
pressiblen Fluiden die gleiche Form. Es ist

ou ou 9
“ax+”ay _VayQ ’
or  or 0T
“oz Ty T Yoy

(4.33)

Die Energiegleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung fiir das Temperatur-
profil T'(x,y), die bei bekanntem Geschwindigkeitsprofil und speziellen Randbedingun-
gen gelost werden kann. Wir besprechen zunéchst eine exakte Losung und anschlieflend
Naherungslosungen auf der Basis einer Integralbedingung.

4.2.1 Exakte Losung fiir Pr = 1 und konstante Wandtemperatur
Mit den Randbedingungen

y=0: u=v=0, T =T, = konstant

(4.34)
y=2=0: U= Us = Uso = Ug , T=Ts =T

und der Annahme Pr = 1, d. h. v = a, ist durch die Blasius-Losung nach Abschnitt 2.2
zugleich die Losung der Energiegleichung gegeben. Man sieht das sofort, denn der Ansatz
T Too — Ty T,

—:Ai-i—B, mit A= und B =

=X _w —w 4,
Too oo Too Too (4.35)

aufgrund der Randbedingungen, fiihrt die Energiegleichung auf die Impulsgleichung
zurick. Damit ist
T=Tw _u oder r_ v + &(1 - l) (4.36)
Too - Tw Uoo Tw Uoo Too Uoo
die Losung der Energiegleichung unter den getroffenen Voraussetzungen. Temperatur- und
Stromungsgrenzschicht sind gleich dick, es ist 67 = 6g.

In Bild 4.2 ist die Temperaturverteilung skizziert; durch die beliebig vorgebbare kon-
stante Wandtemperatur wird der Wandwarmestrom reguliert. Da das Temperatur- und
das Geschwindigkeitsprofil identisch sind, besteht eine direkte Proportionalitat zwischen
dem Warmeiibergang und der Wandschubspannung. Es ist

oT )\0 (Too — Tw) ou
o= Ao | — — [P\ Tw/(ZT . 4.37

K 0 ( ay )w Uoo ay w ( )
Fihren wir die Stanton-Zahl

w A ou* 1 1 ou*
St = : e —— ( u) = bimeg  (439)
PoCpo (Tw - Too)uoo HoCpo pOuooL c‘?y w Pr Re 8y
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I
Bild 4.2: Temperaturprofil bei ebener Plattenstromung sowie Pr = 1 und Ty, = konstant

und den Reibungsbeiwert

Tw 2 (Oou*
=2 4.
°f (83/* ) (4.39)

pou?,  Re

ein, so folgt die als Reynolds-Analogie zwischen Impuls- und Warmeaustausch bekannte
Beziehung

St = (4.40)
2
Es sei daran erinnert, dafl die Reynolds-Analogie in dieser einfachen Form nur unter
den Voraussetzungen ps(z) = konstant, T3,(z) = konstant sowie Pr = 1 gilt. Setzen

wir das Resultat (2.43) fiir den Reibungsbeiwert ein, so folgt als exakte Losung fiir den
Warmeiibergang

0332 Nu,
~ VRe, Re,’

Darin sind die Nusselt- und die Reynolds-Zahl mit der Ortskoordinate = gebildet

St d.h.  Nu, =0,332v/Re, . (4.41)

Uso T ax
e » s = (4.42)

Es gelten die Proportionalitdten c¢f ~ 7, ~ St ~ g, ~ a = C//x mit der Proportiona-
litatskonstante C'. Somit gilt Bild 2.6 in analoger Weise auch hier.
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Jw
St Oy = 2CL(X)
ox) bp————— x —
0 X >X

Bild 4.3: Verlauf des Warmeubergangskoeffizienten ou(X) ~ qw(Xx) ~ St(x)
und mittlerer Warmeubergangskoeffizient Opy

Bei technischen Problemen interessiert haufig nicht so sehr der ortliche Warmetiber-
gangskoeffizient sondern sein Mittelwert «,, vom Plattenanfang bis zur Stelle z. Es ist

1 C[de C
am:—/a(az)dx:;O NG :;2\/5:204(96). (4.43)

In C sind alle von x unabhéangigen Groflen zusammengefafit.

Fazit: Der mittlere Warmeiibergangskoeffizient einer Platte mit der Lange x ist gerade
doppelt so grol wie der ortliche Warmeiibergangskoeffizient an jener Stelle. Ausgedriickt
durch die Nusselt-Zahl ist

mL :
Nuy, = O‘T = 0,664\/Re = 2Nu,  bei z=1L. (4.44)

Nu,, wird mittlere Nusselt-Zahl genannt.

4.2.2 Naherungslosungen mit Integralbedingung fiir Pr # 1

Aus der Energiegleichung der Grenzschicht 148t sich eine Integralbedingung angeben. Wir
formulieren diese zunachst fiir den inkompressiblen Fall, gehen also vom Gleichungssystem
(4.28) aus. Multipliziert man die Kontinuitatsgleichung mit 7' — Ts und ersetzt in der
Temperaturgleichung 7" durch T — T}, so ergibt die Addition

=7 4.4
ox dy A (4.4)

pe, <8u(T - T(s) T aU(T — T,s)) az(fgy—z T5)

Nach partieller Integration iiber y folgt die Integralbedingung fiir die Energie, auch Warme-
stromgleichung der Temperaturgrenzschicht genannt:

o1

d or
e /u(T —Ts)dy| ==X\ (a—y>w = qu - (4.46)
0
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Bild 4.4: Kontrollvolumen zur Herleitung der Integralbedingung fur die Energie

Die obere Integrationsgrenze ist die Dicke der Temperaturgrenzschicht, da fiir y > ép der
Integrand verschwindet.

Die Integralbedingung fiir die Energie 1afit sich auch in einfacher Weise durch eine
Energiebilanz an dem in Bild 4.4 skizzierten Kontrollvolumen gewinnen. Es ist g >
Or eingezeichnet, d. h. Pr > 1. Der durch die Kontrollflichen stromende resultierende
Enthalpiestrom ist gleich der dem Kontrollvolumen zugefithrten Warme

d oTr
— Tdy| d Tsdr=—-A|—+— | dx. 4.47
e 0/ pucy,T'dy | dx + pvsc,Ts dx ( 8y)w x (4.47)

Der erste Term ist die Differenz zwischen dem durch 3—4 ausstromenden und dem durch
1-2 einstromenden Enthalpiestrom. Der zweite Term ist der durch 2-3 tretende Enthal-
piestrom. Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung ist

H

d
pvs dx = 1 /pu dy| dz . (4.48)
0

Oben eingesetzt erhélt man GI. (4.46). Der Term auf der rechten Seite ist der durch die
Wand hindurch tretende Enthalpiestrom.

Die Integralbedingung ist die Basis fiir Naherungslosungen nach Art des von Karman-
Pohlhausen-Verfahrens. Wir werden zwei Losungen fiir eine ebene Platte mit dps/dz =0
besprechen, da wir unterscheiden miissen, ob die Prandtl-Zahl grofler oder kleiner als eins
ist.
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Das Temperaturprofil sei durch

T(:E, y) — Ty
0 = —— 4.49
dimensionslos gemacht; es werde durch ein P3-Polynom
0(x,y) = a+ by + cy* + dy® (4.50)
dargestellt. Die vier Koeffizienten folgen aus den Randbedingungen
020
Yy = 0 : 0=0 s W =0 5
g , (4.51)
Yy = (ST : =1 ; — =0.
Ay

Die Randbedingung (9%0/0y?),, = 0 folgt direkt aus der Energiegleichung (4.28)3, wenn
diese an der Wand (u = v = 0) angeschrieben wird. Damit wird

S (Y 1y’
0 =—(=)-=|= - 4.52
Fiir das Geschwindigkeitsprofil wird ebenfalls ein P3-Polynom gewéhlt; es ergibt sich die
analoge Beziehung
3 1 °
way) 30y Ly (4.53)
Uso 2 (55 2 (55

Mit beiden Ansétzen kann die Integralbedingung (4.46), die mit € anstelle von T' geschrie-
ben

< /Hu(l—e)dy :a@—z)w (4.54)

lautet, ausgewertet werden. An dieser Stelle machen wir zur Vereinfachung die Vorausset-
zung Pr > 1; dafiir ist 67 < 6g. Es folgt

d 3, 3 .1 3a
- {55(%A — 5o )} = ShAa (4.55)
Darin ist mit 5 ( )
Alz) = 2T\ 4.56
@ =50 (1.56)

als Verhaltnis von Temperatur- zu Stromungsgrenzschichtdicke eine neue Variable ein-
gefiihrt worden. Wegen A < 1 ist A* < A? und GI. (4.55) geht niherungsweise iiber
in
d 10
§sA~—(65A2) = —2

dx Uso

(4.57)
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Ausdifferenziert folgt

dA dé 2 ,dA3 dé 10

Aus der zu Gl. (4.54) analogen Integralgleichung fiir den Impuls ergibt sich 6g. Man kann
dies auch unmittelbar aus GI. (4.55) herleiten, indem man A = 1 setzt und a durch v
ersetzt. Nach Integration folgt

280 vz dég 140 v

2

— _ _ = — 4.

S Az 13 ueo (4.59)

52 —
s 13 ueo

bzw.

Dies eingesetzt in Gl. (4.58) fithrt auf eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung
fiir A3:
4 dA3 3 13

—T—— = . 4.60
374 T 14Pr (4.60)
Sie hat die allgemeine Losung
13
30, — (1,.—3/4
A®(x) =Cx + TiPr (4.61)

Wir wollen den Fall betrachten, dafl die Temperatur der Platte bis zur Stelle x = xg
gleich der AuBlentemperatur T, ist. Danach soll die Kiihlung (oder Heizung) der Wand
einsetzen. Die Integrationskonstante C' folgt dann aus der Bedingung 67 = 0 fiir x = xg,
was gleichbedeutend mit A(z=xy) = 0 ist.

Uy ——p Uy, | 1 6S(X)
Too E——
[—
y A
u(x,y)
| =T
X 0(x,y)
0 g po
~+——X0—»e—— gekithlter Bereich
Ty=T, Ty < T,

Bild 4.5: Ebene Plattenstromung mit Kithlung
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Es folgt die Losung

A3(z) = gPr_l [1 - (%)3/1 . (4.62)

Wird mit der Kiithlung (oder Heizung) an der Vorderkante begonnen, so folgt

_ bp(x) _
Al = bs(z) (

1/3
13) py1/s = W97 (4.63)

14 T opl/3

Dieses Ergebnis ist bemerkenswert; fiir Fluide mit Prandtl-Zahlen gréfler eins ist das

Verhaltnis 67 /6g ~ pr—/ 3 wihrend die Grenzschichtabschitzung die Proportionalitiit

61/6g ~ Pr/2 ergab, Gl. (4.26). Letzteres ist bei kleinen Prandtl-Zahlen jedoch erfiillt,

wie wir weiter unten sehen werden. Fiir Pr = 1 folgt aus GI. (4.63) nicht exakt 6p = dg.

Dies liegt an dem Fehler, der beim Ubergang von Gl. (4.55) nach GI. (4.57) gemacht wurde.
Setzen wir 6g(z) nach Gl. (4.59) ein, so folgt

(ST(JJ) 4,51 . Uoo
r " RPPl Re, = —=. (4.64)

Abschlielend interessiert der Warmeiibergang

oT 00
w=-M=) =\XT,-T (=) . 4.
! (ay)w ( ><ay>w )
Nach dem Ansatz (4.51) ist
00 3
= 4.66
(f)y) w 207 (469
und der Warmeiibergangskoeffizient o wird
Guw 00 3 A
= = = _— = — . 4-
o) Tw —Teo g (ay)w 2 b7 (x) (467)

Fiihren wir 67 (x) nach Gl. (4.64) ein, so folgt fiir die 6rtliche Nusselt-Zahl

ax

Nu, = == = 0,331 Rel/?Prl/? (4.68)

Man vergleiche dies mit Gl. (4.41) fiir den Fall Pr = 1. Der Fehler gegeniiber dem genauen
Wert 0,332 ist bemerkenswert gering. In Abschnitt 4.3 werden wir die exakte Losung fiir
beliebige Prandtl-Zahlen kennenlernen und die Beziehung (4.68) bestétigt sehen.

Es mufl daran erinnert werden, dafl zu Beginn der Herleitung die Voraussetzung Pr > 1
gemacht wurde. Die Beziehung (4.68) ist jedoch auch noch fiir Pr ~ 0,7 (Luft) giiltig, wie
Abschnitt 4.3 zeigen wird.
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Bild 4.6: Ebene Plattenstromung mit Kuthlung bei
flussigen Metallen (85 << d7)

Fiir fliisssige Metalle mit Pr < 1 miissen getrennte U’berlegungen angestellt werden,
denen wir uns nunmehr zuwenden. Bild 4.6 zeigt die verdnderten Verhéltnisse, es ist
Og K Or.

Die Integralbedingung (4.54) kann fiir 6g < 67 unter der Annahme u(z,y) = us
ausgewertet werden, da die Geschwindigkeit u iiber den grofiten Teil der Temperatur-
grenzschicht konstant ist. Es wird der Ansatz (4.52) fiir das Temperaturprofil verwendet
und Gl. (4.54) geht iiber in

d T3y 1 s 3
Y Y a
— | oo l— =4+ = dy | = — . 4.69
a | " /[ 25t+2(5T)] TS (4.69)
0
Nach Integration folgt eine gewohnliche Differentialgleichung fiir 61 (z)

267 Aoy = Ao = % dg | (4.70)

Uoo

Mit der Anfangsbedingung 67 = 0 fiir x = 0 folgt fiir die Dicke der Temperaturgrenzschicht
die Losung

8ax o (x) 2,81
6T(fl3) = E bzw. - = Rel/QPrl/Q .

Man vergleiche dies mit Gl. (4.64), der Exponent der Prandtl-Zahl ist —1/2 an Stelle von
—1/3 fiir Pr > 1. Setzen wir 7 (x) in den Warmeiibergangskoeffizienten (4.67)

_ G (90) _3_A
a(zr) = Tl A (&U)w 257 (4.72)

ein, so erhalten wir fiir die ortliche Nusselt-Zahl

(4.71)

ax

Nu, = == = 0,530 Rel/2pPrl/2 . (4.73)

Man vergleiche dies mit GI. (4.68) fiir Pr > 1; der Exponent in der Prandtl-Zahl ist 1/2
an Stelle von 1/3, weiterhin hat die Konstante einen anderen Wert. Auch Gl. (4.73) wird
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durch die exakte Losung, die wir im néchsten Abschnitt besprechen werden, bestétigt. Die
Konstante hat fiir den Grenzfall Pr — 0 den exakten Wert 0,564 an Stelle von 0,530. Auch
hier ist der Fehler bemerkenswert gering.

Fiir das Verhéltnis der Grenzschichtdicken folgt mit Gl. (4.71) und Gl. (4.59)

ot (z) 26 5 12 —1/2
=4/=P =0,61P . 4.74
5s(z) V70 oL (4.74)

Die Proportionalitét, die die Grenzschichtabschétzung mit Gl. (4.26) ergab, finden wir fiir
Pr <« 1 bestatigt.

4.3 Ahnliche Lésungen
In Abschnitt 2.2 hatten wir besprochen, daf$ fiir Stromungen vom Typ us(x) ~ 2™, den so-
genannten Keilstromungen, dhnliche Losungen der Stromungsgrenzschicht existieren. Der
Exponent m bzw. der Keilwinkel 3, Bild 2.7, ist ein Parameter der Losungskurven fiir die
Geschwindigkeitsprofile, Bild 2.8.

In analoger Weise gibt es ahnliche Losungen der Energiegleichung

oT  OT  °T

— — =a—— 4.75
“or v oy “ oy? "’ (4.75)

wenn sich die Wandtemperatur in bestimmter Art mit der Lauflinge x &ndert:
Ty(z)—Ts = Kz . (4.76)

Auch fiir variable Auflengeschwindigkeiten us(x) ist Ts = konstant = T,,, da in einer
inkompressiblen Stromung (Ma — 0) die kinetische Energie nicht in innere Energie umge-
wandelt werden kann. Die Temperatur wird durch

T(:E ) y) - TOO

0(x,y) = To(@) — Too (4.77)

dimensionslos gemacht. Weiter fithren wir die in Abschnitt 2.2 beschriebene Ahnlichkeits-

transformation ein:
us 77/1
p— — p— . 4.
n(x,y) Vo f(n) = (4.78)

Dabei ist f(n) = fon (u/ugs)dn die dimensionslose Stromfunktion. Schreibt man die Ener-

giegleichung (4.75) auf die Ahnlichkeitskoordinaten um, so folgt eine gewdhnliche Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung fiir das Temperaturprofil:

1
0" + %Prf@’ _APrf0=0, '=d/dy. (4.79)

Die Variable x tritt explizit nicht mehr auf. Das Geschwindigkeitsprofil f' = u/us sowie
die dimensionslose Stromfunktion f sind durch die Hartree-Losungen bekannt, Abschnitt
2.2. Die Randbedingungen lauten:

= O N 9 — 1 5

4.80
N — 00 : 0=0. ( )
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Das dimensionslose Temperaturprofil hangt von drei Parametern ab:

e der Prandtl-Zahl Pr,

e dem Parameter m bzw. 3, der die Variation der Aulengeschwindigkeit us(x)

beschreibt, und

e dem Parameter 7, der die Variation der Wandtemperatur 7T, (z) beschreibt.
Gleichung (4.79) ist von verschiedenen Autoren fiir unterschiedliche Parameterkombina-
tionen numerisch gelost worden. Als erster hat Pohlhausen 1921 den Sonderfall der ebenen
Platte (m = 0) mit konstanter Wandtemperatur (y = 0) behandelt; Gl. (4.79) geht dafiir
iiber in

1
0" + 5Prf@’ =0, (4.81)
wobei f aus Gl. (2.33)
1
"+ §ff” =0 (4.82)
folgt. Somit kann man schreiben
0" i dIné’ dln f”

Nach Integration ergibt sich mit den Randbedingungen die formale Losung

(f//)PI‘ d77

—s3

0=1-— =6(n,Pr) . (4.84)

(f//)Pr dn

c—gle

Mit der aus der Losung der Blasius-Gleichung (2.40) bekannten Funktion f”(n) kann
Gl. (4.84) numerisch geldst werden.

Die folgenden drei Bilder aus dem Buch von Eckert und Drake zeigen das Temperatur-
profil fiir die verschiedenen Félle, wobei jeweils zwei Parameter konstant bleiben und der
dritte variiert wird. Die Ahnlichkeitskoordinate 7 ist dabei mit /(m + 1)/2 multipliziert
worden.

Bild 4.7 (a) zeigt den Einflufl der Prandtl-Zahl auf das Temperaturprofil fiir die ebene
Platte mit konstanter Wandtemperatur, also die Losung (4.84) nach Pohlhausen. Man
sieht sehr deutlich den starken EinfluB der Prandtl-Zahl auf die Dicke der Temperatur-
grenzschicht. Fir Pr = 1 sind das Temperatur- und das Geschwindigkeitsprofil identisch,
man vergleiche die entsprechenden Kurven in Bild 4.7 (a) und Bild 2.3 miteinander.

Bild 4.7 (b) zeigt fiir zwei verschiedene Prandtl-Zahlen sowie konstante Wandtempe-
ratur, dal der Einflufl der verdnderlichen Auflengeschwindigkeit nicht sehr grof§ ist.

Bild 4.7 (c) zeigt fiir die Luftstromung (Pr = 0,7) entlang einer ebenen Platte, in
welcher Weise sich das Temperaturprofil bei verdnderlicher Wandtemperatur T, (x) verhélt.
Fir v = —0,5 werden der Temperaturgradient an der Wand und damit der Wandwarme-
strom null, obwohl eine Differenz zwischen Wand- und Auflentemperatur vorliegt.
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(b) (c)
Bild 4.7: Ahnliche Losungen der Energiegleichung der Grenzschicht

Um dies diskutieren zu konnen, miissen wir zwei Falle unterscheiden:

1. Heizung der Wand, T, > Tj:
Fiir v > 0 nimmt 73, mit = zu, fiir v < 0 nimmt 7, ab.

2. Kiihlung der Wand, T, < Ts:
Fiir v > 0 nimmt 7, mit x ab, fiir v < 0 nimmt T3, zu.

Betrachten wir den Fall der Heizung, so nimmt fiir v < 0 die Wandtemperatur in z-
Richtung ab. In Wandnéahe strémen die Fluidteilchen stets aus Gebieten hoherer Tempe-
ratur in Bereiche niedriger Temperatur. Sie tragen daher eine grofiere Energie als deren
Umgebung und schiitzen somit die Wand vor den kélteren Fluidteilchen der Aufienbereiche.
Fir Werte v < —0,5 hat das Temperaturprofil in Wandnéhe ein Extremum und Wérme
flie3t zur Wand hin, obwohl T;, > Ty ist. Der Warmeiibergang folgt aus

o= () —oxmen (B) —omnfE (D) s

nach Einsetzen in die Nusselt-Zahl zu

or do Nu, do
Num = 7 = — Rex (d_n)w bzw. Re—iﬂ = - (%)w = f(Pr,m,”y) . (486)

Die dimensionslose Wandtangente (df/dn),, ist durch die numerische Losung als Funktion
von Pr, m und ~ gegeben. Es lassen sich analog zu Bild 4.7 verschiedene Diagramme
erstellen, siehe Eckert und Drake. Hier sei mit Bild 4.8 nur das Resultat fiir die ebene
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Bild 4.8: Die Nusselt-Zahl als Funktion der Prandtl-Zahl fur die Stromung
entlang einer ebenen Platte mit konstanter Wandtemperatur

Platte (m = 0) mit konstanter Wandtemperatur (v = 0) korrespondierend zu Bild 4.7 (a)
gezeigt.
Durch Differentiation von Gl. (4.84) ergibt sich die dimensionslose Wandtangente

P
—<3—9) :ooo’gir:al(Pr) mit  f(0) = 0,332 (4.87)
1w f(f)Prdn

0

Man sieht anhand von Bild 4.8, daf3 die Steigung der Kurve ihrerseits von der Prandtl-Zahl
abhéngt. Man kann den Zusammenhang a; (Pr) folgendermafien approximieren:

0,564 Pr'/?  fiir Pr — 0

do /2 g
[ av — a1 (Pr) = 0,500 Prl/3 fEu" 0,005 < Pr < 0,05 (4.88)
w 0,332 Pr fiir 0,6 < Pr < 10

0,339 Pr'/3  fiir Pr — oo

Fir Prandtl-Zahlen um eins ist
do _ _ 0,343
—|— ) =ai(Pr)=0,332Pr (4.89)
dn /.,
eine genauere Approximation. Der Einfachheit halber wird 0,343 durch 1/3 ersetzt.
Damit konnen folgende Beziehungen fiir den Wérmeiibergang an der ebenen Platte
mit konstanter Wandtemperatur angegeben werden:
Nu, = 0,564 Rel/?Pr!/2 = 0,564 Pel/2 fir  Pr—0
Nu, = 0,500 Rel/2Pr!/2 = 0,500 Pe/2 fir 0,005 < Pr < 0,05
Nu, = 0,332 Re!/?Pr!/3 fir 0,6 < Pr< 10
Nu, = 0,339 Rel/2Pr!/3 fir ~ Pr— oo

(4.90)
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Bild 4.9: Koordinatensystem fur die Grenzschicht-Gleichungen
bei freier Konvektion an einer senkrechten Platte;
(a) geheizte Wand, (b) gekithlte Wand

Die bei praktischen Anwendungen wichtigen (Ndherungs-)Beziehungen fiir fliissige Metalle
sowie flir Gase und Fliissigkeiten sind in Bild 4.8 gestrichelt eingezeichnet.

Die exakten Losungen bestétigen die mit der Integralbedingung gewonnenen Néhe-
rungsbeziehungen (4.68) fiir Pr > 1 sowie (4.72) fiir Pr < 1 in hervorragender Weise.
Die Abhéangigkeit der Nusselt-Zahl wird von der Integralmethode korrekt beschrieben, der
Fehler in der Konstanten ist gering. Das ist gleichzeitig eine Bestatigung der Beziehungen
(4.63) und (4.74), die fiir das Verhaltnis 67 /6s ~ Pr" den Exponenten n = —1/3 fiir Pr > 1
und n = —1/2 fiir Pr < 1 vorhersagen. Der Exponent n = —1/3 gilt ndherungsweise auch
bei allen Gasen, d. h. fiir 0,6 < Pr < 1.

4.4 Die Grenzschicht-Gleichungen bei freier Konvektion

Bei der freien oder natiirlichen Konvektion wird das Stromungsfeld durch Auftriebskrafte
hervorgerufen. Diese haben ihre Ursache in Dichteunterschieden, die auf Temperaturun-
terschieden beruhen. In Bild 4.9 ist das verwendete Koordinatensystem am Beispiel einer
senkrechten Platte dargestellt; die sich einstellenden Profile sind gleichfalls skizziert.

Die Volumenkraft pg; in der Impulsgleichung (4.2) stellt die Auftriebskraft dar. Bei
méfigen Temperaturen wird die Dichte in dem System der Bilanzgleichungen (4.1)—(4.3)
als konstant angenommen, eine Ausnahme bildet die Dichte in dem Auftriebsglied, man
bezeichnet dies als Boussinesq-Approximation. Mit dieser Annahme kann das Gleichungs-
system (4.28) ergdnzt durch das Auftriebsglied, wobei auf Grund der Wahl des Koordina-
tensystems bei der beheizten Wand g, = —g ist, ibernommen werden. Es ist zu beachten,
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daf bei gekiihlter Wand g, = +g¢ einzusetzen ist, da die x-Koordinate umgekehrt orientiert
ist

ou o0,
ox 0Oy ’
ou ou dp 0%u
p (u% + va—y) =93, + 'u8_y2 , (4.91)
oT oT 0*T
PCp <u8—x + Ua—y) = )\a—y2 .

Der Druckgradient in Stromungsrichtung ist nicht null, obwohl am Auflenrand der Grenz-
schicht us, = 0 ist. Er hangt nicht wie bei erzwungener Konvektion mit dem Geschwin-
digkeitsgradienten der Auflenstromung sondern mit der Volumenkraft am Auflenrand der
Grenzschicht zusammen. Schreiben wir Gl. (4.91)2 am Auflenrand an, so folgt der Zusam-
menhang

dp
g, 4.92
1o Pocl (4.92)
Damit ist q
p
—pg — 2 = (pos — p)g . 4.93
P9 — o (Poo — P)g (4.93)

Die Dichtednderung infolge Temperaturdnderungen wird durch den thermischen Ausdeh-

nungskoeffizienten
1/ 0p
—__(Z£ 4.94
= ( aT)p (4.94)

beschrieben. Fiir ein ideales Gas ist 5 = 1/T, fiir reale Gase ist 8T = f(T,p) > 1 und bei
Fliissigkeiten kleiner eins. Fiir endliche Differenzen kann naherungsweise

Ap=—pBAt  bzw.  pe—p=—Pp(Tec —T) (4.95)

geschrieben werden. Damit geht Gl. (4.93) tiber in

dp
—pg = = —98p(Te = T). (4.96)

Eingesetzt in die Impulsgleichung lauten die Grenzschicht-Gleichungen fiir freie Konvek-
tionsstromungen an senkrechten, ebenen Wanden

ou v,
or oy
ou ou 0%u
um- +Ua_y —gﬁ(T—Too)—i—Va—y2 ) (4.97)
oT aT 0*T

U%—f—vay :aa—y2.

Ein charakteristischer Unterschied gegeniiber inkompressiblen Stromungen bei
erzwungener Konvektion liegt darin, dafl die Energie- und die Impulsgleichung tiber die
Temperatur im Auftriebsglied gekoppelt sind. Die Temperaturverteilung erzeugt die Ge-
schwindigkeitsverteilung.
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Um die bei freier Konvektion entscheidende Kennzahl zu gewinnen, wird das Glei-
chungssystem durch Einfiihrung der Variablen

T—T
ut = —, vt = — Tt == Yyt == 0 =

= — 4.98
(%) Up L ’ L ’ Tw — Too ( )

dimensionslos gemacht. Dabei ist L eine charakteristische Lange, ug ist eine charakteristi-
sche Geschwindigkeit (es kann nicht u., wegen us, = 0 gewéhlt werden). Das Gleichungs-
system (4.97) geht iiber in

ou*  ov*

=0
ox* + oy* ’
ou* ou*  gB8(Tw — Tno)L 1 0%u*
- T gy .
U o v oy* ud + Re Oy*2 ’ (4.99)
00 00 1 0%
U +v

ox* oy* ~ RePr oy*2
Dabei sind die durch die Gln. (4.12) und (4.18) definierte Reynolds- und Prandtl-Zahl

ugL vooucy
= 2~ Pr=-=522% 4.1
Re . r=- )\ (4.100)

eingefiihrt. Daneben gibt es einen weiteren dimensionslosen Ausdruck in der Impulsglei-
chung

90(Tu — Too) L _ 981 (Tu — Tec) < v ) S (4.101)
ug 1% UoL

Dies ist die Definition der Grashof-Zahl
. gﬁLg(Tw - Too)

V2

Gr

(4.102)

Die dimensionslose Gruppe nach Gl. (4.101) ist das Verhéltnis von Auftriebskraft zu Trég-
heitskraft und wird als Archimedes-Zahl bezeichnet. Die Grashof-Zahl stellt das Verhéltnis
von Auftriebskraft zu Reibungskraft dar. Sie tritt bei der freien Konvektion an die Stelle
der Reynolds-Zahl. Mitunter wird statt der Grashof-Zahl die Rayleigh-Zahl Ra oder die
Froude-Zahl Fr

gﬂLg(Tw - Too) U(Z)

Ra = GrPr = , Fr =
va gL

(4.103)

verwendet. Die Rayleigh-Zahl spielt bei Fragen der thermischen Stabilitéit eine bevorzugte
Rolle.

Es gibt einige wenige Falle, in denen die erzwungene und die freie Konvektion gleich-
zeitig von Bedeutung sind. Das ist fiir Ar = Gr/Re®* = O(1) der Fall. Bei erzwunge-
ner Konvektion ist jedoch meist Re > 1 und die Auftriebskrifte sind vernachléssigbar
(Ar < 1). Da es sich stets um Stromungen mit niedriger Geschwindigkeit handelt, spielt
die Mach-Zahl keine Rolle.
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Wenn uo, = 0 ist, d. h. es liegt freie Konvektion vor, kann man die charakteristische
Geschwindigkeit ug so wahlen, dal die Archimedes-Zahl gleich eins ist

1/2
Ar=1, dh  uy= (ﬁ(Tw . TOO)gL> . (4.104)

Fiir die charakteristische Lange wird vielfach die Plattenlange verwendet. Man kann aber
auch die Lange L so festlegen, dal die Reynolds-Zahl und damit auch die Grashof-Zahl
gleich eins wird

2

1/3
1%
Re=Gr=1, dh L=(—w" 4.105
(gﬁ(Tw—Too)) ( )

sowie

o = <6(Tw . Too)gy)l/g . (4.106)

Letztere Wahl fiir die charakteristische Lange hat den Vorteil, daf in den Gln. (4.99) nur
noch die Prandtl-Zahl auftaucht. Die im nachsten Abschnitt verwendete, mit der Lauflange
x gebildete Grashof-Zahl

955173 (T — Too)

Gry 2 (4.107)
charakterisiert dann die dimensionslose Lénge x/L
A3 1/2 1/3
Gr, = <—> , L=|———F— . 4.108
v (=) (108

Zu Beginn ist bei der Vorzeichenwahl das Koordinatensystem nach Bild 4.9 (a) und
damit g, = —g zu Grunde gelegt worden. Gl. (4.97) gilt in gleicher Weise fiir eine gekiihlte
Wand, sofern das Koordinatensystem nach Bild 4.9 (b) gewé#hlt wird. Im Fall T, > T
wirkt ¢ in negativer z-Richtung, das Produkt ¢3(T — T ) ist negativ; im Fall T, < T, ist
das Produkt gleichfalls negativ, da (1" — T,) < 0 ist und g in positiver z-Richtung wirkt.

4.5 Freie Konvektionsstromung an der senkrechten Platte

4.5.1 Exakte Losung

Im Jahr 1930 haben Schmidt und Beckmann die Geschwindigkeits- und Temperaturvertei-
lung an einer senkrechten beheizten Platte in Luft fiir verschiedene Lauflangen experimen-
tell ermittelt. Sowohl die Geschwindigkeits- als auch die Temperaturprofile sind ahnlich,
sie lassen sich durch eine geeignete Koordinatentransformation zur Deckung bringen. Dar-
auf hat Pohlhausen schon 1921 hingewiesen. Das bedeutet, daf sich das Gleichungssystem
(4.97) in zwei gewohnliche Differentialgleichungen fiir die Geschwindigkeits- und die Tem-
peraturverteilung transformieren laf3t. Das Vorgehen dhnelt dem in Kapitel 2, wo wir
anhand der Blasius-Losung eine analoge Ahnlichkeitstransformation ausfiihrlich diskutiert
haben.
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0/0
0,8
0,6
0,4
0,2
0 T
4 6
(a) =2 (Gry/4) (b) =2 (Gry/4)"
Bild 4.10: Geschwindigkeits- (a) und Temperaturverteilung (b) an einer senkrechten
beheizten ebenen Platte nach Pohlhausen und Ostrach (T, = konstant)
Zunéchst wird durch Einfithren der Stromfunktion ¢, d. h. v = 0¢/0y und v =
—0v¢ [0z, die v-Komponente eliminiert. Mit der Transformation
1/4
Y Y  (98(Tw — T) _3/4
U($,y)—cm> f(ﬁ)—m, C—(T N[m }
(4.109)
lassen sich die Impulsgleichung (4.97)5 und die Energiegleichung (4.97)3 in
J"3ff = 2f 46 =0, = d/dy
T-—T (4.110)
0" +3Prf0 =0 0= _——"2
+3Prf : T T

iiberfiihren. Durch die Wahl der charakteristischen Lange und Geschwindigkeit tritt nur
die Prandtl-Zahl als Parameter auf. Durch die Ahnlichkeitstransformation ist die Langs-
koordinate x eliminiert worden, die Profile sind ahnlich. Die Randbedingungen lauten fiir
den Fall konstanter Wandtemperatur:

y=20": uv=v=0, T=T, bzw. j—fzo, =1 fir n=0

d; (4.111)
Yy — 00 u=v=0, T=T, bzw. d—zO, =0 fir n— o0

Ui

Die erste numerische Losung ist von Pohlhausen fiir Pr = 0,733 (Luft) durchgefiihrt wor-
den. Die Rechnungen stimmen mit den Messungen von Schmidt und Beckmann sehr gut
iiberein, vergleiche die Darstellung im Buch von Schlichting. Spéter ist das Gleichungssy-
stem (4.110) fiir verschiedene Prandtl-Zahlen numerisch integriert worden. Bild 4.10 zeigt
die Losung von Pohlhausen sowie jene von Ostrach fiir verschiedene Prandtl-Zahlen. Man
sieht, dafl 67 ~ 6g fiir Pr < 1 und 61 < 6g fiir Pr > 1 ist.
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1
104
> exakte Losung
— — — Niherungslosung (4.135)
10_2 T | I Pr

I
102 107! 1 10 10? 103

Bild 4.11: Ortliche Nusselt-Zahl an der senkrechten beheizten ebenen Platte
nach Ostrach (T, = konstant)

Der Warmeiibergang folgt aus

oT Cc (de
0=-2(55), =0T (3),

_ Quw A [(Gr, 14 746
R S dn ).,
Darin ist Gr, die mit der Lauflinge gebildete ortliche Grashof-Zahl nach Gl. (4.107). Es
folgt die ortliche Nusselt-Zahl zu

ax Gr, /4 746 Nu, do
Nu, = — = — — bzw. —_— = — | — = f(Pr) .
DY ( 1 ) (dn>w M (Gr /a7 (dn>w 7

(4.113)
Die dimensionslose Wandtangente ist durch die numerische Losung als eine Funktion der
Prandtl-Zahl gegeben (Bild 4.11).
Die exakte Losung kann durch die Beziehung

(4.112)

Nu,  0,676Pr'/? (4.114)
(Gr,/4)1/4 (0,861 + Pr)1/4 ‘

approximiert werden. Neben der ortlichen Nusselt-Zahl interessiert die mittlere Nusselt-
Zahl

By O i, A
Oy = x/a(w)d:v— . /:13 dz = 304(96). (4.115)
0 0
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Damit wird

Nu,  0,902Pr'/? (4.116)
(Gr/4)1/4 — (0,861 + Pr)1/4 '

Fiir Pr = 0,733 hat die rechte Seite den Wert 0,685. Es ist mit der Plattenlange L

o L gﬁ(Tw - Too)L3
Nu,, = — Gr = 2 . (4.117)
Die als mittlere Nusselt-Zahl bezeichnete Grofie Nu,,, ist nicht mit dem Mittelwert der
ortlichen Nusselt-Zahl zu verwechseln. Fiir letztere gilt

x xX

1 4 4
Nugem = - /Num dz = %/m?’/‘l dz = ?Cm?’/‘l = ?Num . (4.118)
0 0

Diese Grofle wird im Gegensatz zu Nu,, nicht verwendet. Anhand der Approximation
(4.116) lassen sich folgende Grenzfélle sofort angeben:

Nu,,
G Pu2)1/4 — K, fir Pr—o0,
rPr
4.11
- = 2 ur r — Oo0.
(GrPr)1/4

Auf der Basis der Approximation ergeben sich die Werte K; = 0,741 (0,800) und Ko =
0,683 (0,670); die Klammerwerte gelten fiir die exakte Losung.

4.5.2 Naherungslosung mit Integralbedingung

Wird die Impulsgleichung (4.97) partiell iiber y von y = 0 bis y = ¢ integriert, so folgt
die Integralbedingung fiir den Impuls

x 6
d 2, ou
0 0

Dabei ist wie bei der Herleitung der Integralbedingung nach von Karméan vorgegangen wor-
den, die Quergeschwindigkeit v wurde durch die Kontinuitatsgleichung (4.97); eliminiert
und die spezielle Randbedingung u., = 0 beachtet.

Da die Energiegleichung bei freier und erzwungener Konvektion gleich lautet, kann
die in Abschnitt 4.2.2 hergeleitete Integralbedingung fiir die Energie nach Gl. (4.46) direkt
iibernommen werden:

6
d or
0

Der Einfachheit halber wird im folgenden zwischen der Dicke der Stromungs- und der
Temperaturgrenzschicht nicht unterschieden werden. Das ist fiir Prandtl-Zahlen grofler
eins oder kleiner eins nur naherungsweise gestattet; die grundsatzlich mogliche Einfiihrung
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verschiedener Grenzschichtdicken wiirde die Rechnung erheblich verkomplizieren. Das Er-
gebnis wird auch so hinreichend genau sein, wie wir spater sehen werden.
Fiir das Temperaturprofil wird der Ansatz

T(z,y) = a+ by + cy? (4.122)
gewahlt, wobei a, b und ¢ aus den Randbedingungen

y=0": T=T,

T 4.123
y=2=a: T=T., 8—:0 ( )

folgen. Man erhalt

T(ry) —To _ (1 _ Q)z , (4.124)

Ty — T o

Fiir das Geschwindigkeitsprofil muf} ein kubisches Polynom gewahlt werden, um den Vor-
zeichenwechsel in der Steigung beschreiben zu kénnen (das u-Profil hat ein Maximum):

u(z,y)
UQ(%)

= A+ By +Cy* + Dy* . (4.125)

Up(x) ist eine fiktive Bezugsgeschwindigkeit. Die Randbedingungen lauten

2
y=0: u=0, —gzz—@(Tw—Tw),
ay v (4.126)
u
_ 5 ~0 %y,
y u 9 ay

Die zweite Randbedingung fiir y = 0 folgt aus der Impulsgleichung (4.97)2, wenn diese an
der Wand angeschrieben wird. In dieser “Wandbindungsgleichung” kommt der Einfluf des
Auftriebs auf das Geschwindigkeitsprofil zum Tragen. Es folgt

z(jc(my)) _ % (1 B %)2 _ (4.127)

Darin ist

2908(Tw — Teo)
4v

eine offene Funktion von z mit der Dimension einer Geschwindigkeit. Sie ist der Steigung

des u-Profils an der Wand proportional, denn es ist nach Gl. (4.127) (Ou/0y)w = uo/6.

Aufgrund des einparametrigen Ansatzes ist sie gleichfalls der maximalen Geschwindigkeit

uo(x) = Up(x)d(z) (4.128)
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Bild 4.12: Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil
nach GI. (4.124) und Gl. (4.127)

proportional. Es ist u = umax an der Stelle y = 6/3 und damit umax = 4up/27. In Bild
4.12 sind beide Profilanséitze dargestellt.

Die Ansétze (4.124) und (4.127) werden in die Integralbedingungen eingefiihrt, nach
Integration folgen zwei gekoppelte gewohnliche Differentialgleichungen fiir die beiden Un-
bekannten 6(z) und ug(x):

1 1

—i(ugé) = _@ + _gﬁ(Tw - Too)6 )

ii( ) = 2a .
30dz YT s

Es 1aBt sich eine analytische Losung des Gleichungssystems angeben. Zunachst entnehmen
wir der Gl. (4.128), da ug(x) ~ &(x)? ist. Mit dieser Information liefert Gl. (4.129), die
Aussage §(z) ~ /4. Daher nehmen wir folgende Lésungsansitze an:

uo(x) = Crzt/? §(z) = Cozt/* . (4.130)

Dies eingesetzt in die Integralbedingungen ergibt zwei Bestimmungsgleichungen fiir C; und
022

inCZ = g8(Tw — Too)lcz - ﬁlf :

420 3 Cs
) -y (4.131)
—(C1Cy = — .
40 Cs

Die z-Abhéngigkeit ist herausgefallen, die Losungsansétze (4.130) sind daher sinnvoll und
fiihren auf ahnliche Profile. Es folgt

9 ~1/2 T, — T 1/2
Cy =517Tv (2—(1) + Pr) (M) ,

2

9 1/4 T, T\ VA
0y =303 (2 1 pr) provz (950w —T) .
21 V2

(4.132)
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Darin ist schon Pr = v/a eingefiihrt; setzen wir zuséatzlich die ortliche Grashof-Zahl nach
Gl. (4.107) ein, so folgt mit Cy die gesuchte Grenzschichtdicke zu

§(x) (0,952 + Pr)!/4

7 - 3,93 Prl/QGri/‘L (4.133)
Der Warmeiibergang folgt aus
or
w=-—"A— | =aly,—T 4.134
0= (5,) —alt.-1) (4134
mit dem Ansatz (4.124) fiir das Temperaturprofil zu
2\ a(z)x x
= — b . N xr — = 2 y 4.]_
a(x) ) Ay u X 502) (4.135)
Nu, 0,508 Pr'/?

Gri/* (0,952 4 Pr)t/4 "

Man vergleiche dies mit der Approximation (4.114) der exakten Losung. Gl. (4.135) ist in
Bild 4.11 ebenfalls eingezeichnet, die Abweichung liegt fir 0,01 < Pr < 1000 unter 10%.
Dies ist erstaunlich, da die Naherungslosung unter der Voraussetzung 67 = dg gewonnen

wurde. Die Abhéngigkeit von der Prandtl-Zahl wird von der Naherungslosung richtig
4

vorhergesagt. Die mittlere Nusselt-Zahl folgt wegen oy, = sa(r=L) zu

Nu,  0,677Pr/? 1136
Grl/4 (0,952 + Pr)l/4 (4.136)

Die Grenzfille Pr — 0 und Pr — oo werden richtig vorhergesagt, es ist K; = 0,711
und Ko = 0,677 nach der Naherungslosung, der Fehler gegeniiber den exakten Werten
K1 =0,800 und K2 = 0,670 ist bemerkenswert gering.

Die Resultate fiir die freie Konvektionsstromung an einer senkrechten beheizten ebe-
nen Platte seien kurz zusammengefaft:

o Esist § ~ z'/%, im Vergleich dazu ist bei der erzwungenen Konvektion § ~ z'/2. Die
Grenzschicht wachst bei freier Konvektion langsamer an als bei erzwungener Konvek-

tion.

1/2

o Wegen §(z) ~ /4 ist Nu, ~ Grgl/ %, Bei der erzwungenen Konvektion ist Nu, ~ Re

wegen §(z) ~ z'/2.
Abschlieflend sei auf den Giiltigkeitsbereich der ermittelten Beziehungen hingewiesen. Aus
Experimenten weifl man, da$ fiir Ra, = Gr,Pr > 10® = 10° die Grenzschicht turbulent
wird; fiir Ra, < 10* treffen die Grenzschichtvoraussetzungen nicht mehr zu.
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