AERODYNAMISCHES INSTITUT
der Rheinisch - Westfalischen
Technischen Hochschule Aachen

Univ.-Prof. Dr.-Ing. W. Schroder

Klausur

Aerodynamik I

08. 09. 2017
MUSTERLOSUNG
EINSICHTNAHME

Hinweis:

Achten Sie darauf, ob Sie alle Aufgaben erhalten haben:

Klausur Aerodynamik I

Fragenteil, Biot-Savart, Tropfentheorie



Integrale und Additionstheoreme

Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(x)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(x) - sin(y)
o sin?(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(a)

e sin(z) = 2 - sin(z/2) - cos(x/2)

o sin’(z) = %(1 — cos(2x))
9 1
e cos“(z) = 5(1 + cos(2x))
Integrale
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. /de = [506) ~ 20(X) + Pin(x)
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e [ sin(ax)dz = _ cos(az)
a
e [ cos(az)dr = sin(az)
o [ sin’(az)dzr = v_1 sin(2ax)
2 da
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tan(g) -sin(z) = 1 — cos(z)
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sin(z)-sin(nz) =

sin[(n + 1)z] — sin[(n — 1)z] = 2 cos(nx) - sin(x)
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cos(n - ) - cos(p - @)dp = { 7T/(2) Z ;Z }
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sin(n - ¢) - sin(p - )dp = { W/(Q) Z;ﬁ }

Glauert-Integral

T cos(n-¢) S sin(n - )
/0 cos(p) — cos(¢’) dp = sin(p)

cos(ax) - cos(bx)dx =

sin[(a — b)x]  sin[(a + b)x]
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1. Aufgabe: Fragenteil (15 Punkte)

1. Wozu dient die Prandtl-Glauert Regel und was sind die Voraussetzungen fiir ihre Giiltigkeit?

2. Gilt das d’Alembertsche Paradoxon in Strémungen mit einer Machzahl Ma = 0.57 Begriinden Sie Thre
Antwort.

3. Die Zhukhovski-Abbildungsfunktion lautet:

a2

Zeigen Sie, dass diese Abbildungsfunktion einen parallel angestromten Kreiszylinder mit dem Radius a
auf eine doppelt durchlaufene Strecke (Platte) der Lénge 4a in der (-Ebene abbildet. Erldutern Sie kurz
die Auswirkungen einer Verschiebung des Kreiszylinders in z— bzw. y— Richtung auf die abgebildete
Kontur in der (-Ebene.

4. Beschreiben Sie kurz die grundlegende Idee eines Panelverfahrens und nennen Sie den Vorteil eines
Panelverfahrens gegeniiber der Skelett- bzw. Tropfentheorie. Welche potentialtheoretischen Elemen-
tarlosungen muss ein Panelverfahren besitzen, um einen Koérper mit Auftrieb zu berechnen?

5. Zeigen Sie anhand des Crocco’schen Wirbelsatzes drei Félle, fiir die eine 3-dimensionale stofifreie
Strémung isentrop ist.



2. Aufgabe: Biot-Savart (17 Punkte)

Der Einfluss eines riickwirts gepfeilten Fliigels auf das Hohenleitwerk eines Flugzeugs soll untersucht werden.
Der Fliigel besitzt die Zirkulation I'y, das hintere Hohenleitwerk die Zirkulation I's.

Uoo

Uoo

H‘

1. Skizzieren Sie das vollstdndige Wirbelsystem fiir den Hauptfliigel und das Hohenleitwerk. Gehen Sie

davon aus, dass beide Fliigel Auftrieb erzeugen.

2. Berechnen Sie die durch das Wirbelsystem des Hauptfliigels induzierten Geschwindigkeitskomponenten

Wy, wy und w, im Punkt P(x,0, z).

Hinweis: Gehen Sie davon aus, dass die Zirkulation I'; iiber den Hauptfliigel konstant ist.

3. Wie veréindert sich der Auftrieb am Hohenleitwerk qualitativ durch die vom Wirbelsystem des Haupt-
fliigels induzierte Geschwindigkeit? Wie wirkt sich der verdnderte Anstellwinkel auf das Nickmoment

aus?

Gegeben: I'y, I'g, b, B, s

. L _ T
Hinweis: w = 71— (cos @1 — cosps)



3. Aufgabe: Tropfentheorie (18 Punkte)

Ein geschlossener Profiltropfen mit der Profiltiefe I wird durch Uberlagerung der parallelen Antrémung e
mit der Quellen-Senken-Verteilung:

2
n(X) = 2—5uoo(11—58X—|—72X2) 0< X <X,
©(X) = 04ux(l—2X) Xs <X <1,

erzeugt.

1. Fiir welche Art von Stromungen kann die Tropfentheorie eingesetzt werden?

2. Wie lautet der Schliefungsansatz fiir einen geschlossenen Profiltropfen? Welches Verhéltnis leitet sich
daraus fiir die integralen Stérken von Quelle und Senke ab?

3. Ermitteln Sie die Gleichung der Oberseite des Profiltropfens Z(*)(X). Durch welche Eigenschaft der
Funktion Z®)(X) wird die SchlieBbedingung aus 2.) automatisch erfiillt?

4. Leiten Sie die Beziehung fiir die dimensionslose induzierte Axialstorgeschwindigkeit uq(X) = u(X)/uco
her und bestimmen Sie diese fiir das gegebene Profil. Verwenden Sie dazu den folgenden Ansatz fiir
die induzierte Geschwnindigkeit:

5. Bestimmen Sie unter Vernachlidssigung der vertikalen Stérgeschwindigkeit w,(X) die Verteilung des
Druckbeiwertes ¢, (X) dieses Profils bei der Machzahl Ma., = 0.6, nehmen Sie dabei die dimensionslose
induzierte Axialstérgeschwindigkeit u,(X) aus Aufgabenteil 4.) als gegeben an.

Gegeben: X; = 0.5, Mas = 0.6

Hinweis:
X2 gz _ =
U’ l
YA
Q(X) = uooa—X



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (15 Punkte)

1. Die Prandtl-Glauert Regel ist eine Korrektur fiir inkompressible Daten beziiglich der Kompressibilitéits-
effekte. Voraussetzungen sind schlanke Korper, geringe Anstellwinkel, reibungsfreie und drehungsfreie
Stromung. Weiterhin ist die Prandtl-Glauert Regel lediglich bis maximal Ma = 0.7 giiltig.

2. Das d’Alembertsche Paradoxon gilt fiir eine reibungsfreie Stromung unabhéngig von der Machzahl,
da der Druckwiderstand lediglich durch die Oberflichendruckverteilung bestimmt ist und der Druck-
beiwert nach der Prandtl-Glauert Regel lediglich durch einen konstanten Faktor skaliert wird. Damit
bleibt der integrierte Druckbeiwert wie im inkompressiblen Fall gleich Null.

3. Mit der Zhukhovski-Abbildungsfunktion { = # erhélt man unter Verwendung der Exponentialdar-

stellung z = x + iy = r - €¢

2 2i¢ 2
re-e”” +a° _.;
- T e
r

(= (2)

und mit der Euler’schen Relation z = x + iy = r - €'® = r(cos¢ + ising)

2
¢ =r(cosp +isingd) + a—(cosgb — ising). (3)
r
Die Zerlegung in Real- und Imaginéranteil ergibt
a? a?
E=(r+—)cos¢p und n=(r——)sing. (4)
r T

Fiir einen Kreis mit dem Radius r = a folgt daraus & = 2acos¢ und n = 0.

Durch eine Verschiebung des Kreises entlang der x-Achse wird die Dickenverteilung variiert. Eine
Verschiebung entlang der y-Achse veréndert die Wobung des Profils.

4. Beschreibung:
-Die Oberfliche des Korpers ist eine Quellen- bzw. Wirbelfliche. Die Bestimmung der Quellen- bzw.
Wirbelstérke erfolgt so, dass die Kontur eine Stromflache wird.

Vorteile:
-Im Gegensatz zur Tropfentheorie bzw. Skeletttheorie konnen beliebige Geometrien behandelt werden,
da die Voraussetzungen der linearen Theorie (schlanker Korper) entfallen.

potentialtheoretische Elementarlosungen:
-Potentialwirbel

5. Der Crocco’sche Wirbelsatz lautet

%—i—ﬁho:Tﬁs—i—ﬁx(Vxﬁ)



Eine 3-dimensionale stofifreie Stromung ist isentrop, falls diese stationér (g—? = 0), isoenergetisch (ﬁho)
und der Term ¢ x (V x ¥) zu Null wird.

e Falll: Die Stromung ist rotationsfrei. Somit gilt fiir die Wirbelstirke & = V x ¥ = 0 und damit auch
T x (V x9)=0.

e Fall2: Entlang von Stromlinien. Aus TVs = — x & lasst sich entnehmen, dass der Gradient der
Entropie in die Richtung des Vektors —7 x @& zeigt. Dieser ist jedoch orthogonal zu ¢ und somit zur
Stromlinie, woraus folgt, dass sich die Entropie lediglich orthogonal zur Stromlinie &ndert.

e Fall3: Beltramie Stromung, z.B. Rohrstromung mit axialem Wirbel oder freie Wirbel hinter einem
Tragfliigel. Falls &||7 folgt ¥ x & = 0.



Losung 2. Aufgabe: LOSUNG Biot-Savart (17 Punkte)

1. Vereinfachtes Wirbelsystem:

8



. Wie veréndert sich der Auftrieb am Hohenleitwerk qualitativ durch die vom Wirbelsystem des Haupt-
fliigels induzierte Geschwindigkeit? Wie wirkt sich der veréinderte Anstellwinkel auf das Nickmoment
aus?

Gebunder Wirbel:

d= a2+ 22
a = +/(xcos )+ 22
c=cd +d" =b/cos
d" =zsinf
d=c—c" =0b/cosfB —xsinp

Fiir die induzierte Geschwindigkeit gilt:

wr(z) = 42_—161(008 Y1 — COS P2)
mit
C/
cos 1 = N
b/ cos f — xsin 8
~ (wcos B)% + 22 + (b cos B — z sin B)?
und B ]
/ xsin 8
cOspy = — = e
o /y _ wsinf
CoS g = cos(m — ) = R

=  wi(x,z)

B Iy b/ cos f — xsin 8 n xsin 3
B dr/(xcos B)2 + 22 \ /(zcos B)2 + 22 + (b/cos B — wsin )2 Va2 + 22

Aufteilen der induzierten Geschwindigkeiten in die gefragen Komponenten:

Der gebundene Wirbel induziert Komponenten in alle drei Richtungen, zu-
erst Zerlegung in zy und z-Richtung:

. z z
% S TR T O T (xcos B)? + 22
' a xcos 3
U}i,my wLZ = —wWjyCOSY = —wWy— = —Wy
a (x cos B)? + 22

mit a’ = x cos 8. Weitere Zerlegung der xy Komponente:

W[,x = W[,y COS B

o wr . — Iz b/ cos B — xsin N xsin 8
M dr((weos B)2 + 22) \ f(weos B2 + 22 + (b cos B —wsin B2 Va® + 22

~ W — — I’y cos B b/ cos B — xsin N zsin 8
b dm((wcos B)? +22) \ \/(zcos B)2 + 22+ (b/cos B — xsin )2 Va2 + 22



Freier Wirbel:

s=btanpj

a=\/b%+ 22

c=r—s=x—btanj

d=+Vc+a2=/(x—btan )2 + b2 + 22

Fiir die induzierte Geschwindigkeit gilt:

wrr(z, z) = ﬁ(ces 1 — COS p2)

mit
cos g =cosT = —1
c r —btan 3
Cosp] = = =
T V/(z — btan §)2 + b2 + 22
und
Iy xr —btan
=  wrr(x,z) = +1
(2, 2) 4/ b2 + 22 <\/(x—btanﬁ)2+62+22 )

Aufteilen der induzierten Geschwindigkeiten in die gefragen Komponenten:
Der freie Wirbel induziert nur Komponenten in y und z Richtung, die z-

Komponente ergibt sich zu:
B B b
Wir,, = —Wyr COS7y = wnm
I'b r —btan 1
WL, = —
" A (0% + 2?) V/(z — btan §)2 + b2 + 22
Endergebnis mit Anteilen der zwei gebundenen und der zwei freien Wirbel:
N 'z b/ cos f — xsin 8 N rsin 8
Wy =
2m((zcos B)? +22) \ \/(wcos B)2 + 22 4 (b/cos B — wsin B)2 Va2 + 22
= wy =0
N Iy xcos 3 b/ cos f — xsinf n rsin
W, = ——
21 | ((xeos B)? +2%) \ \/(wcos B)2 + 22+ (b/cos B — xsinB)2 Va2 + 22

. b r —btan 1
(0% + 22) \ \/(z — btan B)2 + b2 + 22

3. Durch die induzierte Abwirtsgeschwindigkeit verringert sich der Anstellwinkel bzw. wird negativ.
Dadurch sinkt der Auftrieb und am Hohenleitwerk und das Nickmoment um die z-Achse steigt.
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Losung 3. Aufgabe: Tropfentheorie (18 Punkte)

1. Die Tropfentheorie wird auf inkompressible, 2-dimensionale Stromungen angewandt, die wegen der
ausschliellichen Beriicksichtigung von Quellen- und Senkenpotentialen keine resultierende Zirkulation
um das zu beschreibende Profil erzeugen.

2. SchlieBungsansatz:

1
/ q(X)dX =0
0
Es muss gewihrleistet sein, dass die integralen Stédrken der Quellen- und Senkenverteilung gleich sind.

3. Laut Hinweis gilt:

RYAQ,
X) = 2Uoo—
1X) = 2o
Bestimmung der Profilgeometrie fiir 0 < X < X
oz 1 1 2 )
=—q(X)=—— 11 — 58X 4+ 72X
ox ~ 2un @) = g a5 e +72X5)

1
Z(x) = / 55 (11— 58X 4 72X%) dX

Z0(X) = — (11X — 29X 4+ 24X%) 4+ C

25
Aus den Randbedingungen fiir einen geschlossenen Tropfen mit Z(¢)(X = 0) = 0 folgt C =0

1
= Z21(X) = 5 (11X — 20X” + 24X°%)
Bestimmung der Profilgeometrie fiir X, < X < 1:

oz 1 1

Z0(x) = /0.2(1 —2X)dX

ZP(X) =02(X - X2) +C
Aus den Randbedingungen fiir einen geschlossenen Tropfen mit Z(¢)(X = 1) = 0 folgt C =0
— Z0(X) = 0.2(X — X?)

Um zu zeigen, dass die Profilgeometrie stetig ist, werden die Funktionen an der Schnittstelle X
ausgewertet.

1 1 /11 29 24 1 1
ZW(X)= — (11X —29X2 4+ 24X3) = — [ = 22 4 22 ) —005=02(=—- ) =2zW(x
1 (Xs) 25( + ) 25 \ 2 4+8 2 4 > (X)

Aufgrund der obigen Randbedingungen und der Stetigkeit des Profils ist die SchlieBungsbedingung
automatisch erfiilt!

[ a0 = o (28006 = 1) = 2008 = X)) + (400 = X) — A0 = 0)) =0
0
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4. Die induzierte Axialstérgeschwindigkeit 148t sich aus der Quell-/Senkenverteilung mit

duind = M
2mr
herleiten.
2 Vind
w
_______________ P(x,z) ind
' Yind
r E
B E
0 X (x-x’) X
q(X)
Es gilt:
X -X'

r=+224+ (X — X2 sowie dujnq=

dvind

somit folgt fiir die in Punkt P induzierte Axialstorgeschwindigkeit u(X, Z):

1 [g(X) (X - Xdx'
J

u(X,Z):% 771 (X X)2

fiir diinne Profile Z — 0 kann der Term umgeschrieben werden

1t ax’
—- /!
u(X) 277/0 q(X") X — X/

bzw.

Fiir den gegebenen Profiltropfen folgt:

1 Xs dXx’ 1 dXx’
a(X = X' XN —__
Ua(X) g (/0 0X)x—x% +/XS a2( )X—X’>

11 (% dx’ 58 [Xs X'dX' N 72 [Xs X72qX'
257T 0 X—X/ 257T 0 X—X/ 257T 0 X—X/

ug(X) =

N 0.2 [ ax’ 0.4 ' X'dX’
T, X=X 1 Jx. X-X

12



58
ua(X) = 25—7T[—IH‘X—X/HS(S—%—W[—X/—XID{X—X/HS(S
- % [05(X — X') —2X(X — X') + X*In |X — X'[]
b2 o xt - % x xmx - XL
™ S ™ s
11 X 58 X — X,
Ua(X) = ;[%IH‘X—XS +%|:XS+X1H :|:|
-2 [—0.5X5 +2XX,+ X%In X - X }
251
1 X -1 -1
+ ;[—O-Mn X X +0.4 [(1—Xs)+Xln X—XSH

5. Die Verteilung des Druckbeiwertes ¢, (X)) bei der Machzahl Mas, = 0.6 wird nach der Prandtl-Glauert-
Regel aus dem Druckbeiwert im inkompressiblen Fall bestimmt ¢,(X)|pq=0. Unter Vernachléssigung
der vertikalen Storgeschwindigkeit gilt fiir den inkompressiblen Fall (Ma = 0) die Bernoulli-Gleichung;:

Poo + gugo =p(X)+ g(uoo +u(X))2

(X pracg = P — o “octlX) —02(X) 20 _ -y

2
U
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