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Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(z) = 2-sin(z/2) - cos(x/2)

o sin(z) = %(1 — cos(22))

o cos?(z) = %(1 + cos(22))

Integrale
°/ ! In(az + b)
ar+b ~  a @
X X
o /ax+b P In(az + b)

1
g + 1a sin(2ax)

cos?(ax) _ cos(ax)

3a a

cos(2x) = cos?(z) — sin’(x)

; (iL‘) 1—-cosx
an(=) =
2 1+ cosx

tan(g) -sin(z) = 1 — cos(x)
—%(cos[(n—l—l)w]—cos[(n—l)l’])

sin(x)-sin(nz) =

sin[(n + 1)z] —sin[(n — 1)z] = 2 - cos(nz) - sin(x)

o0
1 1 1—
Z — sin mpp -sin n¢) - ln< Cos(cpp + <,0))
n=1 n 4 1— COS(glJp — 4,0)
COS3(ax)dx _ 7Sin3(ax) N sin(ax)

3a a

3 sin(2azx)  sin(4ax)
4
de = -
cos” (az)dx 81‘4— 1 + 390
(2
sin(ax) cos(ax)dx = 51n2(am)
a

™

cos(n - ) - cos(p - p)dip = { 7T/(2) Z;g }

sin(n - @) - sin(p - )dp = { TF/?) Z;i }

o~ T T —

™

S~

Glauert-Integral

T cos(n-¢) S sin(n - )
|, ) ™ =

cos(ax) - cos(bx)dx =

sin[(a — b)x]  sin[(a + b)x]
2(a —b) 2(a+0)

v lal # [b]



1. Aufgabe: Fragenteil (12 Punkte)

1. Worin unterscheidet sich ein Windkanal Go6ttinger Bauart im Wesentlichen von einem Eiffel-Kanal?
2. Nennen Sie die Voraussetzungen fiir eine Profilberechnung mit der Skelett-Theorie.
3. Nennen Sie die Helmholtz’schen Wirbelsétze.

4. Leiten Sie aus der allgemeinen Form des Biot-Savart’schen Gesetzes

‘—;: F%?Xd?

Tan f TP
die Gleichung fiir die gerade endliche Wirbellinie her.
5. Beschreiben Sie kurz die Funktionsweise der Particle-Image Velocimetry (PIV).
6. Nennen Sie drei Einflussfaktoren auf die Genauigkeit der PIV.

7. Wozu dient die Prandtl-Glauert-Regel?



2. Aufgabe: Konforme Abbildungen (19 Punkte)

1. Welche Eigenschaft besitzt eine konforme Abbildung und wie muss ein Korper beschaffen sein, damit
das Stromungsfeld um ihn mit Hilfe der konformen Abbildung berechnet werden kann? Fiir welche Art
von Stromungen kann die Methode der konformen Abbildungen verwendet werden?

Der Bildkreis z = —ea + Re'® mit Radius R und Mittelpunkt zg = z9 = —ea wird mit der Zhukhovski-

Abbildungsfunktion

€:Z+a7
z

in der (-Ebene abgebildet. Fiir den Radius des Kreiszylinders gilt: R = a(1 + €), mit a = konstant.

Y

A

z-Ebene

S S

a=const.

2. Bestimmen Sie mit Hilfe der Abbildungsfunktion von Zhukhovski die Parameterdarstellung des in der

¢-Ebene liegenden Profils: g = fe,o)und 1 =g (e, ).

3. Zeigen Sie, dass sich die Darstellung aus Aufgabenteil 2 unter der Annahme eines schlanken Profils

(e2 = 0) in folgende Form iiberfiihren lisst:

§ =2 (cosgp — ssin2g0)
a

n_ 2esing (1 — cosyp)
a

Der betrachtete Kreiszylinder mit der Zirkulation I' befindet sich in einer Parallelstromung. Dabei bildet die
Anstromgeschwindigkeit mit Betrag ws, den Winkel o mit der z-Achse.

4. Stellen Sie fiir diesen Fall die komplexe Stromungsfunktion F'(z) in der z-Ebene auf.

5. Berechnen Sie die konjugiert komplexe Geschwindigkeitsverteilung w,(z) in Abhénigigkeit der gegebe-
nen Groflen und der Zirkulation I'. Zeichnen Sie qualitativ die Umstromung des Kreiszylinders in der
z-Ebene und die des zugehorigen Profils in der (-Ebene fiir den Fall, dass die Kutta’sche Abflussbe-
dingung an der Hinterkante des Profils erfiillt ist.

6. Bestimmen Sie die Zirkulation I' so, dass die Kutta’sche Abflussbedingung an der Hinterkante des

Profils erfiillt ist.

Gegeben: W, @, a, € < 1

Hinweis:

Naherungsformel fiir x < 1: H% ~1l—x

Anstromung: Fi(z) = (teo — 10s0)2
Dipol: Fy(2) = 2L mit M = 27 (uso + 1000 ) R?

= 27z

Potentialwirbel: F3(2) = i In(2)



3. Aufgabe: Tropfentheorie (19 Punkte)

Die Oberseite des Profiltropfens, fiir den die Druckverteilung gesucht wird, ist durch die Gleichung
ZM(X) = 0.02v X — X2(23 — 36X + 16X?)

beschrieben (X = 7,2 ) = &) Der Fouriersche Reihenansatz nach Riegels lautet:

N
1 .
Z®(p) = B E bpsin(ne).
n=1

Der Profiltropfen wird ohne Anstellung mit u,, angestromt.
1. Erlautern Sie genauer die Unterschiede zwischen Tropfen- und Skelett-Theorie hinsichtlich Auftriebs-,
Widerstandsverhalten und Schlankheit der zu untersuchenden Profile.

2. Geben Sie eine geeignete Transformation der Koordinate X in einen Winkel ¢ fiir den Profiltropfen
an und bestimmen Sie damit fiir den gegebenen Profiltropfen Z® (y).

3. Bestimmen Sie die Konstanten b,, der Fourier-Reihe fiir den obigen Profiltropfen.
4. Bestimmen Sie die dimensionslose induzierte Vertikalstorgeschwindigkeit w, in Abhéngigkeit von .

5. Bestimmen Sie mit Hilfe des Riegels-Faktors x und dem Reihenansatz nach Riegels einen allgemeinen
Ausdruck fiir die Gesamtgeschwindigkeit auf der Profilkontur Vi () durch Uberlagerung der Axi-
alstorgeschwindigkeit u(p) mit der freien Anstromung u.,. Geben Sie auch eine Gleichung fiir den
Riegels-Faktor an. Bestimmen Sie anschliefend die Gesamtgeschwindigkeit Vi (¢) auf der Profilkontur
fiir den obigen Profiltropfen.

6. Bestimmen Sie den Druckbeiwert c,(¢) auf der Oberfliche des gegebenen Profiltropfens.

Gegeben: uq.

Hinweis:
Storgeschwindigkeiten:

Winkelbeziehungen:

sin(3¢) = 3sin(p) — 4sin3(y)
cos(3p) = 4cos>(¢) — 3cos(y)



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (12 Punkte) (LOSUNG)

1. Ein Eiffel Kanal besitzt im Gegensatz zu einem Kanal Go6ttinger Bauart keine Riickfiithrung des Stro-
mungsmediums.

2. diinnes Profil,
schwache Wolbung,
kleine Anstellwinkel,
reibungsfreie and rotationsfreie Strémung,
inkompressible Stromung.

3. I. Drehung ist zeitlich konstant.
II. Wirbellinien flielen mit dem Fluid und Fluidelemente bleiben Teil derselben Wirbellinie.
II1. Zirkulation bzw. Wirbelfluss einer Wirbelrohre ist konstant und eine Wirbelrohre endet auf festem
Rand oder ist geschlossen.
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5. Die Methode der PIV basiert auf Stromungssichtbarmachung mit kleinsten Schwebeteilchen. Der zeit-
liche Versatz der Teilchen bzw. Partikel wird photographisch oder digital aufgezeichnet und anhand
von Auswertealgorithmen das Geschwindigkeitsfeld bestimmt.

6. Partikelgrofie (Folgeverhalten vs. Streulichteigenschaft),
Anzahl der Partikel in der Strémung,
Auflésungsvermogen der Optik,

Lichtschnittdicke,
Pulsabstand.

7. Die Prandtl-Glauert-Regel ist eine Korrektur fiir inkompressible Daten beziiglich der Kompressibili-
téatseffekte.



Losung 2. Aufgabe: Konforme Abbildungen (19 Punkte)
(LOSUNG)

1. (a) Die konforme Abbildung ist winkelerhaltend.
(b) Es muss sich bei dem Koérper um ein einfach geschlossenes Gebiet handeln (keine Liicken etc.)

(c) Zweidimensionale Potentialstromung (d.h. reibungsfrei, drehungsfrei, inkompressibel).

2.
z=—ca+ Re"”, R=a(l+¢)

2

a
(=2+2

4

: a? a?
(= —ca+ Re" + = —ca + Rcosp + iRsiny +

—ea + Re'® —ea + Rcosp + iRsing
a%(—ea + Reosp — iRsiny)
(—ea + Reosp)? + R2sin?p

—e+ (1+¢)cosp —i(1 +¢)sing
(—e+ (1 +e)cosp)? + (1 + 5)23in2<p>

( = —ea + Rcosp + iRsinp +

=a <—€ + (L +e)cosp + i(1 + €)sinp +

Nenner des letzten Terms:

(—e+ (1 4+€)cosp)? + (1 +¢)?sin’p = % — 26(1 + €)cosp + (1 + €)?cos*o + (1 + €)%sin?p
=2 —2e(1+¢€)cosp + (1 +¢)?
=1+2e(1+¢)(1 — cosyp)

£ + : _

= [—¢ + (1 + €)cosy] [1 1+2e(1+¢)(1 cosgo)]
n : !
1= (14 ¢) sing {1 1+2e(1+e)(1— cosw)]

3. Mit der Niherungsformel fiir  und und €% ~ 0:

g ~[—e+ (14¢e)cosp][1 4+ (1 —2e(1 +¢)(1 — cosy))]

= [~ + (1 +¢&)cosy] [2 — 22(1 — cosp) + 2e*(1 — cosyp)]

~ 2(1 + ¢e)cosp — 2 — 2e(1 + €)cosp(1l — cosp)

= 2c0sp + 2ec0sp — 26 — 2ecosp + 2ecos’p — 2e2cosp(1 — cosy)
/2 [cosgo —e+ ECOSQQO]

=2 [cosgp — asinch}

~(l+e)sing(l1—(1—2e(1+¢)(1—cosp)))

Q3

= 2¢(1 4 €)2sing(1 — cosy)
~ 2esinp(l — cosyp)



4. Kombination aus Anstrémung mit Winkel «, Dipol und Potentialwirbel, jeweils verschoben um den
Vektor vom Ursprung zum Kreismittelpunkt zg = —ea:

F(2) = wooe ™ "(z — 20) + woee™®

= Weo (2 + €a) + wooe™

+ea 27
d.
_dF i 0 @2 (14¢)? il
w=(2) dz  eC o (z+¢ea)?  2m(z+ca)

6. Die Kutta Bedingung besagt, dass es an einer unendlich diinnen Hinterkante nicht zur Umstrommung
kommt und das Fluid glatt abfliet. In der (-Ebene muss somit die Geschwindigkeit an der Hinterkante
wW¢(z = a) endlich sein. Betrachtet man jedoch den Kreiszylinder in der z-Ebene, so befindet sich an
der Stelle z=a ein Staupunkt, womit die Bedingung w,(z = a) = 0 erfiillt sein muss.

2 2 .
T _ —lo ia@ (1 + 8) i
W=(a) = wooe ™ —wool O+ S e T )

_ —lo i 23
= oo (e ¢ )+27ra(1+6)

o

= Weo (oS — isina — cosa — isina) + ———
2ra(l +¢

~—

il |
= -9 ' — =0
1WeoSINO + 27ra(1 n 5)

Somit ergibt sich fiir die Zirkulation I':

I' = 4ma(l + )weosina



Losung 3. Aufgabe: Tropfentheorie (19 Punkte) (LOSUNG)

1. Im Gegensatz zur Skeletttheorie werden bei der Tropfentheorie Verdrangungseffekte beriicksichtigt,
wéhrend bei der Skeletttheorie Effekte, die durch Wélbung des Profils hervorgerufen werden, beriick-
sichtigt werden. Die Skeletttheorie kann somit Auftrieb fiir schlanke Profile beschreiben, wéhrend die
Tropfentheorie Verdriangungseffekte ohne Auftrieb behandelt. Der Widerstand wird aufgrund der Po-
tentialstromung nicht mit einbezogen. Mit der Skeletttheorie und der Tropfentheorie kénnen nicht
dieselben Profile erzeugt werden.

2. Mit der Transformation:

X = 3(1 + cosp)

ZW(p) = 0.02\/%(1 + cosp) — 1(1 4 cosp)? (23 — 18(1 + cosyp) + 4(1 + cosp)?)

ZW (o) = 0.02, /% - icos%@ (9 — 10cosp + 4cos?p) = 0.01 sing (9 — 10cosp + 4cos?)
ZW (o) = 0.01(9sing — 10sing cosp + 4sing cos’p) = 0.01(9sing — 5sin(2p) + 4sinp(1 — sin’yp)),

mit Hinweis:

Z® () = 0.01(10sing — 5sin(2p) + sin(3p)) = 0.1sing — 0.05sin(2p) + 0.01sin(3¢)
3. ZW(p) = b1 sing + by sin(2p) + by sin(3¢) + ... = 0.1sinp — 0.05sin(2¢) + 0.01sin(3¢)

= b =0.2,bp = —0.1,b3 = 0.02 und b,, =0 fir n > 3

4. Vertikalstorgeschwindigkeit w:

w(X) =+ %q(X) und ¢(X) = 2uooddz—;)

we) _ 4 dz® dp de _ 2
= Uoso =+ dp dX ddX_ sing

w(p) _ __0.2cosp—0.2c0s(2¢)+0.06cos(3p)
Uso + sinp

5. Riegels-Faktor:
1 1

K . dz 2
X
Die Geschwindigkeit auf der Kontur ergibt sich mit Hilfe des Riegels-Faktors aus:

1 1
Vk(X) = Euges = ;(Uoo + U)

1 1! ax’
X) =~ (oo + — X/
= Ve(X) n<” +27r/0q( )X—X’)

Uso 1/1 dz dX’
K T Jo dX' X — X'




Koordinatentransformation X = £(1 + cos ¢):

(e = ¢ L(22y

Uso 2 [TdZ dy’
Vi) = Sy e L
He) = o) ( mJo de! cosap—cosw’>

Mit dem Fourieransatz nach Riegels:

N
1
dz® = 3 Z bn cos(ny')dy'
n=1

1 /7r cos(ng')dy'

N
= = - b
u(p) Uoonz_:l o= o COS@ — cos ¢’

Mit dem Glauert-Integral:

N )
sin(n
u(p) = +uso E b,n ( ?)
= sin ¢

Fiir die Geschwindigkeit auf der Kontur ergibt sich somit:

N sin(n)
Vi(p) = oo (1 + annw>

K = sin
Uso al sin(ny)
- 143 by Sn)
- —92d7 2 =1 Sin @
sin pdy
Fiir den gegeben Profiltropfen folgt somit:
(9 (3
Vi(p) = i (1 10202520 | 0.06SM>
\/1 + (0.2cos<p—0.2cos(2g0)+0.06(:08(3<p) ) 2 sy siny
sing

. cp =25

o
& = 1= gl (1+ X0, bun a2 2

mit by = 0.2 ; bo = —0.1 und b3 = 0.02:

in (2 in(3
ep=1— b (1.2 = 0.2°0E2) 4 0657 52))2
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