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Hinweis:

Achten Sie darauf, ob Sie alle Aufgaben erhalten haben.

Klausur Aerodynamik I

Fragenteil, konforme Abbildung, Tropfentheorie



Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(z) = 2-sin(z/2) - cos(x/2)

o sin(z) = %(1 — cos(22))

o cos?(z) = %(1 + cos(22))

Integrale
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1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte)

1. Wie lauten die Helmholtz’schen Wirbelsdtze und unter welchen Voraussetzungen sind diese anwendbar?
Inwiefern findet der dritte Helmholtz’sche Wirbelsatz Anwendung, wenn ein Tragfliigel mit endlicher
Spannweite aus der Ruhe beschleunigt wird?

2. Leiten Sie aus der allgemeinen Form des Biot-Savart’schen Gesetzes

= T ?Xd?
V=-—— = a
4#/(1{ 71

die Gleichung fiir den induzierten Geschwindigkeitsbetrag einer geraden Wirbellinie her.
Welche induzierte Geschwindigkeit ergibt sich fiir den Spezialfall eines (a) unendlichen und (b) halb-
unendlichen Stabwirbels?

3. Wozu dient die Prandtl-Glauert-Ackeret Regel und was sind die Voraussetzungen fiir ihre Giiltigkeit?
Wenden Sie die Prandtl-Glauert-Ackeret Regel auf den Auftriebsanstieg dc,/Oa einer ebenen Platte
an und stellen Sie diesen Verlauf graphisch dar. Geben Sie die Werte fiir dc,/da bei entsprechenden
Vergleichsmachzahlen an und markieren Sie die Giiltigkeitsbereiche in der Skizze.



2. Aufgabe: Konforme Abbildung (18 Punkte)

1. Nennen Sie jeweils einen Vor- und Nachteil sowie die Voraussetzungen zur Anwendung der Methode

der konformen Abbildungen.

Gegeben sei im Folgenen der abgebildete Profilkreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt M(zg, 0) der
mit Hilfe der Zhukhovski Abbildungsfunktion

in die (-Ebene iibertragen werden kann.

C:z—&-af
z

2. Beschreiben Sie die Auswirkung der x-Verschiebung des Kreises auf das resultierende Zhukhovski Profil
in der (-Ebene. Was wiirde eine zusétzliche Verschiebung des Bildkreises in y-Richtung bewirken?

Geben Sie die komplexe z-Koordinate fiir die Profilnase und die Hinterkante an.

3. Bestimmen Sie die komplexe Profilkontur in der (-Ebene ({(p, R, z¢)) und geben Sie die Koordinaten
der Nase und Hinterkante in der (-Ebene an. Zeigen Sie, dass der Abstand der Nase zum Ursprung

grofer als 2q ist.

4. Stellen Sie die komplexe Potentialfunktion F'(z) und die konjugiert komplexe Geschwindigkeit w, (¢, R, )
auf der Kreiskontur fiir den Fall, dass das Profil mit U,, > 0 unter dem Anstellwinkel o angestromt

wird, auf. Nehmen Sie die Zirkulation I" als gegeben an.

5. Bestimmen Sie die komplexe Kraft auf das Profil in der z-Ebene. Hinweis: Verwenden Sie nur die
fiir das Residuentheorem bzw. die Kraftberechnung notwendigen Terme und benutzen Sie folgende

Vereinfachungen:

1 1 L GO 1 1
-+ —und — & —
(z —29)%2 22

z—2z20 2 22

Gegeben: 9 < 0, R, U, @, ', poo.

Hinweise:

Potentialstrémungen:
Translationsstromung: F(z') = U2’
Dipol: F(2) = 32 mit M = 27U R?
Potentialwirbel: F'(z') = 2Lin(2’)

1. Blasius-Forrznel:
F, == $w(z) dz
Residuentheorem:

]{f(z)dz =i2rB; fir f(z)=Bo+ % +

+

By
22

220

23

B
+...+Z—:+Clz+0222+...

+ C, 2"



3. Aufgabe: Tropfentheorie (18 Punkte)

Die Oberseite eines Profiltropfens ist durch die Gleichung

ZW(X) =4avVX - X2(9- X -8X?*(3-2X)), X=

z
l

mit X € [0, 1] beschrieben. Der Profiltropfen wird mit u~, angestromt.
Der Fouriersche Reihenansatz nach Riegels lautet:

N
1 .
ZW () = 5 E bpsin(nep).
n=1

. Transformieren Sie die gegebene Profilgleichung in das ¢-Koordinatensystem und bestimmen Sie die
Faktoren b,, der Fourier-Reihe nach Riegels fiir den obigen Profiltropfen in Abhéngigkeit von a.

. Bestimmen Sie die Dickenriicklage ¢4 und Xg4. Berechnen Sie den Wert der Konstanten a fiir den
Fall, dass die Profildicke der Dicke eines NACA-0015 Profils entspricht. Beachten Sie die gegebenen
Hinweise.

. Geben Sie die Verteilungsfunktion der Quellstérken ¢(¢) an und berechnen Sie damit die dimensionslose

Vertikalstorgeschwindigkeit w, () = wle),

Uoo

. Leiten Sie fiir einen allgemeinen Profiltropfen nach dem Reihenansatz von Riegels einen Ausdruck fiir
u(p) her und bestimmen Sie fiir den gegebenen Profiltropfen die dimensionslose Axialstérgeschwindig-

ulg).

Uco

keit uq (@) =

Gegeben: .
Hinweis:
Storgeschwindigkeiten:

1 l
¥ =g [a) g ) = g

Quellverteilung:
az
X) = 2Uoo—=
1X) = 2use 73

Winkelbeziehungen:

. 1. 1 .
sin(g) cos®(p) = 1 sin(2¢) + 3 sin(4¢)

30 . '
[ -18 cos(p) ——
| -22 cos(2¢) + 4cos(4¢p) ---------

20

f(¢)

-10

-20




Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte) (LOSUNG)

1. Helmholtz’sche Wirbelsatze:

i) Drehung ist zeitlich konstant.
ii) Wirbellinien flielen mit dem Fluid und Fluidelemente bleiben Teil derselben Wirbellinie.

ili) Zirkulation bzw. Wirbelfluss einer Wirbelrohre ist konstant und eine Wirbelrohre endet auf festem
Rand oder ist geschlossen.

Die Helmholtz’schen Wirbelsédtze gelten fiir eine reibungsfreie barotrope Stréomung mit konservativen
Volumenkréften, in einem nicht-rotierendem Referenzsystem.

Der 3. Helmholtz’sche Wirbelsatz besagt, dass die Zirkulation bzw. der Wirbelfluss einer Wirbelrohre
konstant ist. Daraus folgt, dass die Wirbelrohre auf einem festen Rand bzw. im Unendlichen endet oder
in sich geschlossen ist. Der gebundene Wirbel entlang der Tragfldche endlicher Spannweite kann an de-
ren Enden nicht aufhtren, sondern geht in zwei freie Wirbel iiber, welche sich parallel zur Anstrémung
vom Profil entfernen. Wird ein zuerst ruhendes Profil bewegt, so bildet sich ein sog. Anfahrwirbel
aus. Der III. Helmholtz’sche Wirbelsatz bedingt, dass sich die freien Wirbel mit dem Anfahrwirbel
verbinden und somit mit dem gebundenen Wirbel eine geschlossene Wirbellinie bilden.

®2
1 4 @
T DY
C ds
|7 x d3| =|7|-|d3| -sing=a-|ds|=a-ds  (Fliche Parallelogramm)
in(e) a rdp
sin(p) = — = ——
¢ r ds
d d
— —j =% und a= rsin(y)
r a

7 :Ff |7 x dS| _ F/ a-ds T [ rsineds
Y 4 |73 4t Jg 13 dr Jg 3
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Vil = Tg (COS®1 — cOs p2)

(a) unendlicher Stabwirbel:



(a) halbunendlicher Stabwirbel:
0
$1 — B} p2 — T

=, T
Vil = dTa

. Die Prandtl-Glauert-Ackeret Regel ist eine Korrektur fiir inkompressible Daten beziiglich der Kom-
pressibilitdtseffekte. Voraussetzungen sind schlanke Korper, geringe Anstellwinkel, reibungsfreie und
drehungsfreie Stromung. Weiterhin ist die Prandtl-Glauert-Ackeret Regel lediglich fir Mas < 0.7
bzw. im Bereich 1.2 S May, < 5 giiltig.

Nach der Prandtl-Glauert-Ackeret Regel wird der Auftriebsanstieg fiir eine kompressible Stromung
aus der Skalierung der Steigung des Auftriebsbeiwertes bei Vergleichsmachzahlen bestimmt.

Vergleichsmachzahlen:
Ma, =0 fiir Mas < 0.7 mit 9|70, 0 = 2
Ma, = V2 fiir 1.2 < Mas < 5; mit 5|, 5 =4
Der Skalierungsfaktor ist NI
Transschall Hyperschall
A !
dc,/da
2
V(1-Ma®))

211




Losung 2. Aufgabe: Konforme Abbildung (18 Punkte) (LOSUNG)

1. Vorteile: exaktes Verfahren

Nachteile: nur zweidimensional anwendbar, schwierig fiir allgemeine Geometrien
Voraussetzungen: inkompressible, stationire, rotationsfreie und reibungsfreie Strémung, geschlossene

Geometrie, 2D

2. Einfluss der Verschiebung:

0 =0,90=0 — ebene Platte
2o <0,y0=0=>d/l >0 — symmetrischer Profiltropfen mit endlicher Dicke
Yo >0, 20=0=>f >0 — Skelett-Profil mit Waélbung

zog < 0,y0>0=>d/l>0,f>0 — Profil mit Wo6lbung und Dicke

Profilkoordinaten:
Nase: z = —R + xg
HK:z= R+ xg
xo <0

3. Transformation in die (-Ebene:

2
C:z—i-a— mit a = R+ z¢ und 2z = Re'? + z¢
z
; (R+:E0)2
— Re'¥ 4 =20
¢ =m0+ Re +x0—|—Rew
(R+$0)2
xo + R(cos ¢ + isin @)

¢ =z + R(cosp + isinp) +

Profilloordinten in (-Ebene:

HK: p =0 (=2a=2(R+ )
VK:ip=7 (=((p=m) mit sin(r) =0 und cos(m)=—1

(R + 1130)2
= — R _—
¢ =0 + R
< _ (l‘o — R)2 ‘|‘ (R + $0)2
To— R
_ Zm% +2R?
N o — R
_ 5 (w5 +R%a
(zo — R)(R + o)
R% 4+ 23
(=-2a 0
R? — 22
. R2+x3 ..
wobei Rl 1, somit ist [£(VK)| > 2a.
4. komplexe Potentialfunktion F'(z):
Kombination von Anstrémung, Dipol und Wirbel
2 .
00 r
F() = Us? + UZ,R + ;—W In(2")



Transformation in z:
um xg verschoben und um « gedreht da der Dipol senkrecht zur Anstrémung steht.
2= Re + 19 = Re'¥'TY 4 35 = Re™¥ e 4+ 1 = 2™ + 20

/

2 = (z —xg)e ™

Potentialfunktion F'(z):

i Us€®R? il Ta
F(2) = Usse (2 — z0) + 20_7330 + o In(z — zg) + o
komplexe Geschwindigkeitsfunktion w(z):
dF(z) ia Uso€®R? il’
= — = U o
w=(2) dz oot (z —x0)?  27m(z —x0)
auf der Kreiskontur mit z = Re? + xg
S i Use®R? il » 5 il
w(p, R, x0) = Usoe™ ™ — R2e2ip 271 Reiv = Usoe™ = U e 4,0) 27TR€W

Cwy(z)

ir Usoe'®R2
2

wz(2) = Voo™ + om(z —x0) (2 — x0)

Darstellung von w,(z) als Quotientenreihe analog zu der Reihe aus dem gegebenen Residuentheorem :

Ay Ao :
z =A t
wz(2) 0+z—z0+(z—z0)2 mi
. 18 .
Ao == Uooe—za, A1 == %, AQ - — OOGZQR2
™

(wz(z)>2 kann somit als:

formuliert werden.

. . — 1 1 z0
Mit Verwendung der Hinweise: oLt 3 und (e

SR iy

——\2 1 A? +240A 2A5A
0.(2)) = A2 42404, - 4 A1t 2Aodizo 200
z 2

=20 kann dies umgeformt werden zu:

Nach dem Residuentheorem ist lediglich der Term mit % von Relevanz fiir die Integration, sodass
lediglich ein Term nach Bildung des Quadrates beriicksichtigt werden muss. Es gilt:

By = 2A0A1

sodass fiir die Kraft in der z-Ebene gilt:

Fz = ZpQOO (271'12/10/11)
. T
= —pooT(Usce™%) (Z)

s

= —ipooUooe_ioT



Losung 3. Aufgabe: Tropfentheorie (18 Punkte) (LOSUNG)

1. Transformation der Profilgleichung nach ¢:
ZW(X) =4avX — X% (9 - X — 8X%(3 - 2X))

Transformation mit X = 1(1 + cos(¢)) bzw. dessen Umformung:

sin(p) = /1 —cos?(p) = /1 - (2X —1)2 = /1 — (4X2—4X +1) =2V X — X2

Einsetzen und Ausmultiplizieren:

Z(t)(cp) = 2asin(y) (9 — 7(1 + cos(p)) — 2 (1 + 2cos(p) + cosz(ap)) (2 — cos(go)))
= 2asin(p

5 5 cos — 4 — 8cos(p) — 4cos?(p) + 2cos(p) + 4 cos?(p) + 2 cos3(<p))

(3
— 2asin(p (2—008 +2008(<,0)>
)

=a (9 sin(p) — 13 sin(p) cos(p) + 4sin(p) cos?’(go))

Mit dem Additionstheorem sin(2¢) = 2sin(p) cos(¢) und dem gegebenem Hinweis:

sin(p) cos3(p) = 1 sin(2p) + £ sin(4y)
folgt

ZW(p) =a (9 sin(y) — ? sin(2¢p) + sin(2¢) + ;sin(élcp))
= 9asin(p) — 117a sin(2¢) + gsin(éhp)

= % (18a sin (¢) — 1lasin (2¢) + asin (4¢) )
Aus dem Koeffizientenvergleich mit der gegebenen Reihe ergeben sich die Koeffizienten b,, zu:
b1 =18a; by =—1la; b3=0; by=a; b,=0 Vn>4.
2. Dickenriicklage ¢4 und X :

Gesucht ist die Position von ¢ und X an der die Profilkontur ihr Maximum besitzt:

Az dZ dy | dp deo
L . a &2
AX ~dpdx 0 dx sm( 70 wd Iy FooVeeOm
az 1
= — i 2 (18@ cos () — 22a cos (2¢) + 4a cos (4(,0)) =0
= 18a cos () — 22a cos (2¢p) + 4a cos (4p) =0

& —22c08 (2¢) + 4 cos (4) = —18cos (¢)

10



Die ermittelte Funktion % wird gerade dann Null, wenn sich die Graphen von —22 cos (2¢) +4 cos (4¢)
und —18 cos (¢) schneiden.

Anhand der gegebenen Abbildung ldsst sich somit ¢4 = 2.1 ablesen.

Desweiteren lésst sich —18 cos(p4) ~ 9 ablesen, woraus sich cos(py) &~ —0.5 ergibt.
Mit der Koordinatentransformation nach X ergibt sich:

Xg =11+ cos(pg)) ~ 3(1 —0.5) = 0.25.

Einsetzen von X, = % in die Profilgleichung;:

1 1 1 8, 2

O(x) =g/t (gL _ 8.4 2

25 (Xa) =day[ 1= 15 (9 17160 4)>
3 (35 5
—4“\/16(4‘4>

15v/3
= T(L

Die Dicke soll der eines NACA-0015 Profils entsprechen:

270 (X,) £ 0.15 = 45

Somit ergibt sich der Wert fiir die Konstante a:

15v/3 15 1
2——a =

— <:> Q= ——
2 100 100v/3

. Bestimmung von ¢(¢p)

dz de

Transformation der Gleichung von ¢(X) nach ¢: q(¢) = 2us g3 7%

Mit der Ableitung von Z® () nach ¢ aus vorherigem Aufgabenteil:
% - % (18a cos () — 22a cos (2¢) + 4a cos (4¢p) )

Ableitung der Transformation X = 3(1 4 cos(¢p)):

dxX _ —sin(p)
dp — 2 :

Es ergibt sicht g(p) zu:

q(p) = ;?ﬁg‘@(’f (18cos(p) — 22cos(2¢) + 4cos(4p)).

11



Bestimmung von w,(p):
Aus w(X) = £1¢(X) folgt: wa(p) = £51—q(¢p).

2Uoo

Fiir wy(p) ergibt sich somit:
wa(p) = :F#(Lp)(]ﬁcos((p) — 22c0s(2¢) + 4cos(4y)).

. Bestimmung von u(¢p) fiir einen allgemeinen Profiltropfen mit dem Ansatz:

= or fO , dX/

Einsetzen der Quellgleichung ergibt:

_ use [1dZ(X') dX'
u(X)="= |, "’ xXox

Die Transformation nach ¢ fithrt auf:

2uoo fO az( sO) dy’
cos(p)—cos(¢’)

Die Ableitung des Reihenansatzes lautet:

(t)
dZ (‘p =3 Z 1 bnncos(ny).

Setzt man dlesen in die Integralgleichung ein und passt die Grenzen an folgt:

u(p) = == SN by [ B0y

Unter Verwendung des Glauert-Integrals folgt schliellich

u(p) = e SR ban SStE.
Bestimmung von u,(¢) = %—3 fiir den Profiltropfen:

Einsetzen der Koeffizienten in das Ergebnis des vorherigen Aufgabenteils:

uq(p) = 25:1 bnnsm("@ — (18 _ 995n(2e) 4 4sm((4$)>

sin(p) sm( ) sin

12



