Laminare Grenzschichten - -
analytische Lésungen stationarer Strémungen : - -

- Druck- und Reibungsterme im Gleichgewicht

- Tragheits- und Druckkrafte im Gleichgewicht

1904 Grenzschichtkonzept von Prandtl :

n klein, dann werden Reibungskrafte nur in unmittelbarer Wandnahe bertcksichtigt.
n =20,dann o 20;

durch o wird die Haftbedingung erflllt > Widerstandskraft

drehungsfreie Strémung

o

- ——

Grenzschicht
(stark vergroBert)




Grenzschichtgleichungen

n klein bzw. Re grof3
— Grenzschicht existiert

0
O<<L = a—u sehr groB (i.a.)
Y

dinne Reibungsschichten :

- Wandgrenzschicht
7
- Freistrahl — = — =
- Nachlauf

- Scherschicht




hier : Wandgrenzschichten

Y — '
szﬂ‘— J
— L = i

Ableitung eines MaBes flir die Grenzschichtdicke 5

Impulsgleichung in x-Richtung :

au au 1 dp V[azu azuj

ax ay _;a y-i_y

Referenzgeschwindigkeit : 1,
charakteristische Ldnge : L

du u’

— u_ ~ —
% L Ordnung der konvek. Terme

Ma@B fur die Variation von v aus der Kontinuitatsgleichung :

du av
ox ay

=0



—

0

u>>v , —<<_—

ox  dy

a_u ; ﬂ von gleicher Ordnung in der Grenzschicht
ox dy
U, V U0
— = = V-~
L ¢ L

du u’
P e

dy L




Vereinfachung der Bewegungsgleichungen in der Grenzschicht

. 0 d 9° 0°
esist: — << — , 7 <<
ox  dy ox dy
ReferenzgroBen :

Langen:Lin x-, § <<L iny - Richtung

Druck :,Ouozo )
Geschw. : u, inx-, u‘zé iny -Richtung
__X __ Y
X I3 y g
=t ot =V Re p=-L
U, ou, /L u, ou,
man erhalt : Qi _du _ dp 1 9% 9

+ = + +
"% % o Reox dy”
1 (_ov _ov dgp 1 9% 1 9%
U—+v— |=——+ +

Rel odx dy dy Re’dx> Re 9y’
ou Jv
—_—t—=
X 0y

0



wobei: Re=u_ L

1%
dimensionslose Variable und die Differentiale von Ordnung 1

— Re — oo
_oi ol _ Ip %
Uu—+v—=-—
ox  dy ax ay
0=_P
dy
a—b__t+a—f:0
ox dy

bzw. in dimensionsbehafteter Form

au du 1dp du

—+v V—
ax ay pox oy’

0=_%
dy
aM+@—O
ox dy




Druckverteilung aus Euler Glg.

pdv__ldp
dx p dx
oder Bernoulli Glg.
D +§U2 = konst.

U : Geschwindggkeit bei &

Anfangs- und Randbedingungen : u(x,0) =0,

u(x,o)=U(x)

v(x,0)=0
u(xg,y) =ug(y)

2D stationare kompressible Stromungen

0 0
g(ﬂuﬂ‘g(@’)—o

ou _8p+ 0

pu——+py—=

dy ox dy

g

o dp 9

Jou
dy

V—=u—+
P 9y ox dy

2
ZaT +7 a—u
dy dy




o
pekannt: ¢, (1,771, AT, =

Anfangs- und Randbedingungen :
u(x,0 =v(x,0)=0
T(x,0)=T,(x) oder
oT

Rl
dy 4=0

u(x,o) =U(x), T(x,)=T,(x)
u(xy,y) =uy(y)
T(xy,y)=T,(y)

Gultigkeit der Grenzschichtvereinfachung

Re>>1
R>>5

GrenzschichtgroBen

Definition der Grenzschichtdicke ( 3 Gbliche MaBe )



0,99 U — Dicke

8=34y, wobei u(x, y = 8y9) = 0.99U v

0.9U

Verdrangungsdicke : O S

U

Aufdickung einer angenommen reibungsfreien Stromung um ¢; , wobei 0, =0,



h>> 0, es gilt

h
Iudy:U(h—é])

0
Qv Qi
h—oo = @z?(l—ljdy
0 U
. dp .
far — - st ¢ entscheidend

weitere Interpretation von : 0,

51 ist der Abstand, um den die Stromlinien bei y >0 abgedrangt werden.

(Grenzschichtrand

-
A—— ¥
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Qin Aund B:

r+0, r
Ur = Ju dy=ju dy+UJ,
0 0

Ot | Oy

— Uo, = | (U —u)dy

5

yr —> oo 51

Impulsverlustdicke 92

9> ist die Dicke, so dass ,0U2§2 den Impulsverlust durch die Grenzschicht

dargestellt

mit obiger Abbildung: 1,, = Impulsfluss/Einheitsbreite

Schnitt A: L4 = pUzr
I’+(51 r
Schnitt B: l,p= jpuzdy = jpuzdy +,0U251
0 0

0, aus Lpa—1,p



52 <§1

von Karmansche Integralbeziehung

exakte Losungen der Grenzschichtgleichungen selten, Naherungsverfahren auf der
Basis eines Integrals ( von Karman 1921) gesucht

h h 2
J ua—u+va—u dy:j UalU+Va “ dy
ox  dy o\ d dy?

0 X Y

mit h > o



Umformung der x-Impulsgleichung mittels +ud—U und VB_U

dx dy
B B 2
(U—u)dU+ua(U u)+v8(U u):—va—bzt
dx ox dy dy
H_/ N ~ J ~ J N Y_}
I II III 1A%

dU u dU
U - —d U—I \|1-— |dy=Ud,—
J( “) Y7 dxo( Uj Y= dx

III : IIT°

Tvaa/—u)
0 dy

d_(ULm—kULoy@ }—w‘m@

IV:  Schubspannung auf der Wand

I
ﬂay



p 30y pyoy\ " dy p

II, IIT° :

i[u(U—u)]zua(U_u)+(U—u)a—u

ox ox ox

h

(u a(U_M)+ ou (U—u)jdy =

5 ox ox

h h

- d d -tu u d

—ulU —u)ldy=—U"|—|1-—— dy=—

bax[u( )iy dx ;‘;U( Ujdy dx
Zusammenfassung :

von Karmansche Integralbeziehung

S N R

dx dx p




bzw.

o L0 05, +0)= "2
dx U dx pU

Annahme : Geschwindigkeitsprofil
= 0= f(x)und 7, = g(x)
Beispiel : langsangestromte ebene Platte

av _
dx

0

i_T.(U—u)ua’ )
dx* Y o,

Geschwindigkeitsprofil : L S S b
U 2 53
- . 9%u
Randbedingungen : y=0 u=0 , —=0
dy
y—>0 u=U , ou =0

1)

2)



aus 1) folgt : a=c=0

aus 2) folgt : b=3/2;d=-1/2

u 3y 1(y :
E—Eg—a(gj mit 0 =0(x)
Uzhl( _ﬁjdyzﬁ 25
‘ull Uu)Y 280
und

—> von Karman Beziehung fir die ebene Platte

39 d(U25) 39 U2d5 3 U
280 dx 280  dx 2 F]

Integration in x-Richtung mit 6 =0 beix = 0

5 =4.6MhalU
Sram ~ %



Reibungsbeiwert: ¢, =
g f £U2
2
gUV/é‘ 1
Ty 2 _0.646 -
cf_P > 1., R Cfdam =X

=—U ~U €y

2 2

Ahnliche Lésung der Grenzschichtstromung der ebenen Platte (Blasius Lésung)

Vernachlassigung der Verdrangung

— U = konst %d_p:()
dx

— kein LangenmalfB

Vorstellung : Losung ist ,ahnlich®

u

=g()

<

wobei
Y
o0(x) ( Ansatz von Blasius )

77:



Ausgangsgleichungen und Randbedingungen

Ju du 0°u
U—+V—=V——
dx dy 9y’
a_u+&:()
ox dy
x=0,y u(y)=U
0<x<L,y=0 u=v=0
y

OSxSL,g%oo u—>U

Kontinuitatsgleichungen via Stromfunktion

VAN
dy 0x
h 7

l//=_[udy=5j-ud77
0 0

7 - B _df
=8[U gl =8U £, sodass (1=
0

Stromfunktion w in Impulsgleichungen einflhren



oy 'y oy 'y _ oy

dy oxdy ox 9y’ 9y

x=0 a—W—U
dy
dy
dy
Rickfihrung auf £(77) = 2
g au f(77)—5U
%174 af} d5 ,
T U FE=4+0 —|f -
- [f : dx[f 7]
%y ud9 9 e unf” dé
axay dx dy 0 dx

aw ' azw Ufn 831// van
— =Uf", - = , =
dy dy” _o0_ dy’ _O__




mit

of _df 97 _ 77 dS

ox d7 ox O dx
o _df O _ ]

dy dn dy S5

1

O ]
g(f n)=nf 5+f5



die Impulsgleichung lautet

, »0 do f do , Ur”
_y? 749 2
Frs— = rml=v=,
da f(n ) folgt
U—5d—5 = konstant —| l 3
v dx > (gewahlt)
= 0= vx
U
Somit gilt
1 ” V4
— +f7=0
5 fr+r
Randbedingungen : f(O)=£(0)=0

f(0)=1

Blasius 1908 Uber Reihenentwicklung geldst.

{

Qﬁ}f f”

Vv dx

f V4
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u ,, — C ) e e ) .
E: f (77):Geschwmdlgkeltsprofllfur samtliche Schnitte

6
VX =

e = e = = -

vU



u=099U bei &=49

o =49 Y% L = 5~ x
99 U bzw ¥ \/Ux \/Rex

Vv

U=12 - Re_, =6x10" = &,=2cm

S
S=[a-dy 5 =172YE 5 =0664 "5
(j) U 1 v’ U

ou 9° Ur” (0
2'0:778— :ﬂa—yzj =7 f§( )
Y1y=0 y
0.332pU*° 1
To = = To~—F—

Re, Jx

y=0

0

Achtung: x—>0 7 o0, —<<— nicht mehr erfillt!
ox  dy



lokaler Reibungsbeiwert

7, _ 0.664
1 2 - Re
J— U X
2,0

Cf—

Reibungskraft auf einer Seite der Platte

L 2
D:ITde:O.664pU L
0 Re,
3/2
Dlam ~U
Reibungsbeiwert Cp
- D _ 1.33
b= =
1,0U2L Re,
2
1L
wobei Cp =—J.cfdx

0

A

v




