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Potentialströmungen

ρ = konst. , reibungsfrei, 2D
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Reibungseffekte nur in dünnen Wandschichten interessant.

Aufteilung :

- Außenbereich

Strömung wird reibungsfrei und drehungsfrei angenommen. 

Analyse mittels d. Th. drehungsfr. Strömung

- Innenbereich

Reibung führt u. a. zur Diffusion der Wirbelstärke 
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Potentialfunktion, Stromfunktion, Laplace Gleichung
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Laplace Gleichung der Potentialfunktion
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Laplace Gleichung der Stromfunktion

Vergleich von und      :

Cauchy- Riemann DGL
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ϕ (x, y) = konst.  � Potentiallinien

ψ (x, y) = konst.  � Stromlinien
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Cauchy-Riemann :

Stromlinien können sich nicht schneiden � keine Komp. normal zu ψ = konst.
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Somit gilt :

n s

ψ = konst.

kinematische Randbedingung

Fluidelemente gleiten auf der Kontur

Berechnung des Volumenstroms über ψ
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Berechnung der Druckverteilung

ϕ oder ψ bekannt � u, v

Impulserhaltung für reibungsfreie Strömungen (Euler Gleichung)

Identität : (unter Berücksichtigung der Drehungsfreiheit) 
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Gleichungen sind linear � Superposition möglich 

Elementarströmungen mit                 werden zu neuen Strömungen 

zusammengesetzt.

bekannt,     angepasst an Problem � ϕ
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Komplexe Potentialfunktion

kurz : Theorie der komplexen Funktionen

wichtig für die Analyse der Laplaceschen Differentialgleichung



Definition :

komplexe Geschwindigkeit :

konjug. komplexe Geschwindigkeit : ivuw −=
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die Funktion                           ist die komplexe Potentialfunktion

F(z) erfüllt die Laplace Gleichung 
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bzw.

F(z) beschreibt Potentialströmung

F(z) : analytische Funktion

Singularität :
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ϕ = konst. und ψ = konst. nicht orthogonal !
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Superpositionsprinzip auch für F(z) : 

F(z) bekannt   

Geschwindigkeitsverteilung           Druckverteilung 

Vorgehensweise (hier) : Vorgabe von F(z) 

Beispiele für die komplexe Potentialfunktion
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zunächst :

Stromlinien : ψ = konst. 
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Parallelströmung
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Ebene Staupunktströmung
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Quelle oder Senke

ϕ = konst. : Kreise um den Ursprung
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geeigneter in Polarkoordinaten

E > 0 :      Quellströmung

E < 0 :      Senkenströmung
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Potentialwirbel

Vertauschen von ϕ und ψ
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Dipolströmung

Quelle Senke

Bedingung : 0für  .   bzw.   
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Stromlinien : Kreis mit Zentren                     und Radien
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Singularität bei r = 0

Halbkörper

Parallelströmung + Quellenströmung
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bzw. die Geschwindigkeitskomponenten :

Koordinaten des Staupunkts ( u = v = 0 )
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Druckverteilung auf der Kontur :
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Abstand von Quelle + Senke � 0

Dipolströmung

Parallelströmung + Dipolströmung
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0=rv

∞

∞

=

=−

u

M
R

R

M
u

π

π

2

0
2 2

Wandstromlinie ψ = 0 ; Geschwindigkeit auf ψ = 0

ϕϕ sin2

0

∞−=

=

uv

vr

⇒

⇒



∞=== uv 2||:
2

3
oder  

2
ϕπϕ

π
ϕ

Druckverteilung auf Kontur :

22

22
∞∞ +=+ upvp kk

ρρ

ϕ
ρ

2

2

2

sin411

2

−=







−=

−
=

∞
∞

∞

u

v

u

pp
c kk

pk

Potentialtheorie

Potentialtheorie � symmetrische p-Verteilung 

keine resultierende Kraft

d‘Alembertsches Paradoxon



Addition eines Potentialwirbels Seitenkraft ⇒
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Potentialwirbel � Γ � Seitenkraft 

Magnus Effekt

Druckverteilung auf der Kontur 
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Kraft in y - Richtung :
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Auftriebssatz von Kutta – Zhukhovski

Für beliebige ebene Körper gilt :
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( I. Blasiussche Formel )

gültig für ebene, stat. , drehungsfreie Strömungen 

Funktionentheorie :

Integration auf jeder beliebigen Kontur möglich, sofern keine Singularitäten 

zwischen Körper und gewählter Kontur.



hier : • Strömung setzt sich u. a. aus Sing. zusammen, die    

sich jedoch innerhalb des Körpers befinden.

• Wahlkontur weit entfernt vom Körper 
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I. Blasiussche Formel :
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Körperoberfläche ist geschlossen

Residuensatz :
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Somit verschwindet die Widerstandskraft und die Seitenkraft ist proportional zur Somit verschwindet die Widerstandskraft und die Seitenkraft ist proportional zur 

Zirkulation!



Entstehung der Zirkulation

nur Körper mit scharfen Hinterkanten erzeugen Γ (exp. Ergebnis)



vorangegangene Darstellung : drehungsfreie Strömung, Γ steigt an

  

      

   0

KuttaΓ

↑Γ

=Γ

Hypothese von Kutta :

Strömung über ebenen, scharfkantigen Körper besitzt genau die Zirkulation Γ, 

so dass B auf der Hinterkante liegt. (Kutta Bedingung)

Staupunkt (B) auf der Oberfläche

A,B wandern auf der Oberfläche

B auf der Hinterkante

so dass B auf der Hinterkante liegt. (Kutta Bedingung)



Warum genügt eine realistische Strömung der Kutta Bedingung?

aufgerollte Scherschicht

∞uA

B

aufgerollte Scherschicht

Anfahrwirbel

Γ

Γ

D

C



Satz von Thomson : Γ um jede geschlossene Kurve ist konstant, wenn die Kurve in 

einer reibungsfreien Strömung bleibt.

0)0( da ,0)( 00 ==Γ=>Γ→ ttt ABCDABCD

AnfahrBCDABD Γ=ΓΓ⇒ t  kompensier  

 Kutta Γ

D.h. Viskosität ruft zwar D hervor, jedoch ebenfalls Γ und somit L.

nur             bewirkt keine Oszillation des hinteren Staupunktes

D.h. Viskosität ruft zwar D hervor, jedoch ebenfalls Γ und somit L.



Schwerewellen

HH : mittlere Tiefe

• a / λ << 1 und a / H << 1

• H         λ<<
>>

• η klein � Reibung hat keinen Einfluss auf Wellenausbreitung

• Bewegung aus der Ruhe � drehungsfreie Analyse



ζ (x, t) beschreibt die Oszillationen, drehungsfreie Strömung � Potential einführen

in Kontinuitätsgleichung : 
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somit : 

Taylorentwicklung 

dynamische Randbedingung bei y = ζ :
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dynamische Randbedingung bei y = ζ :

mittels Bernoulli Gleichung
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Zusammenfassung des Problems 02 =∇ φ
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: Wellenzahl : Kreisfrequenz

: Phasengeschwindigkeit

bzw. 



Bedenkt man die Bedingungen 

y = 0

folgt als Ansatz für ϕ :

f (y), k bzw. ω unbekannt 

Laplace ergibt :
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allgemeine Lösung :

A, B aus Randbedingungen

y = - H

)sin()(

)(

tkxBeAe

BeAeyf

kyky

kyky

ωφ −+=

+=
−

−

( ) 0)sin( =−−=
∂
∂ −

tkxBkeAke
y

kHkH ω
φ

kH
AeB

2−=⇒



y = 0 :

:
tt ∂

∂
=

∂
∂ ζφ

( ) ( ) )sin()sin(

)sin(

tkxBAktkxBeAek
y

tkxa
t

kyky ωω
φ

ωω
ζ

−−=−−=
∂
∂

−=
∂
∂

−

ωaBAk =− )(

⇒
)1(

2

2

kH

kH

ea

ek

a
A

−

−−
=

ω

ω

)1( 2

2

kH

kH

ek

ea
B

−

−

−
=

ω

( )

( )

( )
)sin(

)sinh(

)(sinh

)cos(
)sinh(

)(cosh

)sin(
)sinh(

)(cosh

tkx
kH

Hyk
av

tkx
kH

Hyk
au

tkx
kH

Hyk

k

a

ωω

ωω

ω
ω

φ

−
+

=

−
+

=

−
+

=



Zusammenhang zwischen c, ω, k über die dynamische Bedingung
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c = f (k)

k = g (c)
: dispersive Wellen 

ω = f (k)             heißt Dispersionsbeziehung

Gleichung * für : H / λ >> 1 und

H / λ << 1



H / λ >> 1 

1)(tanh →∞→x

Näherung : tanh (1.75) = 0.9414

KH  > 1.75 bzw. H  > 0.28λ

3 % genau 

Tiefwasserwellen, sofern H > 0.28λ ; c = f (λ), c ≠ f (H)

H / λ << 1

⇒
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H / λ << 1

xx ≈→ )0(tanh

H / λ << 1 

gHc = Genauigkeit besser 3% für H / λ < 0.07λ

Flachwasserwellen, sofern  H < 0.07λ ; c ≠ f (λ), c = f (H) 

λ
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Bemerkung zur Berechnung von Flachwasserwellen

Wellenberg
tief

flach

.konstH =

in Strandnähe : gHc =

Drehung der Wellenberge parallel zur Küste in Richtung Strand

Wellen immer parallel zur Küste; sie treffen senkrecht auf den Strand auf⇒


