Potentialstromungen




Potentialstromungen

p = konst. , reibungsfrei, 2D

dw

=0
dt

—

—r-//

idealisierte Stromung v =0 realistische Stromung



Reibungseffekte nur in dinnen Wandschichten interessant.

—> Aufteilung :

- AuBenbereich

Stromung wird reibungsfrei und drehungsfrei angenommen.

—> Analyse mittels d. Th. drehungsfr. Strémung

- Innenbereich

Reibung fuhrt u. a. zur Diffusion der Wirbelstarke
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Potentialfunktion, Stromfunktion, Laplace Gleichung

—
—

@ = rotv =0 Losung der Impulsgleichung

|dentitat : ~
rot(grad f)=0

v = grad @
@ =rot (grad P)=0

divv =0 Besigsglgvon® | giy (grad @) =0

2 2
V2¢:a f+a f:O
ox~ dy

Laplace Gleichung der Potentialfunktion

_9¢ _9¢
0x dy

da u



Definition von ¥

« Kontinuitatsgleichung erfullt

ou_ v oy Ay _o
ox ay © Oxdy 0xdy

« Bestimmung von ¥ durch @ =()

@ — a_u =0 (eben)

ox dy

2

> Laplace Gleichung der Stromfunktion
ax ay

Vergleich von @und ¥ :
d0p _Jdy 099 _ Jy

ox dy dy ox

Cauchy- Riemann DGL



¢ (x, y) = konst. - Potentiallinien
v (x, y) = konst. > Stromlinien

do= ¢dx+ ¢dyzudx+vdy=0 (1)
0x dy
dy = al//dx+al//dy:—vdx+udy:O (2)
0x dy
(1) D __u 2 D v
dx % dx|, u
-1
dy :{dy :l = ylog
dx|, dx|,
Cauchy-Riemann : ﬁgjﬁ _999y 8¢al// =0
ox ox ay dy

Stromlinien kénnen sich nicht schneiden > keine Komp. normal zu y = konst.



Somit gilt :

v = konst. 00 oy
= = — :O
n s T o
v, =a—¢=a—w?&0
ds on

kinematische Randbedingung

— Fluidelemente gleiten auf der Kontur

Berechnung des Volumenstroms Uber v

y+dy

dl//:%—wdn:vtdn
n

dV =bdy

dV =bv,dn

L



Berechnung der Druckverteilung
¢ oder w bekannt 2 u, v

Impulserhaltung fur reibungsfreie Stromungen (Euler Gleichung)
a—v+(\7-§)\7 zg—lﬁp
ot — p

|dentitat : (unter BerlUcksichtigung der Drehungsfreiheit)

-2 -2
7 V) :V%—ﬁx(Vxﬁ) =€‘”7

Potential :
b=-V(gz)

stationar :

ieo

ot

einsetzen und integrieren :

p +§‘72 + pgz = konst. ( Bernoulli)



—> Gleichungen sind linear - Superposition moéglich

Elementarstromungen mit ¢,,....0, werden zu neuen Stromungen
zusammengesetzt.

Q= Zn: a;9,
i=1

@, 9,,....0, bekannt, a; angepasst an Problem 2 ¢

Komplexe Potentialfunktion

kurz : Theorie der komplexen Funktionen

wichtig far die Analyse der Laplaceschen Differentialgleichung



Definition :
komplexe Geschwindigkeit : W =u + v

konjug. komplexe Geschwindigkeit: W =u —1iv

die Funktion F(z) =IWdz ist die komplexe Potentialfunktion

F(z) erflllt die Laplace Gleichung

F(z)= IWdz = j(udx+vdy) + ij (udy — vdx)

= ¢dx+ ¢ ij a—l/jdx+al// dy
“\ ox ay ox dy

= [dp+i[dy =g(x, N +ip(x,y)

Laplace Gleichung :

OF dFd; dF  9°F d°F

ox dz ox dz x> d7’
OF _dF dz _.dF O°F d°F ,

) = !

dy dz dy dz dy>  dz’




d’F d’F _0°F 9°F _

= + 0
dz>  dz*  ox* 9y’
bzw.
I’ %9 [’y oy
st—ti|l —+—5 |=0
ox~ dy ox~ dy
— F(z) beschreibt Potentialstrémung
F(z) : analytische Funktion
Singularitat :
dF
F(z) oder — > 0 oder >
dz
Cauchy-Riemann nicht erfullt
= ¢ = konst. und w = konst. nicht orthogonal !
Bsp. :

F(z)=In(z) analytisch auBerinz =0

1
F(z)=— analytisch auBerinz = 0!
Z



Superpositionsprinzip auch fur F(z) :

_dF
dz
—> Geschwindigkeitsverteilung —> Druckverteilung

F(z) bekannt = w=u-—iv

Vorgehensweise (hier) : Vorgabe von F(z)

Beispiele fur die komplexe Potentialfunktion

2D, inkompressibel

a , a « \I a ipo\n
F(2)=—z7"=—(x+iy)" =—(re'?)
n n n

=4 (cos(n@) +isin(ng))
n

neR,a=a, tiq,



zunachst: a€ R

Q= &y cos(n@)

n

W= g sin(n @)
n
Stromlinien : y = konst.

—  r"sin(n@) = konst.=0

— sin(n@) =0

¢:¢%:K{%j K =0,12,...

nz2: A¢S£
z 2
2>n>1: 5<A¢<7£

1>n>%: T<AQ<2m

K=0:9=0
K =1:(p=Z
n
(spitzer Winkel)

(konkave Ecke)

(konvexe Ecke)



> )

spitzer Winkel : n > 2

) A WA U N N N N
k=0, ¢ =0

W = konst.

®>0 konkave Ecke: 2>n > 1

V77T 77T
X

wobei
W = konst. /

O=7-Ap=(n-1)=
n

==

//////x""

®<0 konvexe Ecke: I >n > 1/



dF 1

w()=—=az""'=u—iv; mit z=re?
dz
bzw.
=|| _ n—1
[v]|= |a|r
konkave Ecke (n > 1) : HvI—=0 sofernr =0
konvexe Ecke (n < 1) : HVIl—= oo gofernr =0

Stromlinien anhand von

dy Yo tan|[(n—1)¢]

dx u



n=1 = Ap=rx

F(2)=az=(a, —ia;)(x+iy)

dF (z) _ . :
=w=a=a, —1a; =u—1v
dz
¢:Clrx+aiy ’ w:ary_aix
u= a¢ = al// =d,
ox dy
v:%:—a—l//:ai
dy ox
7§

!
S
Vv
o

'

'




T
n=2 — A(DZE

F(z)=%z2 =Q+iy

W = axy a ist Element der reellen Zahlen
a
¢= 5 (x* = y?)
1
y = konst. : y-~ < —*  gleichseitige Hyperbel
_ dF : :
w(z)=—=az=ax+iay=u—1iv
dz
u=ax @ _v_ Yy

V=-ay dx u X



ZUN
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Isotachen : Hvi=alr

Isobaren : p(r) = po _§a2r2



Quelle oder Senke

E E

F(z)=alnz=—Inz=—"In(re'?)
27 27
— ¢=£lnr
27
E
=—@¢=a@
27

¢ = konst. : Kreise um den Ursprung

w = konst. : Strahlen durch den Ursprung

W(Z)—dF— E Cu—iv
dz 27z

Ex Ey

U= V=
27+ %) 27(x” +y°)



geeigneter in Polarkoordinaten

W_E 139,

Ty T o Ay

E>0: Quellstrdmung

E<0: Senkenstrdmung

¢ = konst.

V = bl (p+27) - p(9)] '

= bla(p+27)—ag|=2mb=Eb = a=E/2r bzw. E=V/b

vl 50 = v 5e  (Singular)

r r
r



Vertauschen von ¢ und v
= ¢=cp

Ww=-—clnr

F(z)=¢+iy=—iclnz

y =90 1Y _
or r d@
ldgp Jdy ¢

Vo =—— = —

? rogp or r

Potentialwirbel




r=§\7-d?
r=R:

I=S2R=2m
R

I I I
= F()=—i—Inz,¢0=—0@, vy =——-Inr
(2) 27 4 27£¢ v 27

Wirbelkomponente in Polarkoordinaten

» _ 1 i(rv )_av,,
© 2rlor 77 9dg
v, r I(rvg)

—> ——=0, rvyp=c=—=konst. =
Rl v 27 dr

=0 [ri()]

w,=0 fiir r#0
r=0? w,#0, denn I #0 bedingt Drehung (Stokes)

—> beir =0 existiert eine Wirbellinie oder Stabwirbel L. zur Strdmungsebene



Quelle Senke

EQuelle — Lsenke — E

Bedingung: E ~ % bzw. M = Eh=konst. fir h >0

— Dipolstromung mit Dipolmoment M und Dipolachse x.

v §




M In(z+h)—Inz M M x-iy

(2) 27T h—0 h 27 27w 1P prig
. J
Y
dln(z)_l
dz Z
M X
27 x* + y?
_ My
V= 27 x* + y?

w - Gleichung liefert

M
= Stromlinien : Kreis mit Zentren (O,—4—j und Radien M /(4xy)

(siehe Skizze)



T

’5 Tz .. T .
e =COS —+1SIn — =1
2 2

—> Multiplikation miti —>Rotation um 7/ 2.

D. h. IM statt M
v = Mx
2P +y?)
2 2
bzw. x—L +y° = M
dny, dny,
Y, = konst
Aus F(2)= M folgt :
27
_ dF M :
w(z)=—=-— =u—Iiv




M x*—y?

u=- cos(2¢) =—
7’ (29) 2t
M . M 2xy
y=-— sin(2Qp) = ————=
2’ 29 27

[¥|~1/r*  —  Singularitat bei r = 0

Parallelstrdmung + Quellenstrdmung

E
F(z)=u_z+—Inz
(z) o v

E
W, :5 (Konturstromlinie)

k




¢)=uwx+£lnr :umx+£ln(x2 +y2)
27 A

E
V=u,y+—¢
27

bzw. die Geschwindigkeitskomponenten :

u:a—¢:uw+E X :aw
ox 27 x* +y>  dy
L9 _E y _ oy

S dy 21Xt +y? ox
Koordinaten des Staupunkts (u=v=20)

v=0: y, =0

u=0: X, =
Wandstromlinie ; ?

i =¥, (Wert von i im Staupunkt)



Pg =7 = Vs =

E
2
W, =u rksin¢+£¢:£
" 2r 2

= n = E 71-._(0
27u,, sin@

max. (Halb) breite 1 bei x 2 w0 :

x20o: y=h , ¢=0

Voo =W
E E

= = = — h =
wco uooh Wk 2 — 2I/loo

Druckverteilung : ?

P 2 P, 2 2
+oul=p+=(u+v
p 5 p 2( )




h * (n ?
¢, =1=|| 1+— 2x N . 2)’ 2
T X4y T x*+y

Druckverteilung auf der Kontur :

E cosg@ o -
Up =Ugo +— = Uy, + sSin ¢ CoS @
2T 1 T—@
E sing Uy, . .
Vi = sin @ sin @

=2ﬂ n  T—Q

.1 1+cosgosin¢ 2+ sin’ @ ’
a Z-¢ Z-¢

Additionstheoreme :

sin(2¢) =2cos @ sin @

sin(2( — @)) = —sin(2¢)
. A— N

_ sin(2¢) _(sm 7 j

P ¢

Cpk

Staupunkt: @=7 bzw. @ =0

cpzl



Z .

cp(p= 5 _

c, >0 fir x > pzw. @—0

Kontur des Halbkorpers

Parallelstrdmung + Quellenstromung + Senkenstrébmung

S

—> geschlossene Wandstromlinie



Abstand von Quelle + Senke =2 0
= Dipolstrémung

—» Parallelstromung + Dipolstromung

M
F(9))=u_z+——
277
O=u,x+ M x=|u,+ M
= om? Y i
v =iy y—(u - M
= 2wt * om?
M
w(z)=u_ —
27172
bzw
% %—(u — M jcosgp
" or 2w
1 0¢ M
Vp=—=—=— U, + — [sing
rog 27r

rCcos @

rsin @



Staupunkte (v, = vy =0)

beip=0undp ==
M

Vv, =0 = Uy — 2=O
27R
R= M
2T U,

—> Wandstromlinie w = 0 ;

Geschwindigkeit auf = 0
v, =0

Vg = —2Uoo SIN O



T 3
=—oder o=—x: lv_|=2u

Druckverteilung auf Kontur :

P 2 P 2
+—V, =P+t U,
Dy 5 Tk p >
2
=l o | T | 21 4sin? g
P2 U,

2" :
|

——— Potentialtheorie

Re = 105

=

Potentialtheorie 2> symmetrische p-Verteilung
keine resultierende Kraft
d ‘Alembertsches Paradoxon

—>

—



Addition eines Potentialwirbels — Seitenkraft

R2
o 2D
Z
2
¢ =u,, cos (P(r +R—
r

=—2u_sin@p———
¢ o SILP 27R
Staupunkt(e) : ?
I

V=0 — sing=-
4 v 47u R




I'<d4zu, R — 2 Staupunkte
I'=47u, R = 1 Staupunkt
I'>4nu. R = keine Ldsung auf der Kontur, jedoch ein freier Staupunkt

v(r£R,@)=0 = (pz—%

R
v(/,(r;«tR,go:—%):O = u,(l+—)- =0

1 2 2}
= r = I't\I'"—(47nu R
dzu,, [ \/ ( )

nur r > R berlcksichtigen



I'<4mu_R I'=4mu_R I'>4mu_R

Potentialwirbel > "> Seitenkraft
Magnus Effekt

Druckverteilung auf der Kontur

L. .2 2 P 2
+—, tv,)= +—u

Jo, r\
2 .
=p.,+—|u.—|—-2u, singp———-
Pr=PpP 2{ ( @ 27Z'Rj:|



bzw.

2
cpz—pk_p‘”zl— 2sin @+ L
ﬁuz 27mu._R

2
Kraft in y - Richtung :

(o]

. puoor 2r

L=pu I

L~T Kutta, Zhukhovski



Auftriebssatz von Kutta — Zhukhovski

FUr beliebige ebene Korper qilt :

L=pul

L

reibungsfreie Strémung :
dD = —pdy
dL = pdx



infinitesimale Kraft
dD —idL = — pdy —ipdx = —ipdz
dz =dx—idy

Gesamtkraft

D—iL=—i§de
C

Druckverteilung

p.. +§ui = p+§(u2 +v2)= p+%p(u+iv)(u—iv)

D—iLz—iii[pw +§ui —§(u+iv)(u—iv)}d2
\_Y_I

= ﬁ(poo +£u020jd2=0
- 2



iy

dzz‘dze
u+iv=+u’+v*e'?
= dzIlu+iv

= (u+iv)dz reellund
(u—iv)dz =(u+iv)dz

D—iL=£p§(u—iv)2dz=i,0§>(d—Fj2dZ
2"~ 2" 2\dz

( I. Blasiussche Formel )

gultig fir ebene, stat. , drehungsfreie Strémungen
Funktionentheorie :

Integration auf jeder beliebigen Kontur mdglich, sofern keine Singularitaten
zwischen Korper und gewahlter Kontur.



hier : « Strdbmung setzt sich u. a. aus Sing. zusammen, die
sich jedoch innerhalb des Korpers befinden.

» Wahlkontur weit entfernt vom Korper

F(z)=umz+£1nz+£1nz+£+...

2T 27 277
\_Y_}

— Z (Eg; + E;;) =0 —> Korperoberflache ist geschlossen

l

I. Blasiussche Formel :

. . 2
p-iL=2flu +2 -t |
2 27 27z

Residuensatz :

§f(2)dz =27 (X Res[f ()



Res [f(z)]:?

D=0
L=pu I

Somit verschwindet die Widerstandskraft und die Seitenkraft ist proportional zur
Zirkulation!



Entstehung der Zirkulation

nur Kérper mit scharfen Hinterkanten erzeugen I (exp. Ergebnis)

m

FKutta



vorangegangene Darstellung : drehungsfreie Stromung, I" steigt an

=0  Staupunkt (B) auf der Oberflache
T A,B wandern auf der Oberflache

I'x.a B aufder Hinterkante

Hypothese von Kutta :

Strémung Uber ebenen, scharfkantigen Kdrper besitzt genau die Zirkulation T,
so dass B auf der Hinterkante liegt. (Kutta Bedingung)



Warum genugt eine realistische Stromung der Kutta Bedingung?

CU
/‘%
t;a;er(%w) - _//‘./f(
0
aufgerollte Scherschicht
£> ¢, %
~ Anfahrwirbel

I
— .___:\_\

,r‘ff HK\
A l\ &L L C
. o~e

\/11_1

t4= ‘éo o

uu




Satz von Thomson : I um jede geschlossene Kurve ist konstant, wenn die Kurve in
einer reibungsfreien Stromung bleibt.

5 Typep( >1)=0, daT,0p(t, =0)=0

= I'ypp kompensiert L'pep =10,

nur I'y,,, bewirkt keine Oszillation des hinteren Staupunktes

D.h. Viskositat ruft zwar D hervor, jedoch ebenfalls I" und somit L.



soenster [ N I

H : mittlere Tiefe

ca/A<<tlunda/H<<1
*H S 4
* 17 klein > Reibung hat keinen Einfluss auf Wellenausbreitung

» Bewegung aus der Ruhe - drehungsfreie Analyse



( (x, t) beschreibt die Oszillationen, drehungsfreie Strdomung - Potential einflihren

_9¢ _9¢
ox ~dy

u Vv

in Kontinuitatsgleichung :

—  V%9=0
Randbedingungen :

ag_dg ,  df| _d¢
=(: —=—4UU— = =
y=¢ dt ot x|, 9y, Ys
y=—H: 8_(02‘/:0
dy
| g
Annahme : a klein = u— Kklein

X



o3& A

—> U <<

ox ot
dg _9¢
somit: Y=¢ BV
o Iy| _,
Taylorentwicklung
99 _99 +g”a—2¢+ a¢
W, W, oyl

dynamische Randbedingung beiy = (:

y=¢ : p=p,=0
mittels Bernoulli Gleichung

d¢ p
3t+2(u +v )+p+gy F ()
ENICND

8_¢+p+gy 0

o p



= _ :O
y=¢ at+g§
94| _d¢ ¢
Mt Sl o, oot
d
y=0 a—¢=—g§

4

mit RB : g - 9 _,
dy
¢ d 0
y=0 $_9 : ?_ -g¢
dy Ot ot
Annahme :  {(x,1) = acos(kx — ai)
k :2—7[ : Wellenzahl a)zz—ﬂ : Kreisfrequenz
A T
A
T = ¢ Phasengeschwindigkeit

bzw. @ = kc



Bedenkt man die Bedingungen

8_@’_8_(/5 und 8_¢=_g§

y=0 o  dy ot

folgt als Ansatz fiir ¢ :
o= f(y)sm(kx—awt)
f(v), k bzw. » unbekannt

Laplace ergibt : dzf
k*f =0

aly2 -

allgemeine Lésung :
J J f(y)erky +Be ™
¢ =(Ae” + Be ™) sin(kx — ar)

A, B aus Randbedingungen

y=-H g—¢ = (Ake ™ — Bke" )sin(kx — ar) =0
y

=  B=Ae M



8_{ = awsin(kx— x)
ot
% — ky _ p,=ky |o; _ — _ : _
= k|Ae™ — Be™ Jsin(kx — arx) = k(A — B)sin(kx — ax)

a—¢:a—§: k(A—B)=a(U

ot ot

_ aw
k(l_e—ZkH)

-2kH
awe

o k(1— e—ZkH)

- A

B

_aw cosh(k(y+ H))
k sinh(kH )

U= aa)COSh(k(y al H)) cos(kx— ax)

sinh(kH)

V= aa)sinh(k(y il H)) sin(kx — ax)

sinh(kH )

sin(kx — ax)

¢




Zusammenhang zwischen ¢, o, k Uber die dynamische Bedingung

.0
Jundmna—f:—gé (y=0)

B a®* cosh(kH)
k sinh(kH)

cos(kx—ax) =—gacos(kx — ax)

4

= W= \/ gk tanh(kH')

27H

w g g/
c=—=_.|=tanh(kH) = .[=~——tanh
— I \/ 2 ( ) \/ o

c=f(k) } : dispersive Wellen
k=g(c)

w = f(k) heiBt Dispersionsbeziehung

Gleichung * fir : H/2>>1und
H/A<< 1



H/1>>1
tanh (x > o0) > 1

Naherung : tanh (1.75) = 0.9414
— KH >1.75bzw. H > 0.28/

c= /g_/l = \/g 3 % genau
27T k

Tiefwasserwellen, sofern H > 0.28A ; c = f(A), c #f(H)

H/1<< 1
tanh(x > 0)=x
H/1<< 1
27H  27H
tanh = P

—>  c=4/gH  Genauigkeit besser 3% fur H/ A < 0.074

Flachwasserwellen, sofern H < 0.074,; c #f (1), c = f(H)



Bemerkung zur Berechnung von Flachwasserwellen

tief
Wellenberg
H = konst.
flach

in Strandnahe : ¢ =,/gH

—  Drehung der Wellenberge parallel zur Kiste in Richtung Strand

—  Wellen immer parallel zur Kiste; sie treffen senkrecht auf den Strand auf



