
Erhaltung der Masse

Die Masse des Systems bleibt bei Bewegung durch das Strömungsfeld konstant
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Zeitliche lokale Massenänderung :
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Massenfluss über die Oberfläche des Elements (in x-Richtung) :
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Nettomassenfluss in x-Richtung 
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differentielle Form der Kontinuitätsgleichung
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Sonderfälle :

• stat. Strömung

• Inkompressibles Fluid   ρ = konstant
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Erhaltung des Impulses

:  Impuls      

Anwendung auf ein differentielles Massesystem:

:  Auf die Fluidmasse wirkende resultierende KraftF
r

∫=
Sys

dmvI
r

r

: Oberflächen- und Volumenkräfte
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Gewichtskraft maßgeblich

in kartesischen Koordinaten:

Volumenkraft :
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Oberflächenkraft:

Element ↔ Umgebung
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Normalspannung:

Schubspannung:
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die übliche Zeichenkonvektion gilt
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Bedeutung der Indizes :

ijS :         i Richtung der Normalen der Ebene

j Richtung der Spannung

Spannungen auf 3 orthogonalen, durch einen Punkt gehende Ebenen definieren den 
Spannungszustand eindeutig

Oberflächenkräfte (nicht vollständig):
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Summation liefert die Komponenten der resultierenden Oberflächenkraft:

Kräfte in x- / y- / z-Richtung:
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Einsetzen in
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Differentielle Form der Impulserhaltung
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Kinematik des Fluidelements

Aufgabe : Spannungen durch Geschwindigkeitskomponenten ausdrücken

Bewegung eines Elements

Änderung seiner Lage und seiner Form

Bestimmung der Verformung mittels der relativen Bewegung zwischen 2 
Punkten I und II
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Um den Zusammenhang mit Translation, Rotation, Dehnung und 
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Der Vergleich beider Gleichungssysteme ergibt folgende 

Definitionen für       und         bzw.ijε&
ijω












∂

∂
−

∂

∂
=










∂

∂
−

∂

∂
=










∂

∂
−

∂

∂
=

x

w

z

u

z

v

y

w

y

u

x

v

zx

yz

xy

2

1

2

1

2

1

ω

ω

ω



Bedeutung von ijiji ε ωε  ,   && , ?

Unverformtes Element bewegt sich in der Strömung

Translation:
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Rotation:
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Zeitliche Winkeländerung                  aus dem arithmetischen Mittel

Drehung um z-Achse

In 3D erhält man :
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Relative Volumenänderung (Volumendilatation)
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Verformung des Elements

Dehnung
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Dehnungsgeschwindigkeit entspricht der zeitlichen Dehnungsänderung pro Kantenlänge

entspricht den Hauptdiagonalen der Matrix ijd
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Schergeschwindigkeit          über arithmetische Mittelungijγ&
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Vergleiche mit                            :                             Matrixd ij −

Matrix−ijd : enthält Dehnung und Scherung

Tensor der Deformation
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Spannungstensor        in der Impulserhaltung   ijτ

ijτ ijd&Zusammenhang zwischen      und        durch Newtonschen Reibungsansatz :

Tangentiale Spannung ~ Schergeschwindigkeit

und mittels Isotropie des Elements
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Die Normalspannungen werden i. a. umformuliert

: dynamische Viskositätη
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Navier- Stokes Gleichungen

Einsetzen der Normal- und Tangentialspannung

⇒

  ∂∂∂ ∂∂∂ ∂∂∂


















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+
















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+















−

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−=


















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+
















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+















−

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−=

x

v

y

u

xy

w

z

v

z
vdiv

y

v

yy

p
g

dt

dv

z

u

x

w

zx

v

y

u

y
vdiv

x

u

xx

p
g

dt

du

y

x

ηηηρρ

ηηηρρ

r

r

3

2
2

3

2
2


















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+
















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+















−

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
−=

y

w

z

v

yz

u

x

w

x
vdiv

z

w

zz

p
g

dt

dw
z ηηηρρ

r

3

2
2



Navier- Stokes Gleichungen für ein ink. Fluid

inkompressible Strömung, η = konst

0=vdiv
r

Vereinfachung der 2. Ableitungen
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Energiegleichungen

Q : Wärme; E : Energie; W : Arbeit

1. Hauptsatz der Thermodynamik :

Volumenelement :

Wärmeleitung nach Fourier :
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Nettowärmestrom in x- , y- und z-Richtung
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zeitliche Änderung der Gesamtenergie:

e : massenbezogene innere Energie
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analoge Vorgehensweise für den gesamten Spannungstensor :

Mittels Impulserhaltung (z.B. x-Impuls) :
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Einführung der Spannungen ergibt die Energiegleichung
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Energiegleichungen für ideale Gase

kalorische Zustandsgleichungen:
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Form der Energiegleichung in CFD-Untersuchungen
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Formen der Erhaltungsgleichungen

Vektorschreibweise unter Berücksichtigung des Nabla-Operators
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Formen der Navier-Stokes Gleichungen:
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Energie

:    Gesamtenergie 

plus Kontinuitätsgleichung
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mit

: innere Energie
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