Erhaltung der Masse

Die Masse des Systems bleibt bei Bewegung durch das Stromungsfeld konstant
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Massenfluss Uber die Oberflache des Elements (in x-Richtung) :
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Nettomassenfluss in x-Richtung

In y- und z-Richtung erhalt man
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— differentielle Form der Kontinuitatsgleichung
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Sonderfalle :
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Erhaltung des Impulses

—

F : Auf die Fluidmasse wirkende resultierende Kraft

[ = J'\_/’dm - Impuls
Sys

Anwendung auf ein differentielles Massesystem:

AF = d(v Am)
dt
Amy,, =konstant
AF = Am Y = Ama
dt

AF : Oberflachen- und Volumenkréfte



Volumenkraft : Gewichtskraft maBgeblich

in kartesischen Koordinaten:
AFy, = Amg .
AFpy, =Amg
AFy,, = Amg,



Oberflachenkraft:

Element « Umgebung

beliebige Oberflache
AF, LAF, , AF, 1 AA



Normalspannung:

Schubspannung:
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= lim —/—

AA—Q AA



die Ubliche Zeichenkonvektion gilt




Bedeutung der Indizes :

S Richtung der Normalen der Ebene

ij . i
J Richtung der Spannung

Spannungen auf 3 orthogonalen, durch einen Punkt gehende Ebenen definieren den
Spannungszustand eindeutig

Oberflachenkréafte (nicht vollstandig):
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Summation liefert die Komponenten der resultierenden Oberflachenkraft:
AFg = AF, i +AFg, j+AFg k

Krafte in x- / y- / z-Richtung:
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Einsetzen in Aﬁ’ = Ama

mit AF = AF, + AF),
Am = pAxAyAz
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Differentielle Form der Impulserhaltung
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Kinematik des Fluidelements

Aufgabe : Spannungen durch Geschwindigkeitskomponenten ausdricken
Bewegung eines Elements
— Anderung seiner Lage und seiner Form

Bestimmung der Verformung mittels der relativen Bewegung zwischen 2
Punkten 7 und 11

(t = konst.)

¥ . Ortsvektor

dv : Geschwindigkeitsanderung



dv in Komponentenschreibweise

du =a—udx+a—udy+a—udz
ox dy 0z

dv =&dx+@dy+@dz
ox dy 0z

dw:a—wdx+a—wdy+a—wdz
ox dy 0z

Um den Zusammenhang mit Translation, Rotation, Dehnung und
Scherung zu erkennen, wird dv umgeschrieben
du=¢&dx+€,dy+€, dz+0,dz— o, dy
dv=¢€ dx+&dy+¢€, dz+ @, dx—0,dz
dw=¢ dx+¢€ dy+€& dz+ o, dy—-w,dx
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Der Vergleich beider Gleichungssysteme ergibt folgende
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Bedeutung von é‘i , 81] , Wj;

Unverformtes Element bewegt sich in der Stromung

Translation:

u dt

v dt

=1
¢




Rotation:

tan(dp) = d@

dp=—dt=——2dt
v ox dy
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— Zeitliche Winkelanderung @ = d—¢ aus dem arithmetischen Mittel
t
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—> Dreh- oder Wirbelvektor @

In 3D erh&lt man : o _l(aw avj
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— w, - Terme : Rotation des unverformten Elements



1 d(AV)
dt

Relative Volumenanderung (Volumendilatation)

1 d(AV) 1 ou } v [ ow } 1
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—> Kontinuitatsgleichung ftr inkompr. Fluide

Scherung
Rechteck > Parallelepiped

dy =da + df




Verformung des Elements
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Dehnungsgeschwindigkeit entspricht der zeitlichen Dehnungsanderung pro Kantenlange

ox Y 9y Tt oz

entspricht den Hauptdiagonalen der Matrix dlj

da = 2V 4
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g = 2% 4
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Schergeschwindigkeit 71']' tber arithmetische Mittelung
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Vergleiche mit dij — Matrix

— ;=Y —Terme
= dij — Matrix : enthalt Dehnung und Scherung

—> Tensor der Deformation



Spannungstensor Tji in der Impulserhaltung
Zusammenhang zwischen Z;; und dzj durch Newtonschen Reibungsansatz :
Tangentiale Spannung ~ Schergeschwindigkeit

und mittels Isotropie des Elements

Ex,€y,E; und divv  __,  viskositatsbedingte Normalspannungen

Ansatz:
O-xx:_p+2778x+ﬂdlv‘_; Txy:Tyxzznyxy
o,, =—p+2nE, + Adivv T, =T, = 2n 7'/yz
O-zz:_p+2778z+/1dw‘_; sz:szzznyzx



Die GrdoBen # und A sind Proportionalitatsfaktoren
Die Normalspannungen werden i. a. umformuliert

o,, =—p+1]| 2€, —%divﬁ]+ﬁdl’v§

o, =—p+n| 2¢, —%div§j+ﬁdi\/\7

o, =—p+1| 2¢, —%div§j+ﬁdiv17
n : dynamische Viskositat
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n= ,1+§77 : Volumenviskositat

‘ R 2
Stokes ‘sche Hypothese : n=A+-n=0
3
inkompressible Stromungen :  div Vv =0

mittlere Normalspannung o :
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Einsetzen der Normal- und Tangentialspannung

— Navier- Stokes Gleichungen
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inkompressible Strémung, # = konst

— divv=0

Vereinfachung der 2. Ableitungen
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—> Navier- Stokes Gleichungen fir ein ink. Fluid
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Energiegleichungen

1. Hauptsatz der Thermodynamik :

dQ—dE+dW : Warme; E : E ie; W : Arbeit

o ” Q : Wéarme; E : Energie; W : Arbei
Volumenelement : AV = AxAyAz

Am = pAV
Warmeleitung nach Fourier : 140 _ g=-— ,18_T A : Warmeleitfahigkeit
A dt on
Betrachtung flir die Flache 4y Az (x-Richtung)
aufgenommene Warme: — ﬂ,aT — J (/1 aTijjAyAz
ox odx\ ox)?2

abgegebene Warme: (ﬂ, Jof + J (ﬂ, aTj Azx]AyAz



Nettowarmestrom in x- , y- und z-Richtung
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zeitliche Anderung der Gesamtenergie:
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dt dt 2dt

e : massenbezogene innere Energie

Arbeit pro Zeit anhand von Oxx :
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analoge Vorgehensweise fur den gesamten Spannungstensor :
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Mittels Impulserhaltung (z.B. x-Impuls) :
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Einflhrung der Spannungen ergibt die Energiegleichung
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@ = Dissipatio nsfunktion

mechanische Energie —» thermische Energie




Energiegleichungen fir ideale Gase
_ _,. P _
e=f(T), h=e+—=f(T)
Jo,
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Form der Energiegleichung in CFD-Untersuchungen
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lauten die raumlichen 1. Ableitungen der linken Seite
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Formen der Erhaltungsgleichungen

Vektorschreibweise unter Berlcksichtigung des Nabla-Operators

0w = ,
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dt
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— Formen der Navier-Stokes Gleichungen:
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Energie

—2
E = p[e+v2J . Gesamtenergie
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plus Kontinuitatsgleichung
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e innere Energie
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