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Hinweis:
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Die Losungen diirfen ausschlieflich die gegebenen Groéfsen enthalten.
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Integrale und Additionstheoreme

Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(x) - cos(y) F sin(x) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(xz) = 2-sin(x/2) - cos(z/2)

e sin’(z) = %(1 — cos(2x))

. cos?(z) = %(1 + cos(22))
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1. Aufgabe: Fragenteil (15 Punkte)

1. Erklaren Sie anhand eines Stromungsbeispiels wie eine stationdre zweidimensionale drehungs- und
reibungsfreie Stromung lokal in Rotation versetzt werden kann. Wie heifst der Wirbelsatz, der diesen
Vorgang quantitativ beschreibt (Angabe der Formel nicht notwendig)?

2. Leiten Sie mithilfe des Biot-Savart Gesetzes

di I' d@xds
Uy = —— -
CodAr lalpP

den durch einen kreisférmigen Wirbel induzier- a

ten Geschwindigkeitsbetrag im Mittelpunkt des ds
Kreises, also im Ursprung in Abbildung 1, her.
Geben Sie das Ergebnis als Funktion des Radius

||@|| und der Zirkulation I" an. Abbildung 1: Kreiswirbelsystem.

3. Im Windkanal sollen ein einseitig und ein beidseitig eingespannter Fliigel untersucht werden (Abb. 2).

(a) Skizzieren Sie die Wirbellinien so, dass die Fliigel eine Kraft in positive z-Richtung erzeugen.

(b) Erldutern Sie Ihre Skizze kurz auf Basis der Helmholtz’schen Wirbelsétze.

Vi

AAMIIITTTRIRNINOOGS

Abbildung 2: Einseitig und beidseitig eingespannter Fliigel im Windkanal.
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4. Betrachtet werden zwei Fliigelprofile des Typs ] —a—
NACA 2406 und NACA 0015. 15 - Il —e— /@/em
(a) Erldutern Sie die geometrischen Eigenschaf- 1 /2/5/
ten des NACA-2406-Profils auf Basis der /ﬁ /
4

Nomenklatur der 4-stelligen NACA-Reihe.
(b) Ordnen Sie die Auftriebspolaren I und I7
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in Abbildung 3 dem jeweiligen Profil zu. /Q(
(c) Welches Profil eignet sich fiir die Verwen- —0.5 /
il;rfv ii 1S{ii];czenleitwerk. Begriinden Sie Thre 4 g
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Abbildung 3: Auftriebspolaren der Profile I and I1.

5. Skelett-Theorie

(a) Nennen Sie 4 Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Skelett-Theorie.

(b) Erlautern Sie die kinematische Randbedingung der Skelett-Theorie.



2. Aufgabe: Konforme Abbildung (18 Punkte)

Gegeben ist ein Kreiszylinder mit dem Radius R und dem Mittelpunkt zp = zg + tyo, welcher sich in einer
Parallelstrémung mit der Zirkulation I' befindet. Dabei bildet die Anstromgeschwindigkeit uo, den Winkel

« mit der z—Achse.

Die Zhukovski-Abbildungsfunktion ¢(z) lautet

2
C:z—i—&
z

. Zeigen Sie, dass diese Abbildungsfunktion einen parallel angestromten Kreiszylinder mit Radius R = a
und Zentrum im Ursprung der z-Ebene auf eine doppelt durchlaufene ebene Platte der Lange 4a in der
(-Ebene abbildet.

. Erldutern Sie kurz die Auswirkungen der Verschiebung des Kreises in x— bzw. y— Richtung auf die
abgebildete Kontur in der (-Ebene. Geben Sie zusétzlich die komplexe z-Koordinate der Hinterkante
fiir den Fall des aus dem Ursprung verschobenen Kreises an.

. Stellen Sie die komplexe Potentialfunktion F'(z) fiir den gegebenen Fall auf. Bestimmen Sie zudem die
konjugiert komplexe Geschwindigkeit w, (¢, R, z9) auf der Kreiskontur. Nehmen Sie fiir diesen Aufga-
benteil die Zirkulation I' als gegeben an.

. Bestimmen Sie die Zirkulation I' so, dass die Kutta’sche Abflussbedingung erfiillt ist. Zeichnen Sie
fiir diesen Fall qualitativ die Umstromung des Kreiszylinders in der z—Ebene und die des zugehorigen
Profils in der (—Ebene.

. Bestimmen Sie die komplexe Kraft auf das Profil in der z-Ebene. Hinweis: Verwenden Sie nur die
fiir das Residuentheorem bzw. die Kraftberechnung notwendigen Terme und benutzen Sie folgende

Vereinfachungen:
1 1 n 20 d 1 1 T 220
~AN-—+—und — & — + — .
z—z9 2z 22 (z—20)%2 22 23

Gegeben: R, o, Ueo, Poos o < 0,49 > 0
Hinweise:

Potentialstromungen:
Translationsstromung: F(2') = uso2’

Dipol: F() = 2{%, mit M = 27us, R?
Potentialwirbel: F(Z') = 5-in(2')
1. Blasius-Formel:

F, = ZPTOO w(z)2dz

Residuentheorem:

%f(z)dz =427 B; fiir

By  Bs B,
=By+—+ —+..+ —
f(2) o+ . + 2 +...+ s

+Cz+Co2% + ...+ 2"



3. Aufgabe: Tropfen-Theorie (17 Punkte)

Gegeben ist die parametrisierte Darstellung fiir einen Profiltropfen Z®)(X) mit

()
Z0(X)=BVX -X2(1-X), X= % Z® :ZT, Xel0,1], B>0
Der Profiltropfen wird ohne Anstellwinkel mit u., angestromt.

1. Bestimmen Sie zunéchst alle Koeffizienten des Reihenansatzes nach Riegels:
|
729(p) = 5 Zl bn sin(nyp)
n=

2. Bestimmen Sie die dimensionslose axiale Storgeschwindigkeit u,(p) in Abhéngigkeit des Parameters

B.

3. Bestimmen Sie den Wert des Parameters B, so dass die maximale positive axiale Stérgeschwindigkeit
ug = 0.1 betridgt. Bestimmen Sie hierfiir zunédchst die Position der maximalen axialen Storgeschwin-
digkeit.

4. Erlautern Sie kurz die Bedeutung des Riegels-Faktors.

5. Bestimmen Sie mithilfe des Riegels-Faktors x die Konturgeschwindigkeit Vj als Funktion von ¢.

6. Bestimmen Sie den Druckbeiwert ¢, auf der Kontur als Funktion von ¢.
Hinweise:
e Transformation:

1
X = 5(1 + cos )

e Quellstirke als Funktion der Profilsteigung:

e Definition des Riegels-Faktors:

. AN
K= +<dX>

e Entdimensionierte axiale Storgeschwindigkeit an der Profiloberflache:

2T U0

1 ! dx’
U (X) /0 Q(X/)m



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (15 Punkte)

1.

4.

Eine stationére zweidimensionale drehungs- und reibungsfreie Anstromung kann z.B. durch einen ge-
kriimmten Verdichtungsstof lokal in Rotation (rot(V) # 0) versetzt werden.

Nach einem gekriimmten Verdichtungsstofl besitzt das Feld einen Entropiegradienten normal zu den
Stromlinien, da der Stofwinkel entlang des Stofies variiert.

Aus dem Crocco’schen Wirbelsatz folgt, dass das Stromungsfeld stromab des Verdichtungsstofies dre-

hungsbehaftet ist (rot(V') # 0)

Herleitung:
mit ||d|| = konst. = R folgt:
r

ATR3

Fiir den Betrag kann das Kreuzprodukt umgeschrieben werden mit ||@ x d3]| = R||ds]| - sin(a) wobei
a = 5 ist. Somit ergibt sich durch die Integration entlang des Kreises

., T
Il = 47 $ 1.
Mit der Transformation nach ¢ durch ||d5]| = dpR folgt

du; = - a X ds.

r 2
Ll = —= de.
Das Integral ergibt
I = 5
| = —.
2R

Alternativ kann das Linienintegral iiber den Kreis verwendet werden, aus dem sich direkt der Kreis-
umfang

¢ 11ds]) = 2eR
ergibt.
(a)

N\

/
/
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Abbildung 4: Wirbellinien des beidseitig und einseitig eingespannten Fliigels.

(b) Nach dem 3. Helmholtz’schen Wirbelsétz muss eine Wirbellinie geschlossen sein oder auf einer
festen Wand enden. Daraus ergibt sich fiir den einseitig eingespannten Fliigel die Entstehung des
Fliigelspitzenwirbels.

(a) Die Nomenklatur der vierstelligen NACA-Reihe gibt Auskunft tiber

i. 1. Ziffer: maximale Profilwolbung in fy,q. /0 - 100
ii. 2. Ziffer: Wolbungsriicklage in (x/1) - 10
iii. 3. & 4. Ziffer: maximale Profildicke in d/I - 100



Die maximale Dickenriicklage liegt bei der vierstelligen NACA-Reihe stets bei 30%. Fiir das gege-
bene NACA 2406 ergibt sich entsprechend eine maximale Wolbung von 2%, eine Wolbungsriicklage
von 40% und eine maximale Profildicke von 6%.

Da bei Polare I der Auftrieb null betrigt bei einem Anstellwinkel von null Grad, handelt es sich
um ein symmetrisches Profil und somit um das NACA 0015. Das andere Profil erzeugt bei einem

Anstellwinkel von null Grad bereits Auftrieb und muss daher gewdlbt sein. Es handelt sich folglich
um das NACA 2406.

Zur Verwendung als Seitenleitwerk ist lediglich das symmetrische NACA 0015 geeignet. Das ge-
wolbte NACA 2406 wiirde im schiebewinkelfreien Geradeausflug bereits eine Seitenkraft erzeugen,
die das Flugzeug von seiner Bahn abbringt.

Die Voraussetzungen zur Anwendung der Skelett-Theorie sind:
e Potentialstromung (drehungsfrei)
e inkompressible Stromung
e reibungsfreie Stromung
e schlanke Profile (diinne Profile mit geringer Wolbung)
e kleine Anstellwinkel

Die kinematische Randbedingung der Skelett-Theorie besagt, dass die Skelettlinie zur Stromlinie
wird: ¥- 7 = 0.



Losung 2. Aufgabe: Konforme Abbildung (18 Punkte)

1. Mit der Zhukovski-Abbildungsfunktion ¢ = z + % erhélt man unter Verwendung der Exponentialdar-
stellung z = x + iy = 7 - €'® = r(cos ¢ + i sin @)

a?

(cos ¢ + isin @)

C:r(cosqb—kisingzﬁ)—kr (1)

Nach Erweiterung des 2. Terms mit der konjugiert-Komplexen folgt

2

Czr(cosgb—kisiruﬁ)+af(cos¢>—isingz$) . (2)
T
Die Zerlegung in Real- und Imaginiranteil ergibt
a? a?
Re(():€:(T+7)COS¢ und Im(():n:(r—7)sin¢. (3)
Fiir einen unverschobenen Kreis mit dem Radius » = a folgt daraus ¢ = 2acos¢ und n = 0 mit
p € [0,2n]
y A
: - e
\_]/ X ~2a 2a §

2. Durch eine Verschiebung des Kreises entlang der x-Achse wird die Dickenverteilung variiert. Eine Ver-
schiebung entlang der y-Achse verdndert die Wobung des Profils. Fiir die hier vorhandene Verschiebung
ergibt sich folglich ein gewdlbter Profiltropfen in der (-Ebene.

Die Profilkoordinaten der HK des verschobenen Kreiszylinders sind

z:a:m+xo

mit dem rechtwinkligen Dreieck R? = y2 + (a — z¢)?

3. Die komplexe Potentialfunktion F'(z") als Kombination von Anstromung, Dipol und Wirbel ergibt

uso R il
Z, —+ % ln(z )

F(Z) = uxo?' +
Transformation in z:
um zg verschoben und um « gedreht da der Dipol senkrecht zur Anstrémung steht.
2= Re™ + 25 = R T 4 55 = Re™ e 4 29 = 2/ + 2
2 = (2 —xg — iyo)e

Potentialfunktion F'(z):

F(2) = usoe (2 — g — iyo) + + —In(z —xo —iyo) + o

Uso™ R? i Ta
z—xog— 1Yo 27

konjugiert komplexe Geschwindigkeitsfunktion w,(z):

_ dF(z)
 dz

Uso€'* R? i

1 +
(z —x0—1y0)? 2m(z —z0 — iyo)

= Ul =~ —

w,(2)

8



auf der Kreiskontur mit z = Re® + xq + iy

o Usc€™R? i

i
T R2e2ip + 21 Ret¥

21 Ret®

w; (o, R) = uso€™

— uoo(e—ia o 6i(a—24p))

4. Die Kutta-Bedingung besagt, dass es an einer unendlich diinnen Hinterkante nicht zur Umstromung
kommt und das Fluid glatt abfliefst. In der (-Ebene muss somit die Geschwindigkeit an der Hinterkante
wW¢(z = a) endlich sein. Betrachtet man den Kreiszylinder in der z-Ebene, so befindet sich an der Stelle
z = a ein Staupunkt, womit die Bedingung w,(z = a) = 0 erfiillt sein muss.

Mit ¢ = —f = arcsin(—§%) = — arccos(4) an der Hinterkante folgt:

— [1eY

AN
W,(a) = Ul Uat28) 4 ! '

— i( — =
oot 21 Re P 0

Dies lasst sich umformen zu

i = —27rRe_iﬁuooe_m + QWRUooemei’B
iT" = 27 Ruy (—e‘““*ﬂ) + e“‘“*ﬂ))

il' = 2 Ruoo (— cos(a + B) + isin(a + 3) + cos(a + B) + isin(a + 3))
I' = 47 Ruo sin(a + )

Nach Einsetzen von [ ergibt sich fiir die Zirkulation I'

R

/RZ _ 2
I' = 47 Ruy (sin(a) a Ryo Rl + cos(a)yo>

Skizze der Stromungsfelder:

z-Ebene

5. Bestimmung von F, anhand von w,(z) :

» i uooeiaRZ
w P = e (104 I
=(2) e * 2r(z —xo —iyo) (2 — xp — iyp)?

Darstellung von w,(z) als Quotientenreihe analog zu der Reihe aus dem gegebenen Residuentheorem :

— Ay A .
w,(z) = Ao + o + CEPNE mit




—i i ,
AO = U € Za, Al = %, AQ = —uooew‘RZ

(wz(z)>2 kann somit als:

2 A Ay \?
z =(A

(w (Z)> < U+z—zg+(z—z0)2>

formuliert werden.

: : iger L~ 1 zo0 1 o1 4 2% i :
Mit Verwendung der Hinweise: partie B o und e 2t A kann dies umgeformt werden zu:

() = (e (24 2) v (54 5))

— 2 1 A?24240A 245A
(w:(2)) = A3+ 2494, + LEER0T T 0050

22

Nach dem Residuentheorem ist lediglich der Term mit % von Relevanz fiir die Integration, sodass
lediglich ein Term nach Bildung des Quadrates beriicksichtigt werden muss. Es gilt:

By = 2AOA1
sodass fiir die Kraft in der z-Ebene gilt:

F, = ”’T“(zmonAl)

 po () (”)

T
= —iPsolsce T

Nach Einsetzen von I' ergibt sich:

, /R2 _ 12
F, = —idnRpsou’ e (sin(a) PZJO 0 + cos(a) yo)

10



Losung 3. Aufgabe: Tropfen-Theorie (17 Punkte)

1. Bestimmung der Fourier-Reihe nach Riegels unter Nutzung der Transformation X = %(1 + cos ¢) mit
¢ € [0,7):

ZW(p) = B\/;(l + cos ) — i(l + 2 cos ¢ + cos? ) (1 —5

B
=—+/1—cos?¢(1—cosy)

4

L (14 cos 90))

B .
= Zsmgp(l — cosp)

B (. 1. 9
=—s — =5
1 \Sing — 5sin2p

Die Koefhizienten des Reihenansatzes nach Riegels betragen somit:
B B

by = e bp,=0 V n>3

2. Bestimmung der axialen Stérgeschwindigkeit:

1 ! dx’
Uq(X) /o Q(X/)m

- 2T U
ax’ g .
T, o de
= u =
() 2T U /7T Q((p)%(l%—coscp) — 2(1+ cos¢’)
1 /02 a7 Céif,’dgp’
=_— u
2MUoo Jr oodX’%(qucosgo)—%(quCOSgO’)
1 [0 dZ dyf X di'

N w/7, dy' dX' $(1+cosp) — (1 +cos¢)

1 /0 dz dy/
oS dy $(1+cosy) — 3(1 + cos¢')
2 [TdZ dy’

T Jo dTo’cosnp—coscp’

Ableiten des Reihenansatzes nach Riegels liefert:

Einsetzen in den Ansatz fiir die axiale Storgeschwindigkeit:

() = 2/”% nNzlnbncosngodgo’
Yal®P) = cos ¢ — cos ¢’

T Jo
1 /7r 2521 nby, cos np dy’
o1 Jo cos ¢ — cos ¢’

1 N sinn
L [_ﬂ . ﬂ
T sin

N sin ne
sin
n=1 ¥

11



Einsetzen der Fourier-Koeffizienten liefert:

sin 2¢

’LLa(QO) = bl + 2b2 Sincp
B Bsin2p

2 2 sing
_ E _ EZsingocoscp

2 2 sin ¢
B
=5 (1 —2cosy)

3. Bestimmung des Parameters B, so dass die maximale Storgeschwindigkeit u, = 0.1 betragt:

ug(p) = §<1 —2cosp)

Das Maximum der rechten Seite liegt im Definitionsbereich ¢ € [0, 7] fiir B > 0 bei cos ¢ = —1. Damit
dieses wie gefordert 0.1 entspricht, muss gelten:

B
0.1=2=(142)
5
1
B—_—
= 15

4. Der Riegelsfaktor limitiert die resultierende Konturgeschwindigkeit. Fiir gut gerundete Vorderkanten
geht % — 00. Dies fithrt lokal zu sehr hohen Stoérgeschwindigkeiten, wodurch die Tropfentheorie in
diesen Bereichen keine Giiltigkeit mehr besitzt und fehlerhafte Ergebnisse liefert. Der Riegels-Faktor
dient an dieser Stelle als Korrekturfaktor.

5. Bestimmung der Konturgeschwindigkeit mittels des Riegels-Faktors:
1

) (1 + ua())

u
(Ualco + Uoo) = ——

k()

- (£5)
0= 1 (Zieosg—eon20)) (52)’

Yoo (1 + g 1— QCOSSO))
(Er——y
- (1 + 2—10(1 — 2(:osg0))
2
\/1 + (& (cos p — cos 2¢0))” (siﬁa)
Uoo ( 10 cos @ )

2
\/l + (Gl—o(cosgo — Cos 2(;7))2 (S;io)

Vi(p) =

Bestimmung des Riegels-Faktors:

Durch Einsetzen folgt:

Vi(p) =

12



6. Bestimmung des Druckbeiwertes auf der Kontur:

1 1
Doo + 5/’“20 =Pk + §PVk
Pk — P
= Cp’k = 1 200
7 PU
_ %Pugo - %PVkQ
3P
V2
=1— 5
uOO
Einsetzen ergibt:
21 1
55— == COS
o =1— (50 — 16905 %))

2
\/1 + (g5 (cos ¢ — cos 2@))2 (Sifw)
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