
1. Aufgabe

a) FA = FG + FS

FA = n · VP · ρW · g
FG = mB · g + n · mP · g
FS = (ρW · g · H + pa)A1

⇒ n · VP · ρW · g = mB · g + n · mP · g + (ρW · g · H + pa)A1

⇒ n =
mB + (ρW · H + pa/g)A1

VP · ρW − mP

b) FA = FG

FA = VL,U · ρW · g , wobeiVL,U = Volumen Luft auf Tiefe H-h bzw. unten

FG = mB · g

⇒ VL,U · ρW · g = mB · g ⇒ VL,U =
mB

ρW

Luftmasse (unten-oben) ist konst.:mL,U = mL,O ⇒ VL,U · ρL,U = VL,O · ρL,O (1)

Druck oben:pL,O = pa Druck unten:pL,U = pa + ρW · g · (H − h)

Dichte Luft ist nicht gegeben: ideale Gasgleichungp = ρ · R · T

⇒ ρL,O =
pL,O

RL · TL

=
pa

RL · TL

(2)

⇒ ρL,U =
pL,U

RL · TL

=
pa + ρW · g · (H − h)

RL · TL

(3)

aus (1): VL,O = VL,U · ρL,U

ρL,O

mit (2), (3) undVL,U : VL,O =
mB

ρW

· pa + ρW · g · (H − h)

pa

Volumenstrom:V̇ =
VL,O

t
mit Verzögerungszeit:tX ⇒ tp =

VL,O

V̇
+ tX

⇒ tp =

mB

ρW
· pa+ρW ·g·(H−h)

pa

V̇
+ tX

c) Die Masse bleibt konstant bis das maximale Volumen des Ballons erreicht ist. Weitere
Ausdehnung der Luft führt zum Austritt und reduziert damit linear mit der Steighöhe die
Masse.

z

m

(H-h)

AuftriebF F

m Luft

0

1/2
1/3

m
maxF

max 1
1

Der Auftrieb nimmt, bis der Ballon vollständig mit Luft gefüllt ist, zu. Danach bleibt das
vom Ballon verdrängte Wasservolumen und somit auch der Auftrieb konstant.
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2. Aufgabe

a) F = (pa + ̺1gH1 − pa − ̺2gH2)
πd2

4
=

πd2g

4
(̺1H1 − ̺2H2)

b) Druckgleichgewicht in 2: pa + ̺1gh1 = pa + ̺2gha + ̺1ghb (1)

rh

1

2 3

4

1

r
2

1

h2h2

ha

hb

gleiches Volumen 1: ̺1AH1 = ̺1Ah1 + ̺1Ahb ⇒ hb = H1 − h1

gleiches Volumen 2: ̺2AH2 = ̺2Aha ⇒ ha = H2

mit (1): ̺1gh1 = ̺2gH2 + ̺1g(H1 − h1)

⇒ h1 =
̺2H2 + ̺1H1

2̺1

h2 = H2 + H1 −
̺2H2 + ̺1H1

2̺1

c) Bernoulli:3 → 4

p3 +
̺2

2
v2

3 = pa +
̺2

2
v2

4 + ̺2gha

Konti:

v3 = v4 = v1 ha = H2 v2 = v1
4A

πd2
v1 =

−dh1

dt
Bernoulli:1 → 3

pa +
̺1

2
v2

1 + ̺1gh1 = p3 +
̺1

2
v2

3 + ̺1ghb + ̺1L
dv2

dt

⇒ ̺1gh1 + ̺1L
4A

πd2

d2h1

dt2
= ̺2gH2 + ̺1ghb

mit hb = H1 − h1

⇒ ̺1L
4A

πd2
︸ ︷︷ ︸

a

d2h1

dt2
+ 2̺1g
︸︷︷︸

b

h1 −g(̺2H2 + ̺1H1)
︸ ︷︷ ︸

c<0

= 0

DGL:
a · ḧ1 + b · h1 + c = 0

d) Hinweis:

h(t) = −c

b
+ C1 sin

(√

b

a
t

)

+ C2 cos

(√

b

a
t

)

R.B.:
h1(t = 0) = H1 sin 0 = 0 cos 0 = 1 ⇒ C2 = H1 +

c

b
v1(t = 0) = 0 ⇒ C1 = 0

⇒ h(t) =
H1 + H2

2
+

H1 − H2

2
cos

(√

gπd2

2AL
t

)



3. Aufgabe

L
r

x

0

a
p

GF

v

n

G

HF

1 21‘

a) Maximale Fahrtgeschwindigkeit bei
∑

F = FG − FW = 0

FW = kv2
F

x-Impuls: −ρLv2
G

πd2

4
= −FH = FG = FW = kv2

F

=⇒ vF =

√

ρLπd2

4k
· vG (1)

Bernoulli 0 - 1 und 1’ - 2:pa = p1+
1

2
ρLv2

1(1+ζE) undp1′ = pa

∆pP = p1′ − p1 = pa − pa +
1

2
ρLv2

1(1 + ζE)

=⇒ v1 =

√

2 · ∆pP

ρL(1 + ζE)
= vG (aus Konti) (2)

P = V̇ ∆pP ⇒ ∆pP =
P

vG · π d2

4

in (2): vG = 3

√

8 · P
ρL(1 + ζE) · πd2

in (1): vF =

√

ρLπd2

4k
· 3

√

8 · P
ρL(1 + ζE) · πd2

L
r

x S

p

d

v

v

n

v

F

a b)
∑

F = FG − FS + FW = 0

x-Impuls: ρLv2
G

πd2

4
+ 2 · ρLv2

G

1

2

πd2

4
= FS

FS = 2ρLv2
G

πd2

4

Der Betrag der Geschwindigkeit ist wie bei a). Die Richtung ist entgegengesetzt.



4. Aufgabe

x

p p+ dx
dx
dp

t

t+
dy
dt

dy

y

a) Kräftebilanz am Element:

τdx − (τ +
dτ

dy
dy)dx + pdy − (p +

dp

dx
dx)dy = 0

⇒ dτ

dy
= −dp

dx
mit τ = −η

du

dy

⇒ τ = −dp

dx
y + C1 = −η

du

dy

⇒ u =
1

η

dp

dx

y2

2
− 1

η
C1y + C2

R.B. : 1) u(y = 0) = 0 ⇒ C2 = 0

2) u(y = h) = uB ⇒ uB =
1

η

dp

dx

h2

2
− 1

η
C1h ⇒ C1 = −ηuB

h
+

dp

dx

h

2

⇒ u(y) = uB
y

h
+

1

2η

dp

dx
(y2 − hy)

3)
V̇

B
= 0 =

∫ h

0

u(y) dy =

[

uB
y2

2h
+

1

2η

dp

dx

(
y3

3
− hy2

2

)]h

0

⇒ dp

dx
=

6ηuB

h2

⇒ u(y) = uB

(

3
y2

h2
− 2

y

h

)

⇒ τ(y) = ηuB

(
2

h
− 6y

h2

)

0

u

y

t

y

2 u  /hh

h/3

B-4 u  /hh B

h/3

2h/3

u B

b) Extremwerte:

τmax = τ(y = 0) = 2
ηuB

h

τmin = τ(y = h) = −4
ηuB

h

τ(y = h/3) = 0 ⇒ umin

umax = u(y = h) = uB

u(y = 0) = u(y = 2/3h) = 0

umin = u(y = h/3) = −uB

3

c) PS = FW · uB mit FW = τW BL

PS = 4η
uB

h
BLuB = 4η

BL

h
u2

B

PA = PS + 2FBuB = uB(4ηBL
uB

h
+ 2FB)



5. Aufgabe

a) konstanter Querschnitt, inkompressibel, Hinweis:
∂vz

∂z
= 0

In (1):
∂(rvr)

∂r
= 0 ⇒ rvr = const. mit vr(r = D/2) = 0 : vr = 0

Damit für (2): −1

ρ

∂p

∂r
= 0

Und (3):
∂vz

∂t
= −1

ρ

∂p

∂z
+

ν

r

∂

∂r

(

r
∂vz

∂r

)

b) Einführen der Referenzgrößen:

z =
z

D
, r =

r

D
, p =

p

∆p
, t = t · ω, vz =

vz

U
mit U = UKolben

Einsetzen in (3):U ω
∂vz

∂t
= −∆p

ρD

∂p

∂z
+

ν U

D2r

∂

∂r

(

r
∂vz

∂r

)∣
∣
∣
∣
∣
: Uω

∂vz

∂t
= − ∆p

ρDUω

∂p

∂z
+

ν

D2ω

1

r

∂

∂r

(

r
∂vz

∂r

)

Π1 =
∆p

UωρD
=

∆p

ρU2

U

ωD
=

Eu

Sr

Π2 =
ν

D2ω
=

ν

DU

U

ωD
=

1

Re

1

Sr

c) Es werden 3 Gleichungen benötigt:

Sr =
Dω

U

Re =
U D

ν

Eu =
∆p

ρU2

Sinusschwingung:

s(t) = smax sin(ω t)

U(t) = smax ω cos(ω t)

⇒ Umax = smax ωmax

Einsetzen:

SrR =
Dωmax

Umax

=
Dωmax

smaxωmax

=
D

smax

⇒ ⇒ D = SrR smax

ReR =
UmaxD

ν
=

smaxωmaxSrR smax

ν
⇒ ν =

SrRωmaxs
2
max

ReR



EuR =
∆p

ρU2
max

=
∆p

ρs2
maxω

2
max

⇒ ρ =
∆p

EuRs2
maxω

2
max

.

⇒ η = νρ =
SrR

ReREuR

∆p

ωmax

.



6. Aufgabe

a) komplexes Potential:

Parallelströmung + Dipol bei(a, 0) + Dipol bei (−a, 0):

F (z) = u∞z +
R2u∞

z − a
+

R2u∞

z + a

= u∞z +
R2u∞(x − a − iy)

(x − a)2 + y2
+

R2u∞(x + a − iy)

(x + a)2 + y2

b) Da sich die beiden Dipole gegenseitig beeinflussen müssenSie sehr weit von einander
entfernt sein, alsoa

R
→ ∞ oder R

a
≪ 1, damit die umströmten Körper tatsächlich zwei

Kreiszylindern entsprechen. Je weiter sich die Körper annähern, desto stärker verzerrend
wirkt der Einfluss des jeweils anderen Körpers und die Körperform weicht vom Kreiszy-
linder ab.

c) Staupunkte auf derx-Achse⇔ y = 0:

Φ(x, y) = u∞x +
R2u∞(x − a)

(x − a)2 + y2
+

R2u∞(x + a)

(x + a)2 + y2

⇒ u(x, y) =
∂Φ

∂x
= u∞ + R2u∞

y2 − (x − a)2

((x − a)2 + y2)2 + R2u∞

y2 − (x + a)2

((x + a)2 + y2)2

⇒ v(x, y) =
∂Φ

∂y
= −R2u∞

2y(x − a)

((x − a)2 + y2)2 − R2u∞

2y(x + a)

((x + a)2 + y2)2

y = 0 ⇔ v(x, y = 0) = 0 überall auf derx-Achse erfüllt

u(x, y = 0)
!
= 0 ⇒ u∞ − R2u∞

1

(x − a)2
− R2u∞

1

(x + a)2

!
= 0

⇔ R2

(
1

(x + a)2
+

1

(x − a)2

)

− 1 = 0

⇒ x4−x2(2R2+2a2)−2R2a2+a4 = 0 Polynom 4. Grades von x, also max. 4 Nullstellen

ersetzex2 = p:

p2 − 2p
(
R2 + a2

)
+ a4 − 2R2a2 = 0 ⇒ p1/2 = R2 + a2 ±

√
R4 + 4a2R2

xs1/2/3/4
= ±

√

R2 + a2 ±
√

R4 + 4a2R2

d) Es soll geltenxsi
= 0 für zwei xsi

. Wählex = ±
√

R2 + a2 −
√

R4 + 4a2R2 (alle Sum-
manden unter der Wurzel positiv)

⇒ 0 = R2 + a2 −
√

R4 + 4a2R2

R4 + 4a2R2 = R4 + 2a2R2 + a4 ⇒ a2
(
2R2 − a2

)
= 0

⇒ a1,2 = 0, a3,4 = ±
√

2R

Füra = 0 fallen beide Dipole in einem Punkt zusammen⇔ 1 Körper

Daa < 0 nicht sinnvoll ist, ista =
√

2R der gesuchte Abstand für den sich beide Körper
in einem Punkt berühren.

e) Berührpunkt ist Staupunkt⇒ cp = 1



f) R
a
≪ 1

a groß

2R 2R

a → 0

2
--
2 R√

a wie in Aufgabenteil d) berechnet (Körper berühren sich gerade)

2a = 2 2R√
--



7. Aufgabe

a)
u1(y)

u∞

= a0 + a1(
y

δ
)

1. RB.:y = 0 : u = uB ⇒ a0 =
uB

u∞

= K

2. RB.:y = δ : u = u∞ ⇒ a0 + a1 = 1 ⇒ a1 = 1 − K

⇒
u(y

δ
)

u∞

= K + (1 − K)
y

δ

b) K = 0.5

1

0.25

u/u
∞

y/δ

δ

δ1
A

B

GS

reibungsfreie
Außenströmung

u /uB ∞
1

δ1

δ
=

∫ 1

0

(

1 − u

u∞

)

d
(y

δ

)

= 0.5

∫ 1

0

(

1 − y

δ

)

d
(y

δ

)

= 0.25

c) Ebene Grenzschichtströmung:
∂p

∂x
= 0

mit Euler-Gleichung ua
dua

dx
= −1

ρ

∂p

∂x
⇒ dua

dx
= 0

⇒ ua = u∞ = const.

v. Kármán Int.-bez.:
dδ2

dx
+

�
�

�
�

�
�

�
�

�:01

ua

dua

dx
(2δ2 + δ1) −

τw

ρu2
a

= 0 (*)

τw = −τ(y = 0) = η
∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

= η
u∞

δ

∂( u
u∞

)

∂(y
δ
)

∣
∣
∣
∣

y
δ
=0

= η
u∞

δ
(1 − K)

δ2

δ
=

∫ 1

0

[
u

u∞

(1 − u

u∞

)

]

d(
y

δ
)

=

∫ 1

0

[

K − K2 + (2K2 − 3K + 1)
y

δ
− (1 − K)2(

y

δ
)2
]

d(
y

δ
)

→ δ2

δ
=

1

6
+

1

6
K − 1

3
K2 =

1

6

(
1 + K − 2K2

)

einsetzen in (*) :
1

6

(
1 + K − 2K2

) dδ

dx
− η

u∞

δ

(1 − K)

ρu2
∞

= 0

⇒ δdδ =
6η(1 − K)

ρu∞(1 + K − 2K2)
dx

Integration:
1

2
δ2(x) =

6ηx(1 − K)

ρu∞(1 + K − 2K2)
+ C1 mit RB: x → 0: δ → 0 ⇒

C1 = 0

→ δ(x) =

√

12η(1 − K)x

ρu∞(1 + K − 2K2)



8. Aufgabe

a) Energiegleichung:

h1 +
1

2
u2

1 = h2 +
1

2
u2

2

cpT1 +
1

2
γRT1M

2
1 = cpT2 +

1

2
γRT2M

2
2

cpT1 +
cp

2
(γ − 1) T1M

2
1 = cpT2 +

cp

2
(γ − 1) T2M

2
2

T1

T2

+
γ − 1

2

T1

T2

M2
1 = 1 +

γ − 1

2
M2

2

M2
2 =

(
T1

T2

(

1 +
γ − 1

2
M2

1

)

− 1

)
2

γ − 1

mit
T1

T2

=

(
p1

p2

) γ−1

γ

(Isentropenbeziehung)

⇒ M2 =

√
√
√
√

((
p1

p2

) γ−1

γ
(

1 +
γ − 1

2
M2

1

)

− 1

)

2

γ − 1

b) Massenstroṁm :

ṁ = ρ1u1A1

ρ1 =
p1

RT1

⇒ ṁ = A1
p1

RT1

M1c1 = A1
p1

RT1

M1

√

γRT1

⇒ ṁ = A1M1p1

√
γ

RT1

c) Konti:

ṁ = ρ1u1A1 = ρ2u2A2

A2 =
ρ1

ρ2

u1

u2

A1 =

(
p1

p2

) 1

γ M1

M2

c1

c2

A1

= A1
M1

M2

(
p1

p2

) 1

γ
√

T1

T2

= A1
M1

M2

(
p1

p2

) 1

γ
(

p1

p2

) γ−1

2γ

= A1
M1

M2

(
p1

p2

) γ+1

2γ




