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1. Aufgabe

a) Kräftegleichgewicht zur Auftriebsberechnung:
∑

F = 0 => FA = mU · g +GWs

GWs = A · g
∫ H

0

ρw(z)dz + paA = A · g
[

ρW0
z +∆ρ

z2

2H

]H

0

+ paA

GWs = A · g ·H
(

ρW0
+

∆ρ

2

)

+ paA

FA = ρW (H) · g · VL

(ρW0
+∆ρ) · g · VL = mu · g + A · g ·H

(

ρW0
+

∆ρ

2

)

+ paA

VL =
(mU + A ·H

(
ρW0

+ ∆ρ
2

)

(ρW0
+∆ρ)

+
pa · A

g(ρW0
+∆ρ)

[m3]

b)
∑

F = 0, mug = FA

mL = ρL · VL

VL · ρW (z) · g = mU · g

VL =
mU

ρW0
+∆ρ z

H

mL = ρL · VL, ρL =
p(z)

RL · TW

p(z) = pa +

∫ z

0

ρ(z)gdz = pa + g

∫ z

0

(ρW0
+∆ρ

z

H
)dz = pa + ρW0

· gz +∆ρg
z2

2H

ρL =
pa + ρW0

· gz +∆ρg z2

2H

RLTW

mL =
pa + ρW0

· gz +∆ρg z2

2H

RLTW

· mU
(
ρW0

+∆ρ z
H

) [kg]



2. Aufgabe

a) Leistung:P = V̇∆p0,T = V̇∆pT ⇒ ∆pT =
P

V̇
=

P

Avi

Bernoulli i → a :

pi(ω, t) +
ρL

2
v2i = pa + ρLg · 2L+

ρL

2
v2R +∆pT + ρL

∫ a

i

∂vR

∂t
ds

Konti: viA = vRAR ⇒ vR = vi
A

AR

Auslenkung (A.S.):h(t) = hi(t) = hmax · sin(ωt)

Geschwindigkeit:
dhi

dt
= vi(t) = hmax ω · cos(ωt)

Beschleunigung:
dvi

dt
= −hmax ω2 · sin(ωt)

⇒ pi(ω, t)+
ρL

2
v2i = pa+ρLg·2L+

ρL

2

(
A

AR

)2

v2i +
P

Avi
+ρL 2L·dvR

dt

L

Dh

A

p

R

a

A

r
L

Turbine
L

i 1

2

a

3

⇒ P

Avi
= pi(ω, t)− pa − ρLg · 2L+

ρL

2
v2i

(

1−
(

A

AR

)2
)

− ρL 2L · dvR
dt

⇒ P = Avi

(

pi(ω, t)− pa − ρLg · 2L+
ρL

2
v2i

(

1−
(

A

AR

)2
)

− ρL 2L · dvR
dt

)

P = A · hmax ω · cos(ωt)
(

pi(ω, t)− pa − ρLg · 2L+
ρL

2
(hmax ω · cos(ωt))2

(

1−
(

A

AR

)2
)

+ ρL 2L · hmax ω
2 · sin(ωt) A

AR

) [

m2m
1

s
(
N

m2
)

]

=

[
Nm

s

]

= [W ]

b) Druckverlauf entlang der Stromliniei → a

2 sai

i
p

31

p

a

I

Dp

I: h     /2rw max
2 2

II: h     /2 (A/A )rw max
2 2 2

Rp

II



3. Aufgabe

a) Impulssatz in X-Richtung:

∑
~Fi =

∫

~v(~v · ~n)dA

FH = 2πρ

∫ R

0

u1(r)
2rdr

= 2πρu2max1

∫ R

0

(

1− 2
r2

R2
+

r4

R4

)

rdr

FH = 2πρu2max1

(
R2

2
− R4

2R2
+

R6

6R4

)

= πρu2max1

R2

3

P = FH · um

pa, ρ

x
r R u1(r)

∗

u2(r)
R1

KV

FH

um =
2

R2

∫ R

0

umax1

(

1− r2

R2

)

rdr = 2
umax1

R2

(
R2

2
− R2

4

)

=
umax1

2

⇒ P = πρu3

max1

R2

6
[W ]

b)

pa, ρ

x
r R u1(r)

∗

u2(r)

R1

KV

Kontinuitätsgleichung:

2π

∫ R

0

umax1

(

1− r2

R2

)

rdr = 2π

∫ R1

0

umax2

(

1− r2

4R2
1

)

rdr

umax1

(
R2

2
− R2

4

)

= umax2

∫ R1

0

(

r − r3

4R2
1

)

dr

umax1

R2

4
= umax2

[
r2

2
− r4

16R2
1

]R1

0

=
7

16
R2

1
umax2

umax1
=

7

4

R2
1

R2
umax2



Impulssatz in x-Richtung:

2πρ

∫ R

0

u2

max1

(

1− r2

R2

)2

rdr = 2πρ

∫ R1

0

u2

max2

(

1− r2

4R2
1

)2

rdr

u2

max1

(
R2

2
− R2

2
+

R2

6

)

= u2

max2

∫ R1

0

(

r − r3

2R2
1

+
r5

16R4
1

)

dr

u2

max1

R2

6
= u2

max2

(
R2

1

2
− R2

1

8
+

R2
1

96

)

R2

6
u2

max1
=

37

96
R2

1
u2

max2

umax1
=

√
37

4

R1

R
umax2

Einsetzen in Kontinuitätsgleichung:
√
37

4

R1

R
umax2

=
7R2

1

4R2
umax2

⇒ R1 =

√
37

7
R [m]



4. Aufgabe

a) Fr < 1 Die Spiegelhöhe nach dem Wehr ist niedriger als die der Anströmung.

b) Bernoulli:

ρgz + ρgy +
ρ

2
v2 = const

⇒ z +
v2

2g
+ y = const mit H = z +

v2

2g
und v =

V̇

Bz

⇒ H = z +
V̇ 2

2gB2z2

Hmin :
∂H

∂z
= 0 ⇒ zgr =

3

√

V̇ 2

gB2

[(
m6

s2
s2

m

1

m2

)1/3
]

= [m]

⇒ Hmin = zgr +
V̇ 2

2gB2z2gr
=

3

2
3

√

V̇ 2

gB2

[

3

√

m6

s2
s2

m

1

m2

]

= [m]

c) Skizze:

z/zgr0 0,5 1 1,5 2

0,5

1

1,5

minH
H

1

53

2

4

d) Konti:

v4z4B = v1z1B ⇒ v4 = v1
z1

z4
= 4v1

⇒ Fr4 =
v4√
gz4

=
v1

√

g z4
z1
z1

z1

z4
= 8

v1√
gz1

mit v1 =
V̇

Bz1

⇒ Fr4 = 8
V̇

Bz1
√
gz1

[.]



e) Impulserhaltungssatz (Bilanzhülle):

1 4

p
a

z
1

F
W

z4

x

y

−ρv2
1
z1B −B

∫ z1

0

p1(z)dz + ρv2
4
z4B + B

∫ z4

0

p4(z)dz + paB(z1 − z4) + FW = 0

mit p1(z) = pa + ρg(z1 − z) und p4(z) = pa + ρg(z4 − z)

⇒ FW = ρv2
1
z1B − ρv2

4
z4B + Bρg

z2
1

2
−Bρg

z2
4

2

⇒ FW = ρB

(

v2
1
z1 − 4v2

1
z1 + g

z2
1

2
− g

z2
1

32

)

= ρB

(
15

32
gz2

1
− 3 v2

1
z1

)

⇒ FW = ρB

(
15

32
gz2

1
− 3

64
gz2

1

)

⇒ FW =
27

64
ρBg z2

1

[
kg

m3

m

s2
mm2

]

= [N ]



5. Aufgabe

u(r)

a
r

x

p

τ +
dτ

dr
dr

τ
p+

dp

dx
dx

R dr
dx

a) τ = τ(r) ∂p
∂y

= 0 → ∂p
∂x

= dp
dx

Kräftegleichgewicht
∑

Fx = 0:

p · 2πrdr −
(

p+
dp

dx
dx

)

2πrdr + τ2πrdx−
(

τ +
dτ

dr
dr

)

2π(r + dr)dx = 0

dp

dx
dr +

dτ

dr
dr +

τ

r
dr +

1

r

dτ

dr
dr2 = 0

Vernachlässigung von Termen höherer Ordnung:

dp

dx
+

dτ

dr
+

τ

r
= 0 =⇒ dp

dx
+

1

r

d(rτ)

dr
= 0

Newton’sches Fluidmodell:τ = −η
du

dr

η

r

d

dr

(

r
du

dr

)

− dp

dx
= 0

b) Randbedingungen:

FR|r=a = 0 ⇔ τ |r=a = 0 ⇔ du

dr

∣
∣
∣
r=a

= 0 (1)

u|r=R = 0 (2)

aus a):
dp

dx
rdr = η · d

(

r
du

dr

)

dp

dx
· r

2

2
= η · r · du

dr
+ C1 =⇒ dp

dx
· r
2
= η · du

dr
+

C1

r

dp

dx
· r

2

4
= η · u(r) + C1 · ln(r) + C2

mit (1):
dp

dx
· a

2

2
= C1 mit (2):

dp

dx
· R

2

4
− C1 · ln(R) = C2

u(r) =
1

η

dp

dx

(
r2 −R2

4
+

a2

2
ln

(
R

r

))

ua = u|r=a =
1

η

dp

dx

(
a2 −R2

4
+

a2

2
ln
R

a

) [
s

kgm

kgm

s2
1

m
m2

]

=
[m

s

]



6. Aufgabe

a) τt = ρl2|dū
dy

|dū
dy

b) Der Mischungsweg ist die Strecke in Richtung der Normalen,die ein sich mit seiner ur-
sprünglichen Geschwindigkeit bewegender Turbulenzballen zurücklegen muss, damit die
Differenz zwischen seiner Geschwindigkeit und der Geschwindigkeit der neuen Schicht
der gemittelten absoluten SchwankungsgröSSe entspricht.

c) Das universelle Wandgesetz von Prandtl ist für hydraulisch glatte und kreisförmige Quer-
schnitte definiert.

d) λ = 0,316
4
√
Re

e)

τ = τt + τl = −ρu′v′ + η
du

dr

r

t(r)

t

t tl t

Rohrwand

f)

f · g =
1

T

∫

T

fgdt =
1

T

∫

T

(f + f ′)(g + g′)dt

=
1

T

∫

T

(fg + f ′g + fg′ + f ′g′)dt

= fg + g
1

T

∫

T

f ′dt

︸ ︷︷ ︸

=0

+f

∫

T

g′dt

︸ ︷︷ ︸

=0

+f ′g′

= fg + f ′g′


