Erhaltung der Masse

Die Masse des Systems bleibt bei Bewegung durch das Stromungsfeld konstant

B =mb , fir b = 1

dm gy _
dt

0 I
aIJKV,OdV+IKF,0v-ndA=O

integrale Form

differentielle Form Uber GauBBschen Satz oder am Element
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Zeitliche lokale Massenanderung :
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Massenfluss Uber die Oberflache des Elements (in x-Richtung) :
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Nettomassenfluss in x-Richtung

In y- und z-Richtung erhalt man

d(pv)
dy

AxAyAz

d(pw)
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AxAyAz




— differentielle Form der Kontinuitatsgleichung

op  9lpu)  Olpv)  Olpw)

ot T om or " on 0
bzw.
dp =
PN (pd)=0
mit
L 0(e) -+ d(e) < D) -
V(e) ox L oy ] 0z



Mit lok. konvek.

b 00 00 0
dt ot ox  dy 0z
0 .
= vV
8t+v 0
dp ou Ov Ow
folgt : — = ()
dt+p(8m+8y+82)
bzw. d—’o+pq-\7:d—p+pdiv1720

dt dt



Sonderfalle :

. 9,
stat. Stromung 3 0
- . dpu) Opv) Opw)
Ve (pi) = Ox : Oy e 0z

Inkompressibles Fluid 0 = konstant
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Erhaltung des Impulses

—

F : Auf die Fluidmasse wirkende resultierende Kraft

[ = J'\_/’dm - Impuls
Sys

Anwendung auf ein differentielles Massesystem:

AF = d(v Am)
dt
Amy,, =konstant
AF = Am Y = Ama
dt

AF : Oberflachen- und Volumenkréfte



Volumenkraft : Gewichtskraft maBgeblich

in kartesischen Koordinaten:
AFy, = Amg .
AFpy, =Amg
AFy,, = Amg,



Oberflachenkraft:

Element « Umgebung

beliebige Oberflache
AF, LAF, , AF, 1 AA



Normalspannung:

Schubspannung:

0, = lim ALy
A—0 AA

71 = lim ARy
AA—N)Z&A

. AR,

= lim —/—

AA—Q AA



die Ubliche Zeichenkonvektion gilt




Bedeutung der Indizes :

S Richtung der Normalen der Ebene

ij . i
J Richtung der Spannung

Spannungen auf 3 orthogonalen, durch einen Punkt gehende Ebenen definieren den
Spannungszustand eindeutig

Oberflachenkréafte (nicht vollstandig):

orT Ay (T _aTZXAZ)AxA
+— = JAXA zx Y
(Tyx dy 2 j : ) oz 2
| ”:
1| / o
d00.. Ax I 1 d0.. Ax
90 BN AA, ] e —) - xx OX 1A




Summation liefert die Komponenten der resultierenden Oberflachenkraft:
AFg = AF, i +AFg, j+AFg k

Krafte in x- / y- / z-Richtung:

or
AF, =| 9%, O L 9T |\ A in,
ox dy 0z
or.. do, 0T
AF, =| —24+—2 4 9 IAxAyAz
S Tox oy 0z |
0T
AF, = 9% 002 L 9% |z iavn;
ox  dy dz




Einsetzen in Aﬁ’ = Ama

mit AF = AF, + AF),
Am = pAxAyAz

. v v oV ov
a=—+uUu——+v—+w—
ofr odx Oy 0z

ergibt Vv =ui +vj +wk



Differentielle Form der Impulserhaltung

Ju Jdu Jdu du do. 0T, Ot

—4u—+v—+w— |=pg +— 44 =&
p(ar PPN Wazj P Ty T e

@+u@+vi+wﬁ = +afxy+ao-yy+a%
Ao ey T )T T Ty T e

ow dw dw  dw drz, 97, Jdo
P = pg.+ + +
© dx  dy 0z




Kinematik des Fluidelements

Aufgabe : Spannungen durch Geschwindigkeitskomponenten ausdricken
Bewegung eines Elements
— Anderung seiner Lage und seiner Form

Bestimmung der Verformung mittels der relativen Bewegung zwischen 2
Punkten 7 und 11

(t = konst.)

¥ . Ortsvektor

dv : Geschwindigkeitsanderung



dv in Komponentenschreibweise

du =a—udx+a—udy+a—udz
ox dy 0z

dv =&dx+@dy+@dz
ox dy 0z

dw:a—wdx+a—wdy+a—wdz
ox dy 0z

Um den Zusammenhang mit Translation, Rotation, Dehnung und
Scherung zu erkennen, wird dv umgeschrieben
du=¢&dx+€,dy+€, dz+0,dz— o, dy
dv=¢€ dx+&dy+¢€, dz+ @, dx—0,dz
dw=¢ dx+¢€ dy+€& dz+ o, dy—-w,dx
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Der Vergleich beider Gleichungssysteme ergibt folgende
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Bedeutung von é‘i , 81] , Wj;

Unverformtes Element bewegt sich in der Stromung

Translation:

u dt

v dt

=1
¢




Rotation:

tan(dp) = d@

dp=—dt=——2dt
v ox dy



. d
— Zeitliche Winkelanderung @ = d—¢ aus dem arithmetischen Mittel
t

o =L _ou|_,
¢ 2lox 9y) ¥

— Drehung um z-Achse

=—| ——— |=w
Y o2ldy oz -

o _1(81_8_@:(,,
Y 2l9z ox o

—> Dreh- oder Wirbelvektor @

In 3D erh&lt man : o _l(aw avj

D=0l +0,]+ak

— w, - Terme : Rotation des unverformten Elements



1 d(AV)
dt

Relative Volumenanderung (Volumendilatation)

1 d(AV) 1 ou } v [ ow } 1
= Ax+—Axdt || Ay+—Aydt |-| Az+—Az dt |— AxA —
AV dt AV{[ +8x {y dy g } A BZAZ Yz dt

1 d(AV) Jdu Jdv Jdw
=+

= =V-V=divV
AV dt ox dy 0z

—> Kontinuitatsgleichung ftr inkompr. Fluide

Scherung
Rechteck > Parallelepiped

dy =da + df




Verformung des Elements

f o iAy dt
dy
Ay Dehnung
g . )
Ax a—qu dt
ox
a—uAy dt
dy
o
— — v .T
f f! Scherung




Dehnungsgeschwindigkeit entspricht der zeitlichen Dehnungsanderung pro Kantenlange

ox Y 9y Tt oz

entspricht den Hauptdiagonalen der Matrix dlj

da = 2V 4
J X

g = 2% 4
dy

dy (daj (dﬂj o |
: | — gesamte Winkelanderung pro Zeit
dr \ dt dt



Schergeschwindigkeit 71']' tber arithmetische Mittelung

) —l a_u+i
Vo 2\ dy ox
y :l @_Fa_w
7z 2\0dz Ody
. 1(811 ow
yzx:_ — t

2\ 0z 0z

Vergleiche mit dij — Matrix

— ;=Y —Terme
= dij — Matrix : enthalt Dehnung und Scherung

—> Tensor der Deformation



Spannungstensor Tji in der Impulserhaltung
Zusammenhang zwischen Z;; und dzj durch Newtonschen Reibungsansatz :
Tangentiale Spannung ~ Schergeschwindigkeit

und mittels Isotropie des Elements

Ex,€y,E; und divv  __,  viskositatsbedingte Normalspannungen

Ansatz:
O-xx:_p+2778x+ﬂdlv‘_; Txy:Tyxzznyxy
o,, =—p+2nE, + Adivv T, =T, = 2n 7'/yz
O-zz:_p+2778z+/1dw‘_; sz:szzznyzx



Die GrdoBen # und A sind Proportionalitatsfaktoren
Die Normalspannungen werden i. a. umformuliert

o,, =—p+1]| 2€, —%divﬁ]+ﬁdl’v§

o, =—p+n| 2¢, —%div§j+ﬁdi\/\7

o, =—p+1| 2¢, —%div§j+ﬁdiv17
n : dynamische Viskositat

A

2
n= ,1+§77 : Volumenviskositat

‘ R 2
Stokes ‘sche Hypothese : n=A+-n=0
3
inkompressible Stromungen :  div Vv =0

mittlere Normalspannung o :

52%( xx+0'yy+O'ZZ)=—p+ﬁdiv17



Einsetzen der Normal- und Tangentialspannung

— Navier- Stokes Gleichungen

=S

@: —a—p+i (2———611\/\/) +i_ (a_w a_u)
pdt PE; dx ox| 7 3 vl oy ay ax 0z _77 ox 0z
2———dlvv 77 + +i a_u »

i 3 dy ox| "\ dy ax
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inkompressible Strémung, # = konst

— divv=0

Vereinfachung der 2. Ableitungen
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—> Navier- Stokes Gleichungen fir ein ink. Fluid
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Energiegleichungen

1. Hauptsatz der Thermodynamik :

dQ—dE+dW : Warme; E : E ie; W : Arbeit

o ” Q : Wéarme; E : Energie; W : Arbei
Volumenelement : AV = AxAyAz

Am = pAV
Warmeleitung nach Fourier : 140 _ g=-— ,18_T A : Warmeleitfahigkeit
A dt on
Betrachtung flir die Flache 4y Az (x-Richtung)
aufgenommene Warme: — ﬂ,aT — J (/1 aTijjAyAz
ox odx\ ox)?2

abgegebene Warme: (ﬂ, Jof + J (ﬂ, aTj Azx]AyAz



Nettowarmestrom in x- , y- und z-Richtung

dQ = dtAV i(/la—Tj+ L /laT + L (ﬂaT)
ox\_ ox) dyl 9dy ) dz\l 9z

;9T Ax
Toox 2 |
| o
Oyx — ao_xx g gt -7I’
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dTyy Ax *’/
Ty — — 7 Az
ox 2 |
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zeitliche Anderung der Gesamtenergie:

dE _ pAV[deqtld(uz +v7 + W2)}
dt dt 2dt

e : massenbezogene innere Energie

Arbeit pro Zeit anhand von Oxx :

ou Ax 0o .. Ax
= —A —_ — _ XX
dW yAzdt{ (u 05 j(axx o j

( ou ij( 90, Ax)}
+Hu+t—— | o, +
dx 2 dx 2

= —AyAzdt(u 90 +0,, auij
ox ox

=—AVdt 9 (uo,,)
ox




analoge Vorgehensweise fur den gesamten Spannungstensor :

dwW

_:_Av{a (o, VT W, )+ai(uz'yx+vo'yy+wTyZ)+i(uTa+VTZy+WGZZ)}

y 0z

dt

Mittels Impulserhaltung (z.B. x-Impuls) :

— XX +
P dt  oOx dy 0z
dE dW
Umformung der — und —— -Therme :
dt dt

pdt dt

dE_{ de
dt

v
up—+va+wp } V







Einflhrung der Spannungen ergibt die Energiegleichung

de 0(,0TY o ,0T) o .,dT
—+pdivi=—| A— A A—
pdt+p Y ax( axj-l_ay( ayj-l_azt azj—Hﬂ)

mit @ fir 7 =0
2 2 2 2
D=2 (a—uj + il +(a—wj + i+a—u
ox dy 0z ox dy

w Y ( ou GWT 2w v aw)
H—t— | H =t | —= +—+ >0
dy 0z dz Ox 3ldx dy 0z

@ = Dissipatio nsfunktion

mechanische Energie —» thermische Energie




Energiegleichungen fir ideale Gase
_ _,. P _
e=f(T), h=e+—=f(T)
Jo,

kalorische Zustandsgleichungen:

de = (%j dT’ =c,dT dh = (%j dTl =c,dT
or )1 JaT ), P

yo,

d P
de _dh \p dl 1\dp pdp
i dr dt  Par pldt  pdt

Kontinuitatsgleichung:

_ldp _ ou av aw
pdt  ox ay dz

—

=divV

dr _dp | 0 aT) d(,0T a( E)Tj
A +—| 4 +—| A +
= | P dt dt {ax( ox ayL ayj dz\ 0z e




Form der Energiegleichung in CFD-Untersuchungen

dE 9 J J
— = |u(E+ p)l+ == [V(E+ p)l+ == [W(E + p)]=
o  ox dy 9z
i:MZ'M+VZ'Xy+WZ'XZ—q'x]+
ox
i-uf +vt  +wWT _ —¢q ]+
ay Xy yy »z y
i-ul' VT +wr. — ]
dz= - a w s
2
bzw. mit H=h"'M
' 2

5
PH = p+p(e+ H H j—p+E
lauten die raumlichen 1. Ableitungen der linken Seite

2 (putt )+ ;’ (mH)+a%<pwH>



Formen der Erhaltungsgleichungen

Vektorschreibweise unter Berlcksichtigung des Nabla-Operators

0w = ,
Masse: —'0—|—V-(pv):0
ot
d =
oder ap +pV-v=0
dt
Impuls: Spannungstensor t
Oy Txy sz

c.=0_+p= U(ZSX —%div \7)+ﬁdiv Vv

O'yZO'yy+p

0,=0,+tp



— Formen der Navier-Stokes Gleichungen:

dv = o
—=pg—-Vp+V-T
'Odt P8 —Vp

oder: p(g—‘;+(ﬁ-v)ﬁj=p§—6p+v-f

oder: 2 (p7)+9-(pv) = pg~Vp+ 7 7

2
U uy uw
mit vv = )
vVy=|vu V W
2
wu wy w

inkompressibles Fluid mit # = konstant:

p%wg—%ﬂﬁzv

+ stationar p(ﬁ . ?)ﬁ = pg' — ?p + 7]V2\7



Energie

—2
E = p[e+v2J . Gesamtenergie

aa—E+V(E17)=,0§-\7—v§—v(19‘7)+v(7"7)
t

plus Kontinuitatsgleichung

pd{e+‘72}=p§-17—§ﬁ—§-(p17)+§-(2'-\7)
dt 2

+E
H=" Gesamtenthalpie
R
pd_H:pg.ma—p—VgN(r.v)
dt ot

df | an 1(819 - j
el — | ELiv.
dt{eJr 2 d p at+ (pv)



e innere Energie

p Y GG VeV
dt
mit
ou ou ou v v
T-Vi=o0, —+7,—+7,—+7,—+0, —+7
* ox dy 0z ox dy

du v

Yox  Ydy oz

h  :innere Enthalpie

dh ~ _ dp =
—=-V.g+—+7-Vv
P T

dT ~ _ dp —

bzw. bei idealem Gas: P ”

du ou av
=0, —+0,—+0, —+T,| —+—
"\ 9y ax

—=-V.-g+—+7-Vy

ov

ow

ow

—+7,—+7,—+0,

< aZ

v

__l__

“\ 9z

ow
dy

* ox

<y ay

oo 2

ow
0x

ou

0z

)



Ahnlichkeitstheoric [N

Realistische Probleme sind selten durch exakte Losungen
der Erhaltungsgleichungen zu beschreiben. -

—> LO6sung mittels Numerik oder Experiment

Experiment: Planung
. Ubertragbarkeit der Ergebnisse

—  Ahnlichkeitstheorie
Ahnlichkeit : Beziehung zwischen Modell und Realausfihrung

2 Methoden : . Methode der DGL

. Dimensionsanalyse



Dimensionsanalyse

Pipeline-Problem :

‘7
— D

P
¢/.
.
’
1
\
\
N
~

Druckverlust pro Einheitslange Ap; ?

Planung des Experiments >  Ap; = f(?)

hier : Ap; = f(D, p,n,v)

f...) mittels Experiment bestimmen!

Experiment der Form : Ap, = f (x;) mit x,, x5, x, konstant

stationar, inkompr.



Vv, p,1 : konst.

Ap, D, p,n : konst. Ap, *

SB |

D,v,n : konst. D, p,v : konst.

o ¥
S

Betrag von Ap; = f(D, p,n,v) aufwendig und schwierig

Daten liefern nicht automatisch f...) .



Ausweg : Bildung von Kennzahlen (dimensionslose Parameter) aus p,n,D,v

. Ap,D vD
hier : P_12 =¢('OVTJ

22

n

—> 1 Kurve aus den Experimenten?

Exp. : einfacher und kostengunstiger



Ap,D vD
Wie gelangt man zu P_12 = ¢('0V—j ?
PV n

Basis : Dimension der Variablen = qualitative Beschreibung des Problems

Basisdimensionen :

M : Masse, L : Lange, T : Zeit

Pipeline-Problem : APZ[E} bl p [M} v[ﬂ U[M}

7}

Ap,D vD
= P_12 =¢(pv_j : dimensionslos



mittels Dimensionsanalyse wird die Anzahl der Variablen reduziert.

Grundlage der Dimensionsanalyse ist das Kennzahl- oder PI-Theorem von Buckingham.

= # der nbtigen dimensionslosen Parameter

Pl-Theorem : Sofern eine Gleichung mit k Variablen bezlglich der Dimensionen homogen
ist, kann sie auf eine Beziehung mit k-r unabhangigen dimensionslosen Variablen
reduziert werden, wobei r der minimalen Anzahl von ReferenzgroBen entspricht, die zur
Beschreibung der urspriinglichen Variablen notig ist.

dimensionslose GroBen : Kennzahlen oder Pl-Terme



D.h. nach PI-Theorem folgt auf
l/tl = f(lxl2,lxl3,1/t4,..., l/tk)
der Zusammenhang

= q)(ﬂ'z,ﬂ3,...,72'k_r)

Im Allgemeinen ist r=3 (M,L,T)
Bestimmung der Pl-Terme mittels der Methode der wiederkehrenden Variablen.

1. Angabe aller relevanten Variablen,
. a. geometrische Daten ( > D )
Fluiddaten ( > 2.17)
auBere Effekte ( 2> Ap, ) .

Achtung : Variablen missen unabhéangig sein ( 2 nicht D und A )



2. Alle Variablen in ReferenzgroBen schreiben
3. k : # der Variablen

r . # der ReferenzgroBen

—»  k-r: #der Kennzahlen

4. Wahl der wiederkehrenden Variablen, # der wiederkehrenden Variablen = # der
Referenzdimensionen, wiederkehrende Variable besitzen alle Bezugsdimensionen;

wiederkehrende Variable missen dimensional unabhangig sein;

Bemerkung : die wesentliche, zu bestimmende GréBe sollte nicht Teil der Liste der
wiederkehrenden Variablen sein.

5. Bestimmung der Kennzahl: Multiplikation einer nichtwiederkehrenden Variablen mit den
wiederkehrenden Variablen derart, dass die Kennzahl dimensionslos ist, Betrachtung fur
jede nichtwiederkehrende Variable.



6. Check : Kennzahl dimensionslos?

7. Angabe von Ty = P(7, 73,.., Tp_;)

Bemerkung : Bestimmung von & mittels Experiment

Anwendung auf das Pipeline-Problem

1. Ap, = f(D,p,n,v)

2_ Aplzﬁ,DzL,pz— 772_

3. k=5, r=3, k—r=2 Kennzahlen



4. wiederkehrende Variable D,p,Vv

c

5. M = AplDa pr

MOt =ML (L (ML)

M:0=1+c
L :0=-2+4+a+b-3c
t :0=-2-b

Ap,D
7[1_ p_lz

oy
%) :77Da‘7bpc

MO =M L L (L (ML)



M:0=1+c

L :0=—14+a+b-3c
t :0=-1-b
a=-1,b=-1,c=-1

_n
Dpv

6. Check : 7Ty, 7T, dimensiondos

7. Ap, D n

7%

PV Dpv
Ap,D (Dpvj
— — ¢ _—_r
PV 1

@ - oder @- Funktion aus Experiment



Platten-Beispiel :

h

‘7
—

/S /S S S

Z

gesucht: Widerstand D= f(w,h, p,n,v) bzw. geeignete

Kennzahlen zur Beschreibung

D=MLt™>, w=L, h=L p=ML"
n=ML't", v=Lt"
k=6, r=3

= # der Kennzahlenk—-r=3



wiederkehrende Variable : 0,V,w

7, =Dw'v’p°

MOt = MLt L (Lt ™) (ML7)*
M :0=1+c

L :0=14+a+b—-3c

t :0=-2-b

a=-2, b=-2, c=-1

T = D
155
WV p
_ a—b .c
T, =hw™v"p

MO =L (L (ML)



M :0=c
L :0=1+a+b-3c
t :0=>b

a=—1,b=0,c=0

h
7[2 _——
w
_ a—b .c
3 =1wv p

MO =ML (LY (ML)

a=—-1,b=-1,c=-1




Methode der Differentialgleichungen

Beschreibung anhand der 2-dim. , inkompressiblen Strémung

Erhaltungsgleichungen :

ou dv
—+—=0
ox dy
ou Jdu  du op 0’u  9%u
ol —+u—+v— |=—2- +
ot dx  dy ox ox*  9y°
ﬁ_{_uav_l_vav __dp 82v+82v
Ao ™o oy )T Ty AT 0 Ty

Rand- und Anfangsbedingungen sind bekannt

Variablen des Problems : 4, v, p, x, y, ¢



ReferenzgroBen :
uoo b poo ) la T

dimensionslose Variable :

<|
|l

=, ¥=—, p=+
u Vo Poo
X

-_J
;0T T

in DGL einsetzen: — z. Bsp.

u 1% P

=
|l

Ju d(u,u) dx _ U, ou
0x ox odx [ odx

u u, o (aujax Cu, 0
x> [ ox

B % )ox 1% ox



_ _ 2— 2—
7O GO PP Mu (0% W
[ ox 1> o2 oy
82\7+azv
a}—c2 ayZ




F, :lokale Tragheitskraft / V

F;. :konvektive Tragheitskraft / V
F, :Druckkraft/V

F; :Gravitationskraft / V

Fy  : Reibungskraft / V

dimensionslose Gleichungen :  Division durch F)_(i. a.)

_E 3_‘.'.:: + ﬂ@ _3_111 _ _ Px @ " 0*u + az_ﬁ
U 0 0% | 0f Pl 0F | pugl \02 | OF
[ Ov N ﬁ@ ﬁ@ . Po O gl 0 0%
T Uy, OF 0 0% pul 0y 0y | \OF

——— Ausdrucke sind die Kennzahlen




: Strouhal Zahl

relevant flr instationare Vorgange; Verhaltnis der Zeiten [/u”
und T

Sr - : Strdbmung quasistationar

: Euler Zahl
Verhaltnis von Druck- und Tragheitskraft

: Froude Zahl
Verhaltnis von Tragheits- und Schwerekraften;
relevant bei Flussigkeitsstromungen mit freier Oberflache

: Reynolds Zahl
Verhaltnis von Tragheits- und Reibungskraft



weitere physikalisch bedeutende Kennzahlen :

Ma=2  :Mach zahl

Verhaltnis von Strdgs. und Schallgeschwindigkeit
Ma < 0.3 = inkompressible Strémung

S

pr=l_"%%  :Pprandti zanl
a Verhaltnis von durch Reibung erzeugter und abgeleiteter
Warme; a : Temp. leitfahigkeit; StoffgroBe, Pr = 0.72 (Luft)
al
Nu:7 : Nusselt Zahl
Verhaltnis der Ubergehenden zur geleiteten Warme; a :
Warmeubertragungszahl
St= Nu — - : Stanton Zahl
RePr  pcu,

Verhaltnis der Ubergehenden zur konvekt. transportierten Warme



Pe _ [ : Péclet Zahl

Verhaltnis der konvekt. zur geleiteten Warme

Kn = l_ : Knudsen Zahl
[

Verhaltnis der mittleren freien Weglange zu einer
charakterischen geometrischen Lange;

Kn << I Kontinuumsmechanik

Kn >> 1 kinetische Gastheorie
zur Methode der Differentialgleichungen :

Kennzahlen gleich = Ldsungen des DGLs stimmen Uberein
—> sogenannte dynamische Ahnlichkeit

—> einfaches Experiment fir komplexe Stromungen



Dimensionsanalyse

physik. Intuition ist Voraussetzung, sonst Fehler

Methode der DGL

Ausgangsgleichungen liefern entscheidende Kennzahlen
abhangig von den BezugsgroBen



Schleichende Strémungen N N

Tragheitskrafte <

, . <l
Reibungskrafte

Tragheit

—————  ~ Geschwindigkeit = Bezeichnung : schleichend
Reibung

Vereinfachung der Erhaltungsgleichungen anhand dieses Beispiels der Gleitlagerstromung

P
h #
a

|
h, l

_ ! l

1 h(x) l h2,

A | 1

X 1 1

e ———— -I

X "




stationar, inkomp. , T = konst.

_ _ [ _ _ _
u:l, v:i_, p:Lz, x:ﬁ’ y:l
U, u, h pou’, [ h
d h
denn mit &_7Y und 06=0(—j
dx u /



dimensionslose Erhaltungsgleichungen :

ou Bv
L
ox ay
ou au au . “\op LM, 9% h2+82L_t
l ax ay ax Rt | ox* 17 9y?
puih(u av avj_ 7 77u 0%V h? 82\7
2 \_/ay % 1 oy
2

Divisionvon %% und P4 iefert

[ h




dp 1 [*|9%u| hn*o*u h*(_ou

= 7| o2t e T Rep U
dox Reh”|dy”| [0 l ox
dp 1|0 | h* 9% W (_ov _ov

— = ) 5 _2—R6—2 Uu_—+v—
dy Re|dy” | [” ox l ox  dy
Es gilt
puau ,

— 2

?x — pu“’/lz :Re(ﬁ) <<1

du  nu,lh l

dy”

dah/l << I, obwohlRe>1.

-

dgp 1 1°du
dx Re h? 9y°
dgp 1 9%

dy Re 9y’




Esist:

dp Ip 1 #0919
—<<— bzw. > > —
dy  ox Re h” dy Re dy

,S0 dass

= px,y)=px)

dp 9°u
& oy
Randbedingungen :
y=0:u=u_,v=0 y=h(x):u=v=0
x=0:p=p, x=Il:p=p,

zweifache Integration :

a_u_ld_py+cl
dy 1 dx
1 dp y2



p (x) mittels V = konst.

2
c1=—1{um Lo
ndx 2

. h(x)
V= Io u dy = konst.

Cuh B dp
2 1277 dx

dp 1%
=12
dx "( 2h* h3j

X

p(x) = p., + 6, j

h* (x)

~12 vj

2 1 (x)




ol dx
) Jo 1,2
V:luoo h (X) :luooH
2 T dx 2
~0h3(x)

H : charakteristische Hohe

dp 6nu,, (l_ﬁ)
dx  h? h

D. h. : p (x) hat bei h = H einen Extremwert !

Beispiel : h (x) linear

h(x)=hj—h]_h2 x=a+ fx
LH \_YZ_J
a B
J' dx _ —1
(ax+b)"  a(n—-1(ax+b)""

mit

+C

folgt



N T
h +h,

— V= U, —hlhz

hy +h,
bzw. 6mu_l (b —h)(h—h,)

p(x)=p, +—5—5
h —h h

Gesamtdruckkraft P :

)
P={(p=p.)dx
0



l l
P=[(p-p.)dx=| /L [hl thy M —l}dx
0 0

h'—hy| h h*

)
Ll |tk gy g Pl L
hl - h2 hl - h2 hl - h2 h(X) 0

2 —
po 61l [\ (1) 5=t
(hy—hy) h, hy + h,

Gesamtschubspannungskraft

F=—J.77@ dx
dy
y=0
dul  _ u, h dp__4uoo+6uooh1h2 1
dy| o h 2mdx h h+h B




F
—~— = ;<<1 moglich

P
Mit
dp 6nu,, - 2, 1
dx  h? h+h, h
folgt
u(x,y) ZMw( _lj 1_31 1_Ml
h h h +h, h
bzw.
y
V=- a—ua,'y
n 0x
hy o |
Ist —= bekannt, ergibt sich folgende p(x)- und u(x, y)- Verteilung

hy



P~ P
Pmax ~ P l

0 T T Y I e
x/l
0 0.25 0.5 0.75 1.0
Druckverteilung
SN
AN
u(x;,y) : u(xs, y)

7 VAP SV A A A A A "

Geschwindigkeitsverteilung



Bemerkungen zu schleichenden Stromungen:

Tragheitskrafte -
Reibungskrafte

-V Klein
oder
- 1) sehrgroB
oder
h
- — sehrklein
oder

- P sehrKklein

» Bewegung einer Kugel 1851 (Stokes) , 1910 (Oseen)

« Strémung zwischen parallelen Platten mit 4 /[ << [ 1898 (Hele, Shaw)

* Praxis : Luft oder Wasser durch Sand -> Grundwasserstrémung



Wirbelstromungen




Wirbelstromungen

Stromungen
/ \>
drehungsbehaftet drehungsfrei
U U
Wirbelstromungen Potentialstromungen

Begriffe der Wirbelstromungen

Dreh- oder Wirbelvektor @
O=0i1+0,j+ank

@ zeigt in Richtung der Drehachse des Fluidteilchens



Wirbellinien : Kurven verlaufen tangential zum Wirbelvektor

Richtung der Wirbellinie aus @llds

= (o +o,j+@k)x(dxi +dyj+dzk)=0
bzw.
dx dy dz
0, o o,
L ]
2D
3D

Wirbelfaden : Bindelung aller durch A gehenden Wirbellinien



Wirbelrohre : Wirbellinien der Mantelflache des Wirbelfadens

Wirbellinien

Wirbelstrom oder Wirbelfluss :

Zirkulation :




I : Summe der Tangentialkomponenten v, auf C

Annahme : C im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen

<!
<!

I'>0 I'<0

<l



Zusammenhang zwischen @ und T

u+la—udx+a—udy
2 ox dy
D — C
® -
dT’
Loy Tov, v
iiagin ® dy T v+23ydy+8xdx
u dx 1
nv B
4 t u+la—udx
2 dx
g dF:(u+la—udxjdx— u+la—udx+a—udy dx
= 2 dx 2 dx dy
+ v+lﬂ+@dx dy — v+l@dy dy
2dy Odx 2 dy
dl' = @_a_u dxdy
ox dy

U = 20.dA



- ['=§v,|dr|=2] w.dA
C A
Zusammenhang Oberflachenintegral und Linienintegral - Stokessches Theorem
[ @) ar = [[(VxD)-7idA = [ [ rord - idA
S S S
n
Z 4 z=f(x,y)

aS

|

—— —— — — —
— T — — ——

oD



I}

§\7-df=j(€x\7)-ﬁdA=jmtv-ﬁdA
C A A

D. h. : Die Zirkulation entlang der Randkurve einer beliebigen raumlichen Flache ist gleich
dem doppelten Wirbelfluss durch die zugehorige Projektionsflache

dl’
—: 7 in reibungsfreier, barotroper Strdmung (o= f(p))

dt







Satz : Jedes konservative Vektorfeld ist als Gradient zu schreiben
g=Vf

§g-di =§Vf-di =§df =0
C C C

Annahme : Strdbmung ist barotrop

dF

— p=p(p) Definition : l —=f(p)
p dp

2§ -

d
dv == (dF
dt( r)



dar =0 reibungsfreie, barotrope Strémung mit konserv. Volumenkraften

dt
Satz von Thomson

I'¢t=0)=0 — TI'(+Ar)=0
Strdbmung drehungsfrei (Stokes)

Achtung : Galtig fir die Kurve C

Wirbeltransportgleichung

Fir p = konst. , n = konst. wird eine Gleichung fiir @ abgeleitet.

Wirbelerhaltungssatz

dentitat 1 div(rot ®) =0

I | _
Mit a=—rotv
2

—

—

divaw=V - -@

0




Zusammenhang zwischen V und ¢ fiihrt auf @ - Gleichung aus

rot (Impulserhaltung).

Da rot (grad h) = 0 gilt

rot (grad f) = 0 Grav.terme
rot (grad p) = 0  Druckterme

= Vv F—H(V V)=V - Vp v VQV}
0
VXV =@
|dentitat :

RN [~ PN [
(v-V)v=(V><v)><v+5V(v-v):a)><v+5Vq2



= %—wﬁx(@xv):vv%
t

—_— —_

VX(@xV) = - V)= (@- VW + @&V - =V -&=-V)O—(®- V)V

d@ NN

Lri- V=22

ot v-v) dt
48 _ )i +v V2
dl. \ Y ) \ Y )

(@) (b)

Wirbeltransportgleichung

(a) : Anderung der Wirbelstédrke durch Streckung und Neigung der Wirbellinien
(b) : Anderung von @ durch Diffusion



ebene, drehsymmetrische Stromung

&LV = (@ V=0

Lésung zum Beispiel - w = konst.
reibungsfreie Stromung

do oJow Jw Jw
=—+ +
dt ot ox  dy

In reibungsloser Strébmung (mit p = konst. , n = konst.) wird Drehung weder erzeugt
noch vernichtet.

stationare Stromung




Die Wirbeltransportgleichung ist eine modifizierte Form der

Navier-Stokes Gleichung :

= @=0 istauch Lésung der Impulserhaltung.

@=0 = Potentialstromungen



Potentialstromungen




Potentialstromungen

p = konst. , reibungsfrei, 2D

dw

=0
dt

—

—r-//

idealisierte Stromung v =0 realistische Stromung



Reibungseffekte nur in dinnen Wandschichten interessant.

—> Aufteilung :

- AuBenbereich

Stromung wird reibungsfrei und drehungsfrei angenommen.

—> Analyse mittels d. Th. drehungsfr. Strémung

- Innenbereich

Reibung fuhrt u. a. zur Diffusion der Wirbelstarke

fAbIésung

_/ :> —
-——\ :7 S

@+0

» Ablésung




Potentialfunktion, Stromfunktion, Laplace Gleichung

—
—

@ = rotv =0 Losung der Impulsgleichung

|dentitat : ~
rot(grad f)=0

v = grad @
@ =rot (grad P)=0

divv =0 Besigsglgvon® | giy (grad @) =0

2 2
V2¢:a f+a f:O
ox~ dy

Laplace Gleichung der Potentialfunktion

_9¢ _9¢
0x dy

da u



Definition von ¥

« Kontinuitatsgleichung erfullt

ou_ v oy Ay _o
ox ay © Oxdy 0xdy

« Bestimmung von ¥ durch @ =()

@ — a_u =0 (eben)

ox dy

2

> Laplace Gleichung der Stromfunktion
ax ay

Vergleich von @und ¥ :
d0p _Jdy 099 _ Jy

ox dy dy ox

Cauchy- Riemann DGL



¢ (x, y) = konst. - Potentiallinien
v (x, y) = konst. > Stromlinien

do= ¢dx+ ¢dyzudx+vdy=0 (1)
0x dy
dy = al//dx+al//dy:—vdx+udy:O (2)
0x dy
(1) D __u 2 D v
dx % dx|, u
-1
dy :{dy :l = ylog
dx|, dx|,
Cauchy-Riemann : ﬁgjﬁ _999y 8¢al// =0
ox ox ay dy

Stromlinien kénnen sich nicht schneiden > keine Komp. normal zu y = konst.



Somit gilt :

v = konst. 00 oy
= = — :O
n s T o
v, =a—¢=a—w?&0
ds on

kinematische Randbedingung

— Fluidelemente gleiten auf der Kontur

Berechnung des Volumenstroms Uber v

y+dy

dl//:%—wdn:vtdn
n

dV =bdy

dV =bv,dn

L



Berechnung der Druckverteilung
¢ oder w bekannt 2 u, v

Impulserhaltung fur reibungsfreie Stromungen (Euler Gleichung)
a—v+(\7-§)\7 zg—lﬁp
ot — p

|dentitat : (unter BerlUcksichtigung der Drehungsfreiheit)

-2 -2
7 V) :V%—ﬁx(Vxﬁ) =€‘”7

Potential :
b=-V(gz)

stationar :

ieo

ot

einsetzen und integrieren :

p +§‘72 + pgz = konst. ( Bernoulli)



—> Gleichungen sind linear - Superposition moéglich

Elementarstromungen mit ¢,,....0, werden zu neuen Stromungen
zusammengesetzt.

Q= Zn: a;9,
i=1

@, 9,,....0, bekannt, a; angepasst an Problem 2 ¢

Komplexe Potentialfunktion

kurz : Theorie der komplexen Funktionen

wichtig far die Analyse der Laplaceschen Differentialgleichung



Definition :
komplexe Geschwindigkeit : W =u + v

konjug. komplexe Geschwindigkeit: W =u —1iv

die Funktion F(z) =IWdz ist die komplexe Potentialfunktion

F(z) erflllt die Laplace Gleichung

F(z)= IWdz = j(udx+vdy) + ij (udy — vdx)

= ¢dx+ ¢ ij a—l/jdx+al// dy
“\ ox ay ox dy

= [dp+i[dy =g(x, N +ip(x,y)

Laplace Gleichung :

OF dFd; dF  9°F d°F

ox dz ox dz x> d7’
OF _dF dz _.dF O°F d°F ,

) = !

dy dz dy dz dy>  dz’




d’F d’F _0°F 9°F _

= + 0
dz>  dz*  ox* 9y’
bzw.
I’ %9 [’y oy
st—ti|l —+—5 |=0
ox~ dy ox~ dy
— F(z) beschreibt Potentialstrémung
F(z) : analytische Funktion
Singularitat :
dF
F(z) oder — > 0 oder >
dz
Cauchy-Riemann nicht erfullt
= ¢ = konst. und w = konst. nicht orthogonal !
Bsp. :

F(z)=In(z) analytisch auBerinz =0

1
F(z)=— analytisch auBerinz = 0!
Z



Superpositionsprinzip auch fur F(z) :

_dF
dz
—> Geschwindigkeitsverteilung —> Druckverteilung

F(z) bekannt = w=u-—iv

Vorgehensweise (hier) : Vorgabe von F(z)

Beispiele fur die komplexe Potentialfunktion

2D, inkompressibel

a , a « \I a ipo\n
F(2)=—z7"=—(x+iy)" =—(re'?)
n n n

=4 (cos(n@) +isin(ng))
n

neR,a=a, tiq,



zunachst: a€ R

Q= &y cos(n@)

n

W= g sin(n @)
n
Stromlinien : y = konst.

—  r"sin(n@) = konst.=0

— sin(n@) =0

¢:¢%:K{%j K =0,12,...

nz2: A¢S£
z 2
2>n>1: 5<A¢<7£

1>n>%: T<AQ<2m

K=0:9=0
K =1:(p=Z
n
(spitzer Winkel)

(konkave Ecke)

(konvexe Ecke)



> )

spitzer Winkel : n > 2

) A WA U N N N N
k=0, ¢ =0

W = konst.

®>0 konkave Ecke: 2>n > 1

V77T 77T
X

wobei
W = konst. /

O=7-Ap=(n-1)=
n

==

//////x""

®<0 konvexe Ecke: I >n > 1/



dF 1

w()=—=az""'=u—iv; mit z=re?
dz
bzw.
=|| _ n—1
[v]|= |a|r
konkave Ecke (n > 1) : HvI—=0 sofernr =0
konvexe Ecke (n < 1) : HVIl—= oo gofernr =0

Stromlinien anhand von

dy Yo tan|[(n—1)¢]

dx u



n=1 = Ap=rx

F(2)=az=(a, —ia;)(x+iy)

dF (z) _ . :
=w=a=a, —1a; =u—1v
dz
¢:Clrx+aiy ’ w:ary_aix
u= a¢ = al// =d,
ox dy
v:%:—a—l//:ai
dy ox
7§

!
S
Vv
o

'

'




T
n=2 — A(DZE

F(z)=%z2 =Q+iy

W = axy a ist Element der reellen Zahlen
a
¢= 5 (x* = y?)
1
y = konst. : y-~ < —*  gleichseitige Hyperbel
_ dF : :
w(z)=—=az=ax+iay=u—1iv
dz
u=ax @ _v_ Yy

V=-ay dx u X



ZUN

S 7

Isotachen : Hvi=alr

Isobaren : p(r) = po _§a2r2



Quelle oder Senke

E E

F(z)=alnz=—Inz=—"In(re'?)
27 27
— ¢=£lnr
27
E
=—@¢=a@
27

¢ = konst. : Kreise um den Ursprung

w = konst. : Strahlen durch den Ursprung

W(Z)—dF— E Cu—iv
dz 27z

Ex Ey

U= V=
27+ %) 27(x” +y°)



geeigneter in Polarkoordinaten

W_E 139,

Ty T o Ay

E>0: Quellstrdmung

E<0: Senkenstrdmung

¢ = konst.

V = bl (p+27) - p(9)] '

= bla(p+27)—ag|=2mb=Eb = a=E/2r bzw. E=V/b

vl 50 = v 5e  (Singular)

r r
r



Vertauschen von ¢ und v
= ¢=cp

Ww=-—clnr

F(z)=¢+iy=—iclnz

y =90 1Y _
or r d@
ldgp Jdy ¢

Vo =—— = —

? rogp or r

Potentialwirbel




r=§\7-d?
r=R:

I=S2R=2m
R

I I I
= F()=—i—Inz,¢0=—0@, vy =——-Inr
(2) 27 4 27£¢ v 27

Wirbelkomponente in Polarkoordinaten

» _ 1 i(rv )_av,,
© 2rlor 77 9dg
v, r I(rvg)

—> ——=0, rvyp=c=—=konst. =
Rl v 27 dr

=0 [ri()]

w,=0 fiir r#0
r=0? w,#0, denn I #0 bedingt Drehung (Stokes)

—> beir =0 existiert eine Wirbellinie oder Stabwirbel L. zur Strdmungsebene



Quelle Senke

EQuelle — Lsenke — E

Bedingung: E ~ % bzw. M = Eh=konst. fir h >0

— Dipolstromung mit Dipolmoment M und Dipolachse x.

v §




M In(z+h)—Inz M M x-iy

(2) 27T h—0 h 27 27w 1P prig
. J
Y
dln(z)_l
dz Z
M X
27 x* + y?
_ My
V= 27 x* + y?

w - Gleichung liefert

M
= Stromlinien : Kreis mit Zentren (O,—4—j und Radien M /(4xy)

(siehe Skizze)



T

’5 Tz .. T .
e =COS —+1SIn — =1
2 2

—> Multiplikation miti —>Rotation um 7/ 2.

D. h. IM statt M
v = Mx
2P +y?)
2 2
bzw. x—L +y° = M
dny, dny,
Y, = konst
Aus F(2)= M folgt :
27
_ dF M :
w(z)=—=-— =u—Iiv




M x*—y?

u=- cos(2¢) =—
7’ (29) 2t
M . M 2xy
y=-— sin(2Qp) = ————=
2’ 29 27

[¥|~1/r*  —  Singularitat bei r = 0

Parallelstrdmung + Quellenstrdmung

E
F(z)=u_z+—Inz
(z) o v

E
W, :5 (Konturstromlinie)

k




¢)=uwx+£lnr :umx+£ln(x2 +y2)
27 A

E
V=u,y+—¢
27

bzw. die Geschwindigkeitskomponenten :

u:a—¢:uw+E X :aw
ox 27 x* +y>  dy
L9 _E y _ oy

S dy 21Xt +y? ox
Koordinaten des Staupunkts (u=v=20)

v=0: y, =0

u=0: X, =
Wandstromlinie ; ?

i =¥, (Wert von i im Staupunkt)



Pg =7 = Vs =

E
2
W, =u rksin¢+£¢:£
" 2r 2

= n = E 71-._(0
27u,, sin@

max. (Halb) breite 1 bei x 2 w0 :

x20o: y=h , ¢=0

Voo =W
E E

= = = — h =
wco uooh Wk 2 — 2I/loo

Druckverteilung : ?

P 2 P, 2 2
+oul=p+=(u+v
p 5 p 2( )




h * (n ?
¢, =1=|| 1+— 2x N . 2)’ 2
T X4y T x*+y

Druckverteilung auf der Kontur :

E cosg@ o -
Up =Ugo +— = Uy, + sSin ¢ CoS @
2T 1 T—@
E sing Uy, . .
Vi = sin @ sin @

=2ﬂ n  T—Q

.1 1+cosgosin¢ 2+ sin’ @ ’
a Z-¢ Z-¢

Additionstheoreme :

sin(2¢) =2cos @ sin @

sin(2( — @)) = —sin(2¢)
. A— N

_ sin(2¢) _(sm 7 j

P ¢

Cpk

Staupunkt: @=7 bzw. @ =0

cpzl



Z .

cp(p= 5 _

c, >0 fir x > pzw. @—0

Kontur des Halbkorpers

Parallelstrdmung + Quellenstromung + Senkenstrébmung

S

—> geschlossene Wandstromlinie



Abstand von Quelle + Senke =2 0
= Dipolstrémung

—» Parallelstromung + Dipolstromung

M
F(9))=u_z+——
277
O=u,x+ M x=|u,+ M
= om? Y i
v =iy y—(u - M
= 2wt * om?
M
w(z)=u_ —
27172
bzw
% %—(u — M jcosgp
" or 2w
1 0¢ M
Vp=—=—=— U, + — [sing
rog 27r

rCcos @

rsin @



Staupunkte (v, = vy =0)

beip=0undp ==
M

Vv, =0 = Uy — 2=O
27R
R= M
2T U,

—> Wandstromlinie w = 0 ;

Geschwindigkeit auf = 0
v, =0

Vg = —2Uoo SIN O



T 3
=—oder o=—x: lv_|=2u

Druckverteilung auf Kontur :

P 2 P 2
+—V, =P+t U,
Dy 5 Tk p >
2
=l o | T | 21 4sin? g
P2 U,

2" :
|

——— Potentialtheorie

Re = 105

=

Potentialtheorie 2> symmetrische p-Verteilung
keine resultierende Kraft
d ‘Alembertsches Paradoxon

—>

—



Addition eines Potentialwirbels — Seitenkraft

R2
o 2D
Z
2
¢ =u,, cos (P(r +R—
r

=—2u_sin@p———
¢ o SILP 27R
Staupunkt(e) : ?
I

V=0 — sing=-
4 v 47u R




I'<d4zu, R — 2 Staupunkte
I'=47u, R = 1 Staupunkt
I'>4nu. R = keine Ldsung auf der Kontur, jedoch ein freier Staupunkt

v(r£R,@)=0 = (pz—%

R
v(/,(r;«tR,go:—%):O = u,(l+—)- =0

1 2 2}
= r = I't\I'"—(47nu R
dzu,, [ \/ ( )

nur r > R berlcksichtigen



I'<4mu_R I'=4mu_R I'>4mu_R

Potentialwirbel > "> Seitenkraft
Magnus Effekt

Druckverteilung auf der Kontur

L. .2 2 P 2
+—, tv,)= +—u

Jo, r\
2 .
=p.,+—|u.—|—-2u, singp———-
Pr=PpP 2{ ( @ 27Z'Rj:|



bzw.

2
cpz—pk_p‘”zl— 2sin @+ L
ﬁuz 27mu._R

2
Kraft in y - Richtung :

(o]

. puoor 2r

L=pu I

L~T Kutta, Zhukhovski



Auftriebssatz von Kutta — Zhukhovski

FUr beliebige ebene Korper qilt :

L=pul

L

reibungsfreie Strémung :
dD = —pdy
dL = pdx



infinitesimale Kraft
dD —idL = — pdy —ipdx = —ipdz
dz =dx—idy

Gesamtkraft

D—iL=—i§de
C

Druckverteilung

p.. +§ui = p+§(u2 +v2)= p+%p(u+iv)(u—iv)

D—iLz—iii[pw +§ui —§(u+iv)(u—iv)}d2
\_Y_I

= ﬁ(poo +£u020jd2=0
- 2



iy

dzz‘dze
u+iv=+u’+v*e'?
= dzIlu+iv

= (u+iv)dz reellund
(u—iv)dz =(u+iv)dz

D—iL=£p§(u—iv)2dz=i,0§>(d—Fj2dZ
2"~ 2" 2\dz

( I. Blasiussche Formel )

gultig fir ebene, stat. , drehungsfreie Strémungen
Funktionentheorie :

Integration auf jeder beliebigen Kontur mdglich, sofern keine Singularitaten
zwischen Korper und gewahlter Kontur.



hier : « Strdbmung setzt sich u. a. aus Sing. zusammen, die
sich jedoch innerhalb des Korpers befinden.

» Wahlkontur weit entfernt vom Korper

F(z)=umz+£1nz+£1nz+£+...

2T 27 277
\_Y_}

— Z (Eg; + E;;) =0 —> Korperoberflache ist geschlossen

l

I. Blasiussche Formel :

. . 2
p-iL=2flu +2 -t |
2 27 27z

Residuensatz :

§f(2)dz =27 (X Res[f ()



Res [f(z)]:?

D=0
L=pu I

Somit verschwindet die Widerstandskraft und die Seitenkraft ist proportional zur
Zirkulation!



Entstehung der Zirkulation

nur Kérper mit scharfen Hinterkanten erzeugen I (exp. Ergebnis)

m

FKutta



vorangegangene Darstellung : drehungsfreie Stromung, I" steigt an

=0  Staupunkt (B) auf der Oberflache
T A,B wandern auf der Oberflache

I'x.a B aufder Hinterkante

Hypothese von Kutta :

Strémung Uber ebenen, scharfkantigen Kdrper besitzt genau die Zirkulation T,
so dass B auf der Hinterkante liegt. (Kutta Bedingung)



Warum genugt eine realistische Stromung der Kutta Bedingung?

CU
/‘%
t;a;er(%w) - _//‘./f(
0
aufgerollte Scherschicht
£> ¢, %
~ Anfahrwirbel

I
— .___:\_\

,r‘ff HK\
A l\ &L L C
. o~e

\/11_1

t4= ‘éo o

uu




Satz von Thomson : I um jede geschlossene Kurve ist konstant, wenn die Kurve in
einer reibungsfreien Stromung bleibt.

5 Typep( >1)=0, daT,0p(t, =0)=0

= I'ypp kompensiert L'pep =10,

nur I'y,,, bewirkt keine Oszillation des hinteren Staupunktes

D.h. Viskositat ruft zwar D hervor, jedoch ebenfalls I" und somit L.



soenster [ N I

H : mittlere Tiefe

ca/A<<tlunda/H<<1
*H S 4
* 17 klein > Reibung hat keinen Einfluss auf Wellenausbreitung

» Bewegung aus der Ruhe - drehungsfreie Analyse



( (x, t) beschreibt die Oszillationen, drehungsfreie Strdomung - Potential einflihren

_9¢ _9¢
ox ~dy

u Vv

in Kontinuitatsgleichung :

—  V%9=0
Randbedingungen :

ag_dg ,  df| _d¢
=(: —=—4UU— = =
y=¢ dt ot x|, 9y, Ys
y=—H: 8_(02‘/:0
dy
| g
Annahme : a klein = u— Kklein

X



o3& A

—> U <<

ox ot
dg _9¢
somit: Y=¢ BV
o Iy| _,
Taylorentwicklung
99 _99 +g”a—2¢+ a¢
W, W, oyl

dynamische Randbedingung beiy = (:

y=¢ : p=p,=0
mittels Bernoulli Gleichung

d¢ p
3t+2(u +v )+p+gy F ()
ENICND

8_¢+p+gy 0

o p



= _ :O
y=¢ at+g§
94| _d¢ ¢
Mt Sl o, oot
d
y=0 a—¢=—g§

4

mit RB : g - 9 _,
dy
¢ d 0
y=0 $_9 : ?_ -g¢
dy Ot ot
Annahme :  {(x,1) = acos(kx — ai)
k :2—7[ : Wellenzahl a)zz—ﬂ : Kreisfrequenz
A T
A
T = ¢ Phasengeschwindigkeit

bzw. @ = kc



Bedenkt man die Bedingungen

8_@’_8_(/5 und 8_¢=_g§

y=0 o  dy ot

folgt als Ansatz fiir ¢ :
o= f(y)sm(kx—awt)
f(v), k bzw. » unbekannt

Laplace ergibt : dzf
k*f =0

aly2 -

allgemeine Lésung :
J J f(y)erky +Be ™
¢ =(Ae” + Be ™) sin(kx — ar)

A, B aus Randbedingungen

y=-H g—¢ = (Ake ™ — Bke" )sin(kx — ar) =0
y

=  B=Ae M



8_{ = awsin(kx— x)
ot
% — ky _ p,=ky |o; _ — _ : _
= k|Ae™ — Be™ Jsin(kx — arx) = k(A — B)sin(kx — ax)

a—¢:a—§: k(A—B)=a(U

ot ot

_ aw
k(l_e—ZkH)

-2kH
awe

o k(1— e—ZkH)

- A

B

_aw cosh(k(y+ H))
k sinh(kH )

U= aa)COSh(k(y al H)) cos(kx— ax)

sinh(kH)

V= aa)sinh(k(y il H)) sin(kx — ax)

sinh(kH )

sin(kx — ax)

¢




Zusammenhang zwischen ¢, o, k Uber die dynamische Bedingung

.0
Jundmna—f:—gé (y=0)

B a®* cosh(kH)
k sinh(kH)

cos(kx—ax) =—gacos(kx — ax)

4

= W= \/ gk tanh(kH')

27H

w g g/
c=—=_.|=tanh(kH) = .[=~——tanh
— I \/ 2 ( ) \/ o

c=f(k) } : dispersive Wellen
k=g(c)

w = f(k) heiBt Dispersionsbeziehung

Gleichung * fir : H/2>>1und
H/A<< 1



H/1>>1
tanh (x > o0) > 1

Naherung : tanh (1.75) = 0.9414
— KH >1.75bzw. H > 0.28/

c= /g_/l = \/g 3 % genau
27T k

Tiefwasserwellen, sofern H > 0.28A ; c = f(A), c #f(H)

H/1<< 1
tanh(x > 0)=x
H/1<< 1
27H  27H
tanh = P

—>  c=4/gH  Genauigkeit besser 3% fur H/ A < 0.074

Flachwasserwellen, sofern H < 0.074,; c #f (1), c = f(H)



Bemerkung zur Berechnung von Flachwasserwellen

tief
Wellenberg
H = konst.
flach

in Strandnahe : ¢ =,/gH

—  Drehung der Wellenberge parallel zur Kiste in Richtung Strand

—  Wellen immer parallel zur Kiste; sie treffen senkrecht auf den Strand auf



Laminare Grenzschichten - -
analytische Lésungen stationarer Strémungen : - -

- Druck- und Reibungsterme im Gleichgewicht

- Tragheits- und Druckkrafte im Gleichgewicht

1904 Grenzschichtkonzept von Prandtl :

n klein, dann werden Reibungskrafte nur in unmittelbarer Wandnahe bertcksichtigt.
n =20,dann o 20;

durch o wird die Haftbedingung erflllt > Widerstandskraft

drehungsfreie Strémung

o

- ——

Grenzschicht
(stark vergroBert)




Grenzschichtgleichungen

n klein bzw. Re grof3
— Grenzschicht existiert

0
O<<L = a—u sehr groB (i.a.)
Y

dinne Reibungsschichten :

- Wandgrenzschicht
7
- Freistrahl — = — =
- Nachlauf

- Scherschicht




hier : Wandgrenzschichten

Y — '
szﬂ‘— J
— L = i

Ableitung eines MaBes flir die Grenzschichtdicke 5

Impulsgleichung in x-Richtung :

au au 1 dp V[azu azuj

ax ay _;a y-i_y

Referenzgeschwindigkeit : 1,
charakteristische Ldnge : L

du u’

— u_ ~ —
% L Ordnung der konvek. Terme

Ma@B fur die Variation von v aus der Kontinuitatsgleichung :

du av
ox ay

=0



—

0

u>>v , —<<_—

ox  dy

a_u ; ﬂ von gleicher Ordnung in der Grenzschicht
ox dy
U, V U0
— = = V-~
L ¢ L

du u’
P e

dy L




Vereinfachung der Bewegungsgleichungen in der Grenzschicht

. 0 d 9° 0°
esist: — << — , 7 <<
ox  dy ox dy
ReferenzgroBen :

Langen:Lin x-, § <<L iny - Richtung

Druck :,Ouozo )
Geschw. : u, inx-, u‘zé iny -Richtung
__X __ Y
X I3 y g
=t ot =V Re p=-L
U, ou, /L u, ou,
man erhalt : Qi _du _ dp 1 9% 9

+ = + +
"% % o Reox dy”
1 (_ov _ov dgp 1 9% 1 9%
U—+v— |=——+ +

Rel odx dy dy Re’dx> Re 9y’
ou Jv
—_—t—=
X 0y

0



wobei: Re=u_ L

1%
dimensionslose Variable und die Differentiale von Ordnung 1

— Re — oo
_oi ol _ Ip %
Uu—+v—=-—
ox  dy ax ay
0=_P
dy
a—b__t+a—f:0
ox dy

bzw. in dimensionsbehafteter Form

au du 1dp du

—+v V—
ax ay pox oy’

0=_%
dy
aM+@—O
ox dy




Druckverteilung aus Euler Glg.

pdv__ldp
dx p dx
oder Bernoulli Glg.
D +§U2 = konst.

U : Geschwindggkeit bei &

Anfangs- und Randbedingungen : u(x,0) =0,

u(x,o)=U(x)

v(x,0)=0
u(xg,y) =ug(y)

2D stationare kompressible Stromungen

0 0
g(ﬂuﬂ‘g(@’)—o

ou _8p+ 0

pu——+py—=

dy ox dy

g

o dp 9

Jou
dy

V—=u—+
P 9y ox dy

2
ZaT +7 a—u
dy dy




o
pekannt: ¢, (1,771, AT, =

Anfangs- und Randbedingungen :
u(x,0 =v(x,0)=0
T(x,0)=T,(x) oder
oT

Rl
dy 4=0

u(x,o) =U(x), T(x,)=T,(x)
u(xy,y) =uy(y)
T(xy,y)=T,(y)

Gultigkeit der Grenzschichtvereinfachung

Re>>1
R>>5

GrenzschichtgroBen

Definition der Grenzschichtdicke ( 3 Gbliche MaBe )



0,99 U — Dicke

8=34y, wobei u(x, y = 8y9) = 0.99U v

0.9U

Verdrangungsdicke : O S

U

Aufdickung einer angenommen reibungsfreien Stromung um ¢; , wobei 0, =0,



h>> 0, es gilt

h
Iudy:U(h—é])

0
Qv Qi
h—oo = @z?(l—ljdy
0 U
. dp .
far — - st ¢ entscheidend

weitere Interpretation von : 0,

51 ist der Abstand, um den die Stromlinien bei y >0 abgedrangt werden.

(Grenzschichtrand

-
A—— ¥
= ﬁx N S S N S . e o

- : -




Qin Aund B:

r+0, r
Ur = Ju dy=ju dy+UJ,
0 0

Ot | Oy

— Uo, = | (U —u)dy

5

yr —> oo 51

Impulsverlustdicke 92

9> ist die Dicke, so dass ,0U2§2 den Impulsverlust durch die Grenzschicht

dargestellt

mit obiger Abbildung: 1,, = Impulsfluss/Einheitsbreite

Schnitt A: L4 = pUzr
I’+(51 r
Schnitt B: l,p= jpuzdy = jpuzdy +,0U251
0 0

0, aus Lpa—1,p



52 <§1

von Karmansche Integralbeziehung

exakte Losungen der Grenzschichtgleichungen selten, Naherungsverfahren auf der
Basis eines Integrals ( von Karman 1921) gesucht

h h 2
J ua—u+va—u dy:j UalU+Va “ dy
ox  dy o\ d dy?

0 X Y

mit h > o



Umformung der x-Impulsgleichung mittels +ud—U und VB_U

dx dy
B B 2
(U—u)dU+ua(U u)+v8(U u):—va—bzt
dx ox dy dy
H_/ N ~ J ~ J N Y_}
I II III 1A%

dU u dU
U - —d U—I \|1-— |dy=Ud,—
J( “) Y7 dxo( Uj Y= dx

III : IIT°

Tvaa/—u)
0 dy

d_(ULm—kULoy@ }—w‘m@

IV:  Schubspannung auf der Wand

I
ﬂay



p 30y pyoy\ " dy p

II, IIT° :

i[u(U—u)]zua(U_u)+(U—u)a—u

ox ox ox

h

(u a(U_M)+ ou (U—u)jdy =

5 ox ox

h h

- d d -tu u d

—ulU —u)ldy=—U"|—|1-—— dy=—

bax[u( )iy dx ;‘;U( Ujdy dx
Zusammenfassung :

von Karmansche Integralbeziehung

S N R

dx dx p




bzw.

o L0 05, +0)= "2
dx U dx pU

Annahme : Geschwindigkeitsprofil
= 0= f(x)und 7, = g(x)
Beispiel : langsangestromte ebene Platte

av _
dx

0

i_T.(U—u)ua’ )
dx* Y o,

Geschwindigkeitsprofil : L S S b
U 2 53
- . 9%u
Randbedingungen : y=0 u=0 , —=0
dy
y—>0 u=U , ou =0

1)

2)



aus 1) folgt : a=c=0

aus 2) folgt : b=3/2;d=-1/2

u 3y 1(y :
E—Eg—a(gj mit 0 =0(x)
Uzhl( _ﬁjdyzﬁ 25
‘ull Uu)Y 280
und

—> von Karman Beziehung fir die ebene Platte

39 d(U25) 39 U2d5 3 U
280 dx 280  dx 2 F]

Integration in x-Richtung mit 6 =0 beix = 0

5 =4.6MhalU
Sram ~ %



Reibungsbeiwert: ¢, =
g f £U2
2
gUV/é‘ 1
Ty 2 _0.646 -
cf_P > 1., R Cfdam =X

=—U ~U €y

2 2

Ahnliche Lésung der Grenzschichtstromung der ebenen Platte (Blasius Lésung)

Vernachlassigung der Verdrangung

— U = konst %d_p:()
dx

— kein LangenmalfB

Vorstellung : Losung ist ,ahnlich®

u

=g()

<

wobei
Y
o0(x) ( Ansatz von Blasius )

77:



Ausgangsgleichungen und Randbedingungen

Ju du 0°u
U—+V—=V——
dx dy 9y’
a_u+&:()
ox dy
x=0,y u(y)=U
0<x<L,y=0 u=v=0
y

OSxSL,g%oo u—>U

Kontinuitatsgleichungen via Stromfunktion

VAN
dy 0x
h 7

l//=_[udy=5j-ud77
0 0

7 - B _df
=8[U gl =8U £, sodass (1=
0

Stromfunktion w in Impulsgleichungen einflhren



oy 'y oy 'y _ oy

dy oxdy ox 9y’ 9y

x=0 a—W—U
dy
dy
dy
Rickfihrung auf £(77) = 2
g au f(77)—5U
%174 af} d5 ,
T U FE=4+0 —|f -
- [f : dx[f 7]
%y ud9 9 e unf” dé
axay dx dy 0 dx

aw ' azw Ufn 831// van
— =Uf", - = , =
dy dy” _o0_ dy’ _O__




mit

of _df 97 _ 77 dS

ox d7 ox O dx
o _df O _ ]

dy dn dy S5

1

O ]
g(f n)=nf 5+f5



die Impulsgleichung lautet

, »0 do f do , Ur”
_y? 749 2
Frs— = rml=v=,
da f(n ) folgt
U—5d—5 = konstant —| l 3
v dx > (gewahlt)
= 0= vx
U
Somit gilt
1 ” V4
— +f7=0
5 fr+r
Randbedingungen : f(O)=£(0)=0

f(0)=1

Blasius 1908 Uber Reihenentwicklung geldst.

{

Qﬁ}f f”

Vv dx

f V4



S|

u ,, — C ) e e ) .
E: f (77):Geschwmdlgkeltsprofllfur samtliche Schnitte

6
VX =

e = e = = -

vU



u=099U bei &=49

o =49 Y% L = 5~ x
99 U bzw ¥ \/Ux \/Rex

Vv

U=12 - Re_, =6x10" = &,=2cm

S
S=[a-dy 5 =172YE 5 =0664 "5
(j) U 1 v’ U

ou 9° Ur” (0
2'0:778— :ﬂa—yzj =7 f§( )
Y1y=0 y
0.332pU*° 1
To = = To~—F—

Re, Jx

y=0

0

Achtung: x—>0 7 o0, —<<— nicht mehr erfillt!
ox  dy



lokaler Reibungsbeiwert

7, _ 0.664
1 2 - Re
J— U X
2,0

Cf—

Reibungskraft auf einer Seite der Platte

L 2
D:ITde:O.664pU L
0 Re,
3/2
Dlam ~U
Reibungsbeiwert Cp
- D _ 1.33
b= =
1,0U2L Re,
2
1L
wobei Cp =—J.cfdx

0

A

v




Turbulente Grenzschichten

Vgl. Blasius-Experiment bis x < xj,. bzw. Re, <Re;, OK - -

Re, >Rey, Ubergang laminar = turbulent

Re ., = f ( Oberflache, Geometrie der Vorderkante; U*, V*; etc. )

U

o(x)

I
‘xé‘\h‘x‘\‘*x‘\ N N N NN

- N

laminar Ubergang  turbulent

langsangestrédmte ebene Platte : Re,, =5-10°



laminare Grenzschicht:  § ~ x!/2

t0 ~ U2

turbulente Grenzschicht : & ~ x*/°
£ ~ y7/4

Grenzschichtgleichungen der turbulenten Stromunq

Erhaltungsgleichungen gultig fir laminare und turbulente Strémungen ;

jedoch : Auflésung aller Skalen ,unmaéglich®

—  Strémung wird durch gemittelte GroBen beschrieben

— Reynolds Mittelung

hier : zeitliche Mittelung



Zerlegung nach Reynolds (siehe turbulente Rohrstromung)
f=r+f
mit

| T
_ .[f(x y,z,0)dt  zeitlicher Mittelwert

f, : Schwankungsanteil

Erhaltungsgleichungen in Divergenzform flr inkompressibles Fluid

au av ow
ax ay 0z

=0

d(pu) , dpu) , dpuw) , dpuw) _ dp 1
ot 0X oy 0z 0X

I(pv) , Ipw)  A(pv) dpw)_ dp —y
ot oX oy 0z oy

Apw) , dpuw)  d(pw)  Ipw) _ Ip VW
ot X oy 0z 0z




Kontinuitatsgleichung :

—(ﬁ+u’)+%(\7+v’)+a%(w+w’):

o v ow au av_'+a;’
ox dy 0z ax dy 0oz
ou dv aw

_l_
ox ay 0z

=0

x-Impulsgleichung :

9 Lol +u’)|+ 9 [p(ﬁ +u’) ]+ 9 Lol +u’ ) +V)]+ 9 Lol +u’)w+w)

ot ox % %
:_ai(prHan(u +u’)
X
ap” 0 Pl i ]+—[p(uv +u'y )]+—[/’(”W+W)]
0x dy =" & o
ap VT

ox



y-Impuls , z-Impuls ebenso —

ou Jdv ow
ot — =
ox dy Oz

i o _dm) W s | Y duw
P +V—+Ww— |=——+nVu-p + +
ox dy 0z

I A A W BN I WY NI o
o, + =——+npVv—-p + +
ox  dy 0z

oW _ow _ow) B . |oww ovw aw?
+ = +nVw—p + +
ox dy 0z




die gemittelten Produkte der turbulenten SchwankungsgréBen ergeben den
turbulenten oder Reynoldsschen Spannungstensor.

’ ’ ’ 72 7 7 7 7
o Ty Ty u uv uw
’ ’ ’ _ 7 7 72 7 7
Xy yy vz | = ,0 uvy 1% vV w
’ ’ ’ 7 7 7 7 72
uw vV w w

-pf'g" Reynolds- oder scheinbare Spannungen

turbulente Strébmung :
Gesamtspannung = visk. Spannung + turbulente Spannung

i. a. gilt : turbulente Spannung >> visk. Spannung
Vereinfachung obiger Erhaltungsgleichungen mittels

- ebene Strémung w=0, ——0

- Grenzschichtannahme — << —



ou av

=0
ax ay
ua—u+va—u—— ! ap J { au—u'v'}
ax ay pax ay ay

Grenzschichtgleichungen turbulenter Strdmungen

zusatzlicher Term : — p u'V’

Randbedingungen analog zur laminaren Stromung

SchlieBung des Gleichgewichtssystems durch die Prandtlsche Mischungsweghypothese

du | du aw_n d_I/_t
dy | dy dy

[ = f (charakteristische Lange )

T, =—pu’v "= pl*—




Turbulente Plattengrenzschicht

Annahme : Grenzschicht ist turbulent ab x = 0 u(y)sg vergleichbar mit u(y), .

P Y

=N

o
Vi u
zéhe Unterschicht v < yx 0wy T,
—=—""mit Ui, = _[—
U | 4 P
log. Schicht  y« <y u Y

=2.5In
U | 4

+C  univers. Wandgesetz



Achtung : das universelle Wandgesetz gilt nicht in Wandnahe y < yx

auBerer Grenzschichtbereich

v« << y< 0 Abnahme der turbulenten Spannungen

U-u~t, bzw. ux =

U-u y
b
U o)
f(%j :?  Annahme : universelles Wandgesetz gilt im AuBenbereich
nach Prandtl : f(lJ = llnl
' o) k O
0 Oi5 1.0 yld
0 —t-
-10-




==

Y} U
Zusammenfassung :
0<y<y. zahe Unterschicht
0 .
Y« <Y<Y, Ubergangsschicht
_f y,Sy<o AuBenbereich
— P
Y, 1 Vi u
innerer Bereich
30 4 ™
zahe [ .
us [
ool ] .
20 =

H o 25Iny+5.5
u.

AuRenbereich




Herleitung des logarithmischen Gesetzes mittels Dimensionsbetrachtungen
» Geschwindigkeitsprofil in Wandnéhe

u=u(ux,y,vV)

mw— Theorem : 4 Var. , 2 Ref. dim.

= z=f[u*yJ=f(y+)
| %

Us
vi U 1
zdhe Unterschicht :
7 s
 opdi ./
YT dy ——= | |
] u
2 Yooy
l/_t — yTW — ypu* l
7 n
u  yus




AuBenbereich :

u—U ~ ux
Uy 2)-el0)

Gebiet zwischen Innen- und AuBBenbereich :

d—ﬁf[]r — o0
p Y+

¢ —0

= f(y,)und g(&)

Innenbereich :

di  dy, df ul df

%

dy dy dy, v dy,

AuBenbereich :

7,
_/
> 1 |
Y Vi
vi U .
]
~/ 0
Y Vi

dU—L@ dg dy/do)_u dg

dy dy/ dy

S dyl )

<|

<



da|  _dm
dy Innen dy Auflen
u’ df _ Uy dg ‘l
v dy, 0d¢ U

d d
Y+—f:h(Y+):§—g:r(§)

M
—> konstant —;

= f(y+):%lny++0£
1
g(y/0) =;ln(y/5)+ﬂ

Experiment:k=04,0=55,=-1.0

=2.5Iny+5.5

u-U

U

< |

y, grof}

£ = % lein - 2.51n(%) 1.0

(log. Gesetz)

( Defektverteilung )



Naherung von u (y) mittels

Vgl. mit Experiment > n=7

Verdrédngungsdicke 4,

Impulsverlustdicke 0

Y

- 1/7
' —=| = nicht gultigbei y =0 !
U (5) ’

— T,, ausder turbulenten Rohrstromung

Mit A== in A =—Y

und

u

=08

folgt



1/7
v._ 8.74(”*Rj
v 1/8
— 1, =0.150 UWg(gj bzw.

1/4
ro=pul= 0.0225,0U7/4(%j

v. Karmansche Integralbeziehung

1/4
o, _ 7, =0.0225(Lj
SU

dx  pU*
R 7 do do,
72 dx  dx
o(x) 037 037
X (Ux)l/s (Rex)l/S
1%
D. h. 0~ x*>  turbulente Grenzschicht

1/2 . .
O~ X / laminare Grenzschicht



Reibungskraft auf einer Seite

/
L
r L
D = | 7,dx =0.036pU * ————
.([ 0 (ReL)l/S
=D~I* baw. D~U’"
llam.:D~L1/2 bzw. D~U3/2J
- D 0.072 o - 0.074 c
b ZW D (Rez)l/s (Exp.)

; UL (Re,)""?

allgemein: ¢, = f(Re,,k/L)

bzw  ¢p = f(k/L) fir Re, sehr groR!




0.014

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

\ k /L=3-10"

S U

'\ voll turb.




Zum Diagramm :

Ubergangsbereich :
. 0074 1700
i/?% Re,
glatte Platte :
cp = 0.455
(logRe, )28

voll turbulentes Gebiet :

¢, =[1.89-1.621og(k/ L)’



Bemerkungen zur Turbulenz

vorteilhaft :

— Warmeubergang zwischen Wand und Fluid

* Klimaanlagen

» Kessel im Kraftwerk

— Vermischung von Fluiden
» Rauch aus Schornsteinen

laminare Strémung winschenswert :

— Druckverlust der Rohrstromung
— Widerstand eines Tragfllgels
jedoch : Vermeidung von Ablésung in turbulenten Strémungen

—> grbBerer Auftrieb als mit Ablésung



Grenzschichtablosung

Einfluss des Druckgradienten

ebene Platte :

\
Wendepunkt

d
Auswirkungen von d_p auf u(y) ?
X

Grenzschichtgleichung (x-Impuls): u u 1 dp 92y




Grenzschichtablosung




weiterhin :

o _dp__;aU

ox dx dx
Wand y=0: u=v=0

N dp _ 0°u
dx ' 9y’
2

ap < () (beschleunigte Stromung) : a—” <0
dx 8y2 Wand

u
nahe dem Grenzschichtrand ¢ gilt : 8— >0 mit
Y

du 0°u
—0 folgt —

bl <0
|,s dy

y=0

2

—> Kkein Vorzeichenwechsel von —Z in 0<y<¢d (i.a.)

dy



d_p > () (verzogerte Stromung) : —

>0
dx ay

Wand

—>  Vorzeichenwechsel zwischen 0 <y <o

, 92u
— u (y) hat Wendepunkt, in dem 8—2 =0
Y
0%u
Bemerkung : ebene Platte : > =0
dy =0

)
o
dap >0 = O(x) wachstdeutlich an,denn v(x,y)= —I—udy
dx 00X

LY N Y

0x

_dp o )
Mit — >0 isti. a. die Abldsung der Strémung verbunden.

dx



Ablosung

0°u _
— =0 in 0<y<o
dy
0 d
= a < 0 aufgrund von @ > ()
0X| ) 4p dx

d,
sofern a’_p >0  groB, folgt :u; (x;, ¥, +€) >0, u,(x; +&,y,+€)<0
X

— Strémungsablésung

=0
Wand

o
Ablosepunkt : il
dy

7




Abldsung bei externen und internen Stromungen

&
LAV

SAA

777 >

Die Grenzschichtgleichungen sind bis x = x gdltig ; fur x > xg

Grenzschichtannahmen im allgemeinen ungultig.

Stromung uUber einen Kreiszylinder

Ablésung = f (Re) vor allem bei stumpfen Kérpern



Analyse fir den Kreiszylinder :
_Udp

n
Re<4 : c¢cp~ Re ' | keine Abldsung

Re <4

Re

4<Re<40 : Bildung zweier anliegender Wirbel

fir Re > 40 : Nachlauf wird instabil; Geschwindigkeit ist periodisch in t und in x (fiir x > x )



80 < Re <200 : 2 versetzte Wirbel im Nachlauf

/—\_’_\—/—\
W\

80 < Re <200

(€)

— von Karmansche WirbelstraBe

uvor,ab <U

40 < Re < 80 : anliegende Wirbel nicht Teil der WirbelstraBe.

Re > 80 : Wirbel = Oszillation des Zylinders.

d
Strouhal Zahl : Sr= f —
U

dimensionslose Frequenz der abgehenden Wirbel :

Sr=0.21 (Experiment, Numerik)



d klein, U klein = f im horbaren Bereich

Re <3X10°: Abldsung bei = 82°, Grenzschicht ist laminar

82°
turb.
(D) I\llJachIauf im Nachlauf:  p = konst. < p.,
Re <3-10°

3X10° <Re <3X10°: Grenzschicht ist turbulent, Abldsung bei = 125°

—> Nachlauf wird schmaler

125°

(E) turb. Nachlauf

NS

Re >3-10°



Re >3x10° : @, <125°
= cp, steigt

Rey,;; = f(Turb. in der Anstrémung, Oberflachenrauhigkeit)

Zylinder
D
?_ e :_11/‘
\ -
0.] - Kugel \ 1__*-"""
| | | | | | | | | | | | | | | |
107! 10° 10! 102 10° 10* 10° 107 107



1. f—-PotentiaItheorie “p= S (®), Zylinder

Re=7-10°

Re =2-10°

-3 a— |
0° 90° 180°

Stromung liber eine Kugel

Ubergang 2D > 3D - deutliche Unterschiede

z. B. : keine regulare Wirbelstromung

Re < 130 : anliegender Wirbelring



Re > 130 : Oszillationen beginnen, verzerrte Wirbelschleifen gehen ab

Verhalten der Grenzschicht wie beim Kreiszylinder ;
Re, . =~5x10° (Kugel)

Transition laminar — turbulent => ¢, sinkt



Strébmung Uber einen Kricketball ;

lpum. | Re ~10°

Richtung der
U Seitenkr.

1[601- b.



Stromung lber einen rotierenden Baseball ,

turb.
Richtung der
T Seitenkr.
(/4
i .

Re > Rey,



Kompressible Stromungen




Kompressible Stromungen

bisher . dichtebestandige Fluide

im folgenden : dichteveranderliche bzw. kompressible Fluide

- Gasdynamik

Beschrankung : stationare, 1-D , reibungsfreie, kompressible
Strémungen idealer Gase

Schallgeschwindigkeit

inkompressible Stromung : p-Stérung Uberall, sofort messbar

kompressible Strdmung : p-Stérung breitet sich als elastische Welle aus



akustische oder Schallwelle : Wellen mit infinitesimaler Amplitude

Bestimmung der Schallgeschwindigkeit :

| Welle p+dp
c | T+dT
-_l_ p+dp
p.T,p |
u=0 /
-
: du %0

I

instat. Problem far den ruhenden Beobachter
stat. Problem durch Uberlagerung mit Geschwindigkeit ¢ in entgegengesetzter Richtung

Kontrollvolumen

I
w4
1
p’T’p c l c—du p+dp
— | — T +dT
I p+dp
l

}— stationire Welle



m {iber die Flache A des Kontrollvolumens

Apc=A(p+dp)(c—du)
= Apc+ Acdp — Apdu
— Adpdu

—_—

vernachlassigbar
dp

—> du =c—

0

Kompression: dp >0 — du >0

Expansion : dp <0 — du <0
Impuls : Apc(c—du)—Apcc=pA—(p+dp)A
dp = pcdu
2_4p
— C ip




Amplitude der Welle ist infinites. —> isentrope Zustandsanderung der Teilchen

. gzpkj
ap s=konst.

+ Isentropenbeziehung :  p/p’ =konst.

+ Gasgleichung : p = PRT

op PP
- (SJ =pT =T = y=rAT
IO s=konst. IO IO

bzw.

c= 7/% = J7RT

Luft, 15 °C, ¢ = 340 m/s
Luft , 20 °C, ¢ = 343 m/s



Kompressibilitatseffekte von Bedeutung ?

u
Antwort mittels M =—

C
Kontinuitatsgleichung (1D) : " 8_,0 + pa_“ —
0x 0x
inkompressibel, sofern
0 ou
U—<< p—
ox p ox
bzw.
A
P << Au
Jo, u
Schallgeschwindigkeit :
Ap = c*Ap
Euler (1D) :
A
ulAu = 2P



2
N Ap _u” Au :Mzﬂ
P’ u u
: Ap .
D.h.: M~ <<l ,d.h. —— sehrklein
P

inkompressibel : M <0.3

kompressibel : M > 0.3

Einteilung kompressibler Stromungen :

0.3<M< 1 : subsonische Strémung
0.8<M< 1.2 : transonische Strémung
I <M<3 : supersonische Strémung

M >3 : hypersonische Stromung



Sofern M > 1 ist das Ausbreitungsgebiet von Stromungen begrenzt.

- Machkegel

Druckwelle wird bei 7 =¢,,, initiiert

Radius r=(t—1t,)c

t, =2sec
t, =1sec
t,, =0sec
3c
t, =2sec
t, =l1sec
t =0sec
C _
b
Quellenort
nach 3 sec.
i
2u
o —
Ju

—<1



Quellenort
nach 3 sec.

\

Machkegel



Offnungswinkel des Machkegels

: C 1
sing =— =—
u M

Flachen-Geschwindigkeits-Beziehung

LU, A(X) i

€I
-—-F

isentrope Strémung durch ein Rohr

Kontinuitatsgleichung :

m = puA = konst.



Differentiation

d(pul) dp N du N dA
PUA p u A

Euler (1D) :

ydy=_3p __dpdp __ ,dp

p dpp p

2
— d_p__Mzﬂ dp:_u du

P u P ¢ u
bzw. @__dA 1
u Al-M?

Flachen-Geschwindigkeits-Beziehung

Daraus folgen interessante Konsequenzen der Kompressibilitat bezuglich der Auswirkungen
von Anderungen von A(x) auf u(x) .



|
Diise = | - Diffusor
D >
dp <0 M <1 | M <1
du >0 du <0
s | —— il
M >1 | M >1




Ruhe- und kritische Grof3en

Ruhezustand : isentrope Verzégerung auf V=0 dient als Referenzzustand

Energiegleichung im Ruhezustand :
2

u
=h+—
o 2
ideales Gas : h= cpT

u
c,ly= cpT+7

c, —




Isentropenbeziehungen -

v
&:(ﬁj%l: e A TU)
p T

1 1

&=(5j7‘1 o P ety VER (107
Yo, T

2
in adiabater Stromung {h+%:k0nst} gilt fur die RuhegroBen

ho = konst. , Ty = konst.
co =+ YRTy = konst.

N . u —_
Beziehung zwischen « und p : CpT+7 =c,1
=2 grl1-L
y—1 I,

-1

Y = 27&1_££j7
y=1p, Do

| =



Vakuum: P—0 = u—>up,y
1

2
U max =|: 27/ &:|

=1 p,
Machzahl als f(p) :

AV ()
M:L—z} :(ﬁj

p—>0 : M >

1
_[ u ]2_ 2 (&qu
yp/p y=1{{p

konvergent-divergente DUse : bei geeignetem Gegendruck erhalt man
M=1

im Halsquerschnitt. Zustand ( M = 1 ) wird als kritischer Zustand bezeichnet.

FUr den kritischen Zustand, ebenfalls ein Referenzzustand, ergibt sich



. YRT

¢, Ty =c,T +7’2 . (y=14)
Lo 2 0833
1, y+1

/4

y
p_:(T_J :(L)y —0.528
Po \ Iy y+1

I
P_:[T_Y {Ljf 0634
P \ Ty y+1

Beziehung A*/A= f(M,y) mittels Kontinuitatsgleichung

puA=pu A’
A P u

A*_,O,OOECCO
A pop ceou

oo

ftM)  f(y) £M)  f(y)



mit




mit

1
1 r-1[ 7172
y—1 14 Po
i 1 ]
1[ y-1 2
y
* pO pO
A p
= — 1— :f(;/,_
A [ ¥+ 12 Po




A*[A—0 fir M =0 bzw. p/py—1
M — o p/po—0

A*/A—1 fir M —1 bzw. p/py— 0.528

Ar
A
L E 1
o 1 0

kritische Variable sind ReferenzgréBen, wenn M = [ Zustand isentrop erreicht wird.



” T
A /A bekannt — M,ﬁ,— Verlauf
po Ty
1
2. Bsp. r=|0.1+2)1 2}
r
0.3
(.2
0.1
0 j ¥ ] T T
0.4 0.2 0 0.2 04 F




‘

nicht
isentroper
Bereich



Der senkrechte VerdichtungsstoR

Verdichtungssto oder StoBwelle ist eine Diskontinuitat endl. Starke ;

Uber diesen StoB sind die Isentropenbeziehungen ungultig.

Zustande vor und hinter dem Stof3 :

Verdichtungsstofl

Kontrollvolumen

u T
Gesucht : —= ,'02 , P , =2

u P T




Masse- , Impuls- und Energieerhaltungsgleichung (dA =0 )

Impuls :

Referenzzustand -

Pty = Pty
Paity = Pt = p = P,
2 2
u u
h+—=h, +—=
Ty TR

2 2
Pi P _ ¢ G

P Py YU Y

Uy — U

* -Zustand :




M = M =

M —s oo lim M* =7*
M —o0 y—1

M<1 = M <l

M>1 = M >l

*

Ezf(c—,;/) in Gleichung (%)
u u

_ (uz_u1)7+1zc*2[1 B 1]7+1

2 u, Uy ) 2

>l<2
C =uuy

M{M5; =1




Py _ U _ u _ u — M2 = (y+1Mm;
P Uy wu, ¢’ 1 (=M} +2

=f(My,y)
Impuls :

Py _j
P U

=1+yM}|1- 1

142 2y
y+1

=g(M,,7)



T, _ o1 Do :1+2(7—1) M12+1(M12—1)=h(M1 7)

I, P, P (7"‘1)2 Ml2

M2 = 2"‘(7’_1)Ml2

= =o(M,,
2 27/M12—(}/—1) ¢( 17)

sog. Rankine—Hugoniot Beziehungen

Entropiednderung = f (M,7%) :

T ds :dh—ldp
Yo,



so —s1 >0 :d. h. StéBe nur in superson. Strémungen.

weiterhin :

So—8 =8, —S8S, =cC. In T02 —RIn Po
2 — 81 =58, 7S, =Cp

T()1 Po

mit Ty =konst: pg < poi

bzw. P2 < Po1




Schrager VerdichtungsstofB

Im allgemeinen sind VerdichtungsstdBe gegentber der Anstromung geneigt

—> der senkrechte VerdichtungsstoB ist ein Sonderfall




o : StoBwinkel

B : Umlenkwinkel

Formulierung der Erhaltungsgleichungen Gber den Stof3

Kontinuitatsgleichung : 014 = P,u,

Impulssatz, tangential : P14V, = PrUyV;

2 2
Impulssatz, normal :  p,u5 —pu;y = p;— P,

ol” B _, o 1)
) o hTh

Energiesatz :

Impulssatz, tangential : = Vi =vy =V!



— Uberlagerung des v-Feldes méglich

Stol3

Analyse wie beim senkrechten VerdichtungsstoR :

|9, = Ju” +v° o=tan" (u; /v)
H\72H=\/u§+v2 o—B=tan" (u,/v)

lup <u; = Umlenkung der Strdmung in Richtung des StoBes !



Mach Zahlen senkrecht zum Stof3

M, =u/c,=M;sino >1

durch

Ml eMnlelsinO'

&:1+E(M12 sinzo'—l)

D y+1

P _ (7/+1)M12 sin® & _u _  tano

o (y-1)M?sin®c+2 u, tan(c-p)
. 2 i

Ly, 27 12) Misin” ot (112 Gn2 o 1)

(41 MPsin’o

Sy =8 & &

=In

|

P

M

P1

b
J )

= In-<

(y+ I)Ml2 sin” o
(y=1)M/?sin* o +2

\

Vo




die Prandtl Beziehung des senkrechten VerdichtungsstoBes
Uy, = ¢

nimmt far den schragen Verdichtungsstof3 folgende Form an :

2 2
u, +v

2, .2
u, +v
=c,I

:cpT2+ 5 »

Energiesatz : c, 1)+

mit ¢, =yR/(y-1)

y Pty 7 py V¥ pg
y=1p 2 y=1p, 2 y=1p,

0 Y+1 » 1 Yy P
Ruhe- und kritische GréBen : ¢ =€y = :

20y-1) " y-1 y-1p,
—
+1 —1
nep| LT )
2y 2y

+1 . -1
Pz—/’z{y/z?/ ¢ 727/ (”§+V12)}



in Impulssatz, normal

+1 , -1 +1 , -1
p| Ll 4e2)- L2 = )22

+ Kontinuitatsgleichung —> Prandtl Beziehung fur den schragen VerdichtungsstoB.

. -1
y+1

M,=f(Mo,B,y)aus M,=g(M,,y)

mittels M| < Msino und
M2 %MzSiIl(O'—ﬁ)

B (7/—1)M12 sin® o +2

— MZ2sin*(c- )=
2 sin*(o = f) 29M 2sin® o —(y—-1)




Zusammenhang zwischen 3,0, M mittels %:f(Ml,a): g(o, )
1

: t —t
mit tan(c — B) = an o - tan f
l+tano tan

M?sin*o—1

M12(7/+ CoS 2G)+ 2

— tanf=2coto
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G:% — tan £ =0

1 —  Max. existiert !
O =01 =sin" (V) — tan =0
1

Analyse fir M| — oo :

2coto sin2 o sin 20

r= lim (tan f8)= 5 =
M, —oo y+cos“o  ytcoslo

dr _2cos20(y+cos 20‘)+28in2 20'_!

5 0
do (y+cos20)

:>cosZO'=—l;7/=1.4:Gz67.5
/4

sin 20 _\/l—c03226: \/1—1/7/2:\/7/2 :

-1 5 =
y+cos20  y+cos20 y—1/y 7,2_1 = =D

tan :Bmax =

:Bmax ~ 45°



LB< P : 2Losungen

schwache Lésung , M, > 1 (i.a.)
starke Lésung , M, <1

starker Stof3

schwacher Stof3

schwache Losung entspricht der naturlichen Losung

B> Prax  : keine geschlossene analytische Lésung



Entstehung von schragen VerdichtungsstoBen

/Stromlinie

M{>1 Keilstromung : < ...
Stromlinie
Stol3
My>1 Eckenstréomung (konkav) : £ < B




—/ / Stromlinien
M1<1
%Ml /

Eckenstromung (konkav, subsonisch)




B> ... Ablésung des Verdichtu ngsstolles

abgeloster Stol}




abgeloster Verdichtungsstol?

Herzkurve

Boax B
g, 8, M, - Zusammenhang



Approximationen fur schrage VerdichtungsstoBe

2

 Hyperschallstromungen : M12 sin“o>>1, sino<<l]

aus
tan(c—B)  y—1+2/Misin’o
tan o y+1
und o=pf

— a—,Bzy—l
) y+1

_y+l

B Newton-Theorie

» Naherung fur schwache StoBe : Annahme : S klein
B—0: = oc— aq=sin" (/M)
in IB = f(Mlaa)

M/ sin® -1

— tan O = 2cotx
b 1M12(7/+cos20(1)+2




mit tan = S

cota;, =M. —1

cos2a =1-2sin*a; =1-2/ M}

2
— Mlzsinza_lzwﬂ
M -1
in L2 = (M. 0)
p1

—> relative Druckanderung fir B klein

Pr— P 7M12 B

~
~

P M}-1

gultig : schwache Komp. + Exp.wellen

Grund : 3 > Y
So=8 _ Y+l po—p | _ 7+l M, Vs
R 1277 p 127° | M2 -1

—>  schwache StdBe naherungsweise isentrop > reversibel



