Festkorper, Flussigkeiten, Gase

Unterschied

/ \
Festkérper Fluid
schwer verformbar leichter verformbar

l — T

groBe intermolek.

Krafte Flussigkeit Galls

Form nahezu unverandert groBe sehr groBe

unter Krafteinwirkung. Bewegungsfreiheit d. Bewegungsfreiheit d.
Mol. Mol.
verformbar, nicht verformbar u.

kompr. komprimierbar



Verformung durch duBere Kraft

Fluid : Stoff, der sich kontinuierlich verformt, wobei
die Schubkraft beliebig klein sein kann.

Festkorper : Stoff, der sich nicht kontinuierlich verformt
—> flieBt nicht

Materialien, die weder reine Festkorper noch reine Fluide sind

— Rheologie



Bewegung der Molekille =  Mechanik der Fluide

JEDOCH : Interesse am durchschnittlichen Verhalten
gewahltes Mittelungsvolumen
- << Dimension der Probleme

- >> Abstand der Moleklle

— Var. im Strémungsfeld entspricht dem Durchschnittswert
der Molekule im Volumen

Annahme : Sehr viele im Volumen

—» kontinuierliche Verteilung der Charakteristika

— Kontinuumsmechanik



Kinematik der Fluide

Ablauf der Bewegung, spater Ursache der Bewegung

Eulersche und Lagrangesche Stromungsbeschreibung

Lagrange: Bewegung des einzelnen Partikels bestimmt die
Fluideigenschaften

Unabhgg. Var. ¢, 7(t=0)=7= xof + yoj + ZOE

yA

=0 Teilchenbahn

v



Lage des Teilchens r (1y,1)

Strégs.var. F geg durch F(1y,1)

Euler: — Feldkonzept
Zeitpunkt [ = tO = konst
Fluideigenschaft P = P(x,y,z)

allgemein gilt fir eine Var. F

F(F,t) mit F=xi+yj+zk

— z. Bsp. fiir die Geschwindigkeit v
sofern u(x,y,z,t)

V(X,y,Z,t)

w(x,,2,t) bekannt,
dann auch

—

Vo= ui +vj+ wk



Unterschied: Euler - Lagrange

Bsp. : Kaminrauch

Teilchen A
T4 = T4(t)

Stelle 0:
T'="T .50,




Euler Methode :

Temp.messgerét in 0 > T(xp,Y0,20-1)
mit vielen Messgeraten > T(x,y,z,t)

Temp. eines Teilchens abhangig von t ist unbekannt

Lagrange Methode :

Temp.messgerat sitzt auf A > Ty=Tx()

Ty =f(Or) unbekannt, sofern

Ort = g(t) unbestimmt

In der Fluidmechanik wird im Aligemeinen auf das Euler Konzept
zurickgegriffen



Stationare und instationare Stromungen LI

instationar bzw. zeitabhangig:
Variable = f(x,y,z,1)

stationar bzw. zeitunabhangig:

Variable = f(x,y,z) # g(t)

Instationdre Stromungen : Start- und Anfahrvorgange

quasistationar bzw. ‘ ‘wie stationar ‘ ‘: Anderung aufgrund von t sehr langsam

Bemerkung : Beschleunigung aufgrund von A = f{x,y,z) in stationaren Strbmungen



Stromlinie, Bahnlinie, Rauchlinie

Stromlinie :

ds = dxi +dyj + (dzk)

Kurve, die tangential zum Geschwindigkeitsvektorfeld verlauft

4

ﬁzuf+vj+(wl€)

es gilt :

vxds =0

bzw.

dx dy dz

U V w

v

entlang der Stromlinie



Stromrohre : Stromlinien, die durch eine geschlossene Kurve G gehen

Stromlinie @

Stromfaden :

Bahnlinie

Stat. Strémung

Instat. Strdmung :

Stromrohre

>

Stromréhre mit infinitesimalem Querschnitt

Trajektorie eines individuellen Partikels Gber der Zeit

Bahnlinie = Stromlinie

Bahnlinie # Stromlinie



Rauchlinie : Linie der Fluidpartikel, die denselben Ort passiert haben.

Stat. Stromung :  Stromlinie = Bahnlinie = Rauchlinie

Bezugssystem

stat. oder instat. kann f (Bezugssystem) sein

fester Beobachter mitbewegter Beobachter

(instat. Strdbmung) (stat. Strémung)



Bahnlinie

Stromlinie

fester Beobachter — intstationare Stromung

Stromlinie : Momentaufnahme

Bahnlinie : Verlauf Uber die Zeit

Visualisierung von Strom- und Bahnlinien zum Bsp. mittels reflektierendem
Material auf der Fluidoberflache.

Wichtig: Stromlinien haben keinen Knick.



Grundgleichungen stromender Fluide

Kontrollvolumen und Kontrollsystem

Fundamentale physikalische Gesetze auf Kontrollsystemen (KS) und
Kontrollvolumina (KV) anwendbar

KS : Sammlung einer Substanz gleichbleibender Identitat

KV : festgelegtes Volumenim Raum —  geometrische GrdBe

Im Allgemeinen ist man in der Fluidmechanik u. a. an Kraften interessiert, die
von der Strémung auf Propeller, Flugzeuge Autos etc. wirken.

Veranderungen des Systems stehen nicht im Vordergrund der Analyse

—> Im Allgemeinen Analyse mittels KV !




typische KV :
a)

Upg
—_

ruhendes, festes KV

I ruhendes oder

O — k\\\ bewegtes KV
A N

——  Grenze des Kontrollvolumens, Kontrollfliche

Kontrollsystem zur Zeit t,
Kontrollsystem zur Zeit ty >ty



verformendes
Kontrollvolumen

Ballon



Grundgesetze der Stromungsmechanik sind ursprtnglich fir KS formuliert

Masse eines Systems ist konstant

zeitliche Anderung des Impulses eines Systems ist gleich der 2F auf das System

Reynoldssche Transporttheorem notwendig, um von der KS-Form auf die
KV-Form zu gelangen



Das Reynoldssche Transporttheorem

__ feste Kontrollfliche und Systemgrenze zum Zeitpunkt t

— — Systemgrenze zur Zeit t+ At

——== 7T
— —— - 1
.&fl = ’L-‘lﬁ.f | | &-!2 = 'L-‘z&fi
— — | -
| |
U] 1 I
— | —+— V2
|
L |
— = I
— =~ |
(1) ~
Zeitpunkt ¢ : System enthalt Fluid im KV

Zeitpunkt r+4t : System besteht aus (KV-1)+ll

[

by




B sei eine beliebige GrdBe des Systems (z. Bsp. die Masse m). Dann gilt zum Zeitpunkt t,

Bsys (t) = BKV (t)

da System und Fluid im Kontrollvolumen Ubereinstimmen. Weiterhin ist

bzw. die zeitliche Anderung von B ist

AB,,; By (t+At) =B, (1)

At At

_ Bpy (t+At)—Bgy (1) B (t+ At) N By (t+ Ar)
At At At




dBgy

Flur At — 0 erhalt man :

dt
dB AB
Sys — lim ( sys)
dt At—0 At
Bry -
B ot +Bout _Bin

Zusammenhang zwischen der zeitlichen Anderungsrate von B fiir das
KS und das KV

B

out > B;, :Nettostrom von B aus dem bzw. in das KV.



allgemeine Darstellung:

—— feste Kontrollflache und Systemgrenze bei ¢
----  Systemgrenze bei t + At

Bestimmung von B,,, mittels Integration tiber 4A von KF, ,

KFom . trennt Gebiet Il und KV



Kontrollflache von Bout

KF,

out 7i 7 > nach auBen gerichtete Normale zur Oberflache
AA 0 ® : Winkel zwischen v und 7
5
B =mb

Fluss von B Uber AA in At
AB,,; =bpAV =bp(|V| cos ® AA)




Als Strom erhalt man

AB, = 1im (PPAY
At—0 At

)= prﬁHcos O AA

bzw. nach Integration tber KF, ,;

B,, = j dB,,, = jprﬁH cos © dA
KFOMI KFOMI

Bour = | pbV-iidA
KF

out

Fir die Einstrdmung tber die Kontrollfliche KF;,, errechnet sich

By =— | pbv-iidA
KF,



Bt = Bin = [gp PLV-idA=|= [ PLV-TidA|= [y pbT -7 dA

mit By = I,Ode folgt
KV

dB,y; 9 o
P thVpde+jKprv-ndA

Reynoldssches Transporttheorem flir ein ruhendes, unverformbares Kontrollvolumen



Erhaltung der Masse

Die Masse des Systems bleibt bei Bewegung durch das Stromungsfeld konstant

B =mb , fir b = 1

dm gy _
dt

0 I
aIJKV,OdV+IKF,0v-ndA=O

integrale Form

differentielle Form Uber GauBBschen Satz oder am Element



u
| |
Y /P w |
/ Az
Vi

Zeitliche lokale Massenanderung :
Op

By Azr Ay Az



Massenfluss Uber die Oberflache des Elements (in x-Richtung) :

I
L—/Ay
|

-

(pu—a(pu)AXJAyAz N Sheas

pu > (pu + a(pu)ngyAz
ox 2

ox 2
| /
/
VA




Nettomassenfluss in x-Richtung

In y- und z-Richtung erhalt man

d(pv)
dy

AxAyAz

d(pw)

07

AxAyAz




— differentielle Form der Kontinuitatsgleichung

op  9lpu)  Olpv)  Olpw)

ot T om or " on 0
bzw.
dp =
PN (pd)=0
mit
L 0(e) -+ d(e) < D) -
V(e) ox L oy ] 0z



Mit lok. konvek.

b 00 00 0
dt ot ox  dy 0z
0 .
= vV
8t+v 0
dp ou Ov Ow
folgt : — = ()
dt+p(8m+8y+82)
bzw. d—’o+pq-\7:d—p+pdiv1720

dt dt



Sonderfalle :

. 9,
stat. Stromung 3 0
- . dpu) Opv) Opw)
Ve (pi) = Ox : Oy e 0z

Inkompressibles Fluid 0 = konstant

ou Ov Ow

=0
8m+8y+82

—

V-5=0

=0



Erhaltung des Impulses

—

F : Auf die Fluidmasse wirkende resultierende Kraft

[ = J'\_/’dm - Impuls
Sys

Anwendung auf ein differentielles Massesystem:

AF = d(v Am)
dt
Amy,, =konstant
AF = Am Y = Ama
dt

AF : Oberflachen- und Volumenkréfte



Volumenkraft : Gewichtskraft maBgeblich

in kartesischen Koordinaten:
AFy, = Amg .
AFpy, =Amg
AFy,, = Amg,



Oberflachenkraft:

Element « Umgebung

beliebige Oberflache
AF, LAF, , AF, 1 AA



Normalspannung:

Schubspannung:

0, = lim ALy
A—0 AA

71 = lim ARy
AA—N)Z&A

. AR,

= lim —/—

AA—Q AA



die Ubliche Zeichenkonvektion gilt




Bedeutung der Indizes :

S Richtung der Normalen der Ebene

ij . i
J Richtung der Spannung

Spannungen auf 3 orthogonalen, durch einen Punkt gehende Ebenen definieren den
Spannungszustand eindeutig

Oberflachenkréafte (nicht vollstandig):

orT Ay (T _aTZXAZ)AxA
+— = JAXA zx Y
(Tyx dy 2 j : ) oz 2
| ”:
1| / o
d00.. Ax I 1 d0.. Ax
90 BN AA, ] e —) - xx OX 1A




Summation liefert die Komponenten der resultierenden Oberflachenkraft:
AFg = AF, i +AFg, j+AFg k

Krafte in x- / y- / z-Richtung:

or
AF, =| 9%, O L 9T |\ A in,
ox dy 0z
or.. do, 0T
AF, =| —24+—2 4 9 IAxAyAz
S Tox oy 0z |
0T
AF, = 9% 002 L 9% |z iavn;
ox  dy dz




Einsetzen in Aﬁ’ = Ama

mit AF = AF, + AF),
Am = pAxAyAz

. v v oV ov
a=—+uUu——+v—+w—
ofr odx Oy 0z

ergibt Vv =ui +vj +wk



Differentielle Form der Impulserhaltung

Ju Jdu Jdu du do. 0T, Ot

—4u—+v—+w— |=pg +— 44 =&
p(ar PPN Wazj P Ty T e

@+u@+vi+wﬁ = +afxy+ao-yy+a%
Ao ey T )T T Ty T e

ow dw dw  dw drz, 97, Jdo
P = pg.+ + +
© dx  dy 0z




Kinematik des Fluidelements

Aufgabe : Spannungen durch Geschwindigkeitskomponenten ausdricken
Bewegung eines Elements
— Anderung seiner Lage und seiner Form

Bestimmung der Verformung mittels der relativen Bewegung zwischen 2
Punkten 7 und 11

(t = konst.)

¥ . Ortsvektor

dv : Geschwindigkeitsanderung



dv in Komponentenschreibweise

du =a—udx+a—udy+a—udz
ox dy 0z

dv =&dx+@dy+@dz
ox dy 0z

dw:a—wdx+a—wdy+a—wdz
ox dy 0z

Um den Zusammenhang mit Translation, Rotation, Dehnung und
Scherung zu erkennen, wird dv umgeschrieben
du=¢&dx+€,dy+€, dz+0,dz— o, dy
dv=¢€ dx+&dy+¢€, dz+ @, dx—0,dz
dw=¢ dx+¢€ dy+€& dz+ o, dy—-w,dx



S

BS

S

N
=

N — N = N

Definitionen far éi und é'l-j bzw.

1
2

1

2

w;

a_u
ox

ou dv
- + -
dy Ox

Eau ow
_ + -
dz Ox

)

@_a_uj

ox dy
ow dv

dy 0z
Ju oJw

dz ox

1

2

1

2

|

ov

— 4

ox
@
dy

v

ou

dy

ow

_+_
dz Ox

Der Vergleich beider Gleichungssysteme ergibt folgende

|

1
)3
1
2

J

ow du

_+_
ox 0z

ow dv
_+_

dy 0z
ow

0z




Bedeutung von é‘i , 81] , Wj;

Unverformtes Element bewegt sich in der Stromung

Translation:

u dt

v dt

=1
¢




Rotation:

tan(dp) = d@

dp=—dt=——2dt
v ox dy



. d
— Zeitliche Winkelanderung @ = d—¢ aus dem arithmetischen Mittel
t

o =L _ou|_,
¢ 2lox 9y) ¥

— Drehung um z-Achse

=—| ——— |=w
Y o2ldy oz -

o _1(81_8_@:(,,
Y 2l9z ox o

—> Dreh- oder Wirbelvektor @

In 3D erh&lt man : o _l(aw avj

D=0l +0,]+ak

— w, - Terme : Rotation des unverformten Elements



1 d(AV)
dt

Relative Volumenanderung (Volumendilatation)

1 d(AV) 1 ou } v [ ow } 1
= Ax+—Axdt || Ay+—Aydt |-| Az+—Az dt |— AxA —
AV dt AV{[ +8x {y dy g } A BZAZ Yz dt

1 d(AV) Jdu Jdv Jdw
=+

= =V-V=divV
AV dt ox dy 0z

—> Kontinuitatsgleichung ftr inkompr. Fluide

Scherung
Rechteck > Parallelepiped

dy =da + df




Verformung des Elements

f o iAy dt
dy
Ay Dehnung
g . )
Ax a—qu dt
ox
a—uAy dt
dy
o
— — v .T
f f! Scherung




Dehnungsgeschwindigkeit entspricht der zeitlichen Dehnungsanderung pro Kantenlange

ox Y 9y Tt oz

entspricht den Hauptdiagonalen der Matrix dlj

da = 2V 4
J X

g = 2% 4
dy

dy (daj (dﬂj o |
: | — gesamte Winkelanderung pro Zeit
dr \ dt dt



Schergeschwindigkeit 71']' tber arithmetische Mittelung

) —l a_u+i
Vo 2\ dy ox
y :l @_Fa_w
7z 2\0dz Ody
. 1(811 ow
yzx:_ — t

2\ 0z 0z

Vergleiche mit dij — Matrix

— ;=Y —Terme
= dij — Matrix : enthalt Dehnung und Scherung

—> Tensor der Deformation



Spannungstensor Tji in der Impulserhaltung
Zusammenhang zwischen Z;; und dzj durch Newtonschen Reibungsansatz :
Tangentiale Spannung ~ Schergeschwindigkeit

und mittels Isotropie des Elements

Ex,€y,E; und divv  __,  viskositatsbedingte Normalspannungen

Ansatz:
O-xx:_p+2778x+ﬂdlv‘_; Txy:Tyxzznyxy
o,, =—p+2nE, + Adivv T, =T, = 2n 7'/yz
O-zz:_p+2778z+/1dw‘_; sz:szzznyzx



Die GrdoBen # und A sind Proportionalitatsfaktoren
Die Normalspannungen werden i. a. umformuliert

o,, =—p+1]| 2€, —%divﬁ]+ﬁdl’v§

o, =—p+n| 2¢, —%div§j+ﬁdi\/\7

o, =—p+1| 2¢, —%div§j+ﬁdiv17
n : dynamische Viskositat

A

2
n= ,1+§77 : Volumenviskositat

‘ R 2
Stokes ‘sche Hypothese : n=A+-n=0
3
inkompressible Stromungen :  div Vv =0

mittlere Normalspannung o :

52%( xx+0'yy+O'ZZ)=—p+ﬁdiv17



Einsetzen der Normal- und Tangentialspannung

— Navier- Stokes Gleichungen

=S

@: —a—p+i (2———611\/\/) +i_ (a_w a_u)
pdt PE; dx ox| 7 3 vl oy ay ax 0z _77 ox 0z
2———dlvv 77 + +i a_u »

i 3 dy ox| "\ dy ax

d_W: _a_p+i (za_w_%dlvvj a (a_W a_uj + a aV+aW
Plar P87 o\ o 3 Tox| M ox Tz )| Ty o Ty




inkompressible Strémung, # = konst

— divv=0

Vereinfachung der 2. Ableitungen

0°u  0’u

0°u

0

+—+
ox® 9y’

1

97°

J

+
0x

K

ou

dv

ow 0°u

0°u

0°u

+—+
ox dy o0z

)1

—> Navier- Stokes Gleichungen fir ein ink. Fluid

dt 8x
dt 5y
dt 8

0°u

0°u  0%u

!

+—+
ox> dy* 977

0%y 9%y 9%y

!
:

+—
ox*  dy* 9z° J

’w 9*w 9*w

+—+
ox*  dy* 9z°

J

+—+
x> dy* 977

|



Energiegleichungen

1. Hauptsatz der Thermodynamik :

dQ—dE+dW : Warme; E : E ie; W : Arbeit

o ” Q : Wéarme; E : Energie; W : Arbei
Volumenelement : AV = AxAyAz

Am = pAV
Warmeleitung nach Fourier : 140 _ g=-— ,18_T A : Warmeleitfahigkeit
A dt on
Betrachtung flir die Flache 4y Az (x-Richtung)
aufgenommene Warme: — ﬂ,aT — J (/1 aTijjAyAz
ox odx\ ox)?2

abgegebene Warme: (ﬂ, Jof + J (ﬂ, aTj Azx]AyAz



Nettowarmestrom in x- , y- und z-Richtung

dQ = dtAV i(/la—Tj+ L /laT + L (ﬂaT)
ox\_ ox) dyl 9dy ) dz\l 9z

;9T Ax
Toox 2 |
| o
Oyx — ao_xx g gt -7I’
ax 2 y |
p i
dTyy Ax *’/
Ty — — 7 Az
ox 2 |

TXZ

o
T 2

ox 2



zeitliche Anderung der Gesamtenergie:

dE _ pAV[deqtld(uz +v7 + W2)}
dt dt 2dt

e : massenbezogene innere Energie

Arbeit pro Zeit anhand von Oxx :

ou Ax 0o .. Ax
= —A —_ — _ XX
dW yAzdt{ (u 05 j(axx o j

( ou ij( 90, Ax)}
+Hu+t—— | o, +
dx 2 dx 2

= —AyAzdt(u 90 +0,, auij
ox ox

=—AVdt 9 (uo,,)
ox




analoge Vorgehensweise fur den gesamten Spannungstensor :

dwW

_:_Av{a (o, VT W, )+ai(uz'yx+vo'yy+wTyZ)+i(uTa+VTZy+WGZZ)}

y 0z

dt

Mittels Impulserhaltung (z.B. x-Impuls) :

— XX +
P dt  oOx dy 0z
dE dW
Umformung der — und —— -Therme :
dt dt

pdt dt

dE_{ de
dt

du dv dw}
up—+vp5+wp V







Einflhrung der Spannungen ergibt die Energiegleichung

de 0(,0TY o ,0T) o .,dT
—+pdivi=—| A— A A—
pdt+p Y ax( axj-l_ay( ayj-l_azt azj—Hﬂ)

mit @ fir 7 =0
2 2 2 2
D=2 (a—uj + il +(a—wj + i+a—u
ox dy 0z ox dy

w Y ( ou GWT 2w v aw)
H—t— | H =t | —= +—+ >0
dy 0z dz Ox 3ldx dy 0z

@ = Dissipatio nsfunktion

mechanische Energie —» thermische Energie




Energiegleichungen fir ideale Gase
_ _,. P _
e=f(T), h=e+—=f(T)
Jo,

kalorische Zustandsgleichungen:

de = (%j dT’ =c,dT dh = (%j dTl =c,dT
or )1 JaT ), P

yo,

d P
de _dh \p dl 1\dp pdp
i dr dt  Par pldt  pdt

Kontinuitatsgleichung:

_ldp _ ou av aw
pdt  ox ay dz

—

=divV

dr _dp | 0 aT) d(,0T a( E)Tj
A +—| 4 +—| A +
= | P dt dt {ax( ox ayL ayj dz\ 0z e




Form der Energiegleichung in CFD-Untersuchungen

dE 9 J J
— = |u(E+ p)l+ == [V(E+ p)l+ == [W(E + p)]=
o  ox dy 9z
i:MZ'M+VZ'Xy+WZ'XZ—q'x]+
ox
i-uf +vt  +wWT _ —¢q ]+
ay Xy yy »z y
i-ul' VT +wr. — ]
dz= - a w s
2
bzw. mit H=h"'M
' 2

5
PH = p+p(e+ H H j—p+E
lauten die raumlichen 1. Ableitungen der linken Seite

2 (putt )+ ;’ (mH)+a%<pwH>



Formen der Erhaltungsgleichungen

Vektorschreibweise unter Berlcksichtigung des Nabla-Operators

0w = ,
Masse: —'0—|—V-(pv):0
ot
d =
oder ap +pV-v=0
dt
Impuls: Spannungstensor t
Oy Txy sz

c.=0_+p= U(ZSX —%div \7)+ﬁdiv Vv

O'yZO'yy+p

0,=0,+tp



— Formen der Navier-Stokes Gleichungen:

dv = o
—=pg—-Vp+V-T
'Odt P8 —Vp

oder: p(g—‘;+(ﬁ-v)ﬁj=p§—6p+v-f

oder: 2 (p7)+9-(pv) = pg~Vp+ 7 7

2
U uy uw
mit vv = )
vVy=|vu V W
2
wu wy w

inkompressibles Fluid mit # = konstant:

p%wg—%ﬂﬁzv

+ stationar p(ﬁ . ?)ﬁ = pg' — ?p + 7]V2\7



Energie

—2
E = p[e+v2J . Gesamtenergie

aa—E+V(E17)=,0§-\7—v§—v(19‘7)+v(7"7)
t

plus Kontinuitatsgleichung

pd{e+‘72}=p§-17—§ﬁ—§-(p17)+§-(2'-\7)
dt 2

+E
H=" Gesamtenthalpie
R
pd_H:pg.ma—p—VgN(r.v)
dt ot

df | an 1(819 - j
el — | ELiv.
dt{eJr 2 d p at+ (pv)



e innere Energie

p Y GG VeV
dt
mit
ou ou ou v v
T-Vi=o0, —+7,—+7,—+7,—+0, —+7
* ox dy 0z ox dy

du v

Yox  Ydy oz

h  :innere Enthalpie

dh ~ _ dp =
—=-V.g+—+7-Vv
P T

dT ~ _ dp —

bzw. bei idealem Gas: P ”

du ou av
=0, —+0,—+0, —+T,| —+—
"\ 9y ax

—=-V.-g+—+7-Vy

ov

ow

ow

—+7,—+7,—+0,

< aZ

v

__l__

“\ 9z

ow
dy

* ox

<y ay

oo 2

ow
0x

ou

0z

)



Hydrostatik

ruhendes Fluid —» keine Tangentialspannungen

7 ldS

® dz

dy
Pzd!j

Kraftegleichgewicht fir Oberflachen- und Gewichtskraft

y-Richtung:  (p, ds)sin®— p, dz =0
z-Richtung:  —(p, ds)cos®+ p, dy—%pg dy dz=0

dz=dssin® — P1 = P3



dy =dscos®
1
— PP p8 dz=0

Volumen — Punkt :

dz —0 — P = D>
—> ruhendes Fluid, in einem Punkt; Druck unabhangig von der Richtung
—> Druck st eine skalare GroBRe

raumliche Verteilung des Druckes




Kraftegleichgewicht in x- und y-Richtung:

—(p +a—p@jdy dz+(p—a—p@jdy dz=0
ox ox_
_8_pﬂ dx dz — p+a—pﬂ dx dz=0
dy dy
— a_p:a_p:() p#f(x,y)
x 3y
in z-Richtung:
(p—a—p%jdx a’y—(p-l—a—p%jdx dy—pg dxdydz=0
0z 2 oz 2
dp
= — ==
&z P8
p=konstant, g=konstant mit  py=p(z=0)
P=DPy—P82
hydrostatische

= p+pgz=p,=konstant Grundgleichung




hydrostatische Grundgleichung far beliebige Beschleunigungsfelder

Oberflachenkréfte in x- , y-, z-Richtung: dF, = 31) dx dy dz
dF, = P 4y dy dz
dy

dF, = glz’ dx dy dz

=> dF,=dFi+dF,j+dFk

apa ap 8 .
= — P \dxdyd
[ax ay az j HE

=—Vpdxdydz
Newton (2.Gesetz) Zdﬁ —dmad
dF, —dGk =dm @
—Vp dx dy dz—p g dxdy dzlgzpdxdy dz a

— ﬁp — ,Og/g = pﬁ allg. Bewegungsgleichung ohne Tangentialspgn.




ruhendes Flud —— —=—p0¢
dz
Bsp. 1:
, 20sin &
Herleitungvon  h= ,
P8R

wobei h FlUssigkeitsanstieg, R Radius, o Oberflachenspannung und a
Berthrungswinkel bedeutet.

Da

Pa

V\r”_"“-.."“‘-.."“‘-.."“-..

—
Ié\"‘-.."x"‘-..l

2 R




Losung 1 :

o2mR
" Pa \\ Pa
]
N 2
g h(mR
" \ n(2) uﬂgT (:T )
Druckverlauf Kriftebilanz

Kraftegleichgewicht in z-Richtung :
2roRsina+p 7 R°—p T R°—pghnR* =0

208In &
= h=
p 8 R
barometrische Hohenformel
ideale Gasgleichung : p = P
RT
dp 124

/’

Pa



isotherme Atmosphare
20 <2<Z T(z) =Ty = konst,

pld <
I—p=1nﬂ=— 5 dZ:—i(Zl—Z())

» P P RTy. RT

bzw.

8
= pnexp| ———(z; — 2
P1= Do P{ RTO( 1 0)}

weitere Beispiele zur hydrostatischen Grundgleichung
Bsp.2:

Vakuumpumpe V erzeugt 95% Vakuum
a) Wasserspiegelhohe hl fir einen Atmospharendruck
Pa=0.96 bar

b)  Absolutdruck und Uberdruck auf dem Boden des
Beckens



X
. N7
W) ﬂ
hi
Pa
I e
. ho
Losung 2 : \ P i
a) py =0.05p, b) PB = Pa + pgh,
Pa =Py +pPgN N
Uberdruck : pgh,
p —p —
— hy ="

P8




Bsp. 3:

Ein geschlossenes System ist zum Beispiel mit Ol gefiillt. Fiir die Kolbenflachen gilt A2
>> A1. Gesucht ist der Zusammenhang zwischen F1 und F2.

Fl F‘E
A Ay
Tz
Losung 3 : P11t P8Z1 = Py + PL2y
ﬂ+,0gZ —&+,ng =1
Al 1 A2 2 1 2
A
F,="%2H

A




Bsp. 4:

Bestimmung der Dichte einer Messflussigkeit anhand eines U-Rohres und einer

Vergleichsflussigkeit
T
Az

ZERIN
"/ N

p2 (Messiliissigkeit)

£1

Lésung 4 : p():pa_l_plg(Z_AZ):pa_l_ngZ




Bsp.5: Bestimmung des Auftriebs eines eingetauchten Kérpers

—
3| p1dA I
______ + $£4 lg
7
T
F
: e
¥ e
l
pod A

Losung 5 :

dF, = p, dA—p, dA
=(p,+p g 2,)dA~(p,+p g 7,)dA
:p8(22_21)dA

Fa=ps IA(ZFZI)‘ZA:M ;P = PFIid



Bsp. 6 :

Ein offenes Gefal ist mit FlUssigkeit geflllt. Bestimmen Sie die aufgrund des
FlUssigkeitsdrucks auftretende Kraft auf die geneigte Seitenwand und deren
Angriffspunkt

Pa




Losung 6 : p=p,tpPgz=p,tpgxcosc

dF =(p—p,)dA= pgxcosadA

F = pg [xcosadA
A

statisches Momentum ‘O “° deA — XSA
=  F=pgxscosa A=pgzA=(ps—py)A

p = f(z) = Angriffspunkt D von F
# Schwerpunkt S von A

Momentengleichgewicht um y-Achse — x, (Koordinate von D)

xD-szAxdF

dF = pgxcosadA=pgzdA bzw.
F =pgx,cosdA=pgz, A

[x*pgcosadA=xpx,pgcosa A= I,pgcosa



Tréagheitsmoment 7, von A beziglich y
(.2 94 2
I,=[x"dA=1I;+ Ax;

IS : Flachentragheitsmoment der Achse durch S || zu y

I I
=——=x +
x,A X

— XD

A

A



Kontinuitatsgleichung und Bernoulli Gleichung

Kontinuitatsgleichung:

Stromlinie

Stromrohre

Iollel = ,OV2A2 = m = konst

inkompressible (dichtebest. ) Fluide
= PA; = Py Ay =m1 = pV (Massenstrom)

V =vA = Wl/,O (Volumenstrom)



Bsp. 1: Durch eine Rohrleitung mit einem auBeren Durchmesser von 320mm und
10mm Wandstarke strémen 120000kg/h Ol mit p = 0.9 kg/dm?3

a) Bestimmen Sie die Strdomungsgeschwindigkeit.

b) Bestimmen Sie den lichten Durchmesser fir v, =1m/s

Lésung 1: V =vA
1% m4 m
a) y=—= 5 =0.524—
_ A prdi __s
b) V = konst
y=v=05242 y, =12
S S
/) T



Bernoulli Gleichung

dv

2. Newtonsches Gesetz S dF = dmj
4

Reibungskrafte werden

dz vernachlassigt!

; ' +
\\ ""'-.._‘r:5
- .
+ pdA
d(Z

Krafte in s-Richtung :

> dF =—dGsin§+ p dA—(p+dp)dA

mit dG =gdm=p g ds dA

sin o = &
ds



pdsdA% =—pgdsdA%—dpdA

v de_dp
di "Sds ds
v v
v=v(s,1) — dv=—dt+—ds
ot s
dv dv  dv v 8(\/2/ 2)
=—+Vv_—=—+

dt ot Os ot s

substantielle Beschleunigung = lokale Beschleunigung + konvektive Beschleunigung

2

0
pat 2 ds ds pgds

—

Annahme: stationédre Strdémung, inkompressible Fluide

p+§v2 + p gz = konst

Bernoulli Gleichung



p : statischer Druck
2

g : dynamischer Druck; kinetischer Druck; Geschwindigkeitsdruck; Staudruck

p +§v2 +pgz :Total- oder Gesamtdruck

bei horizontal liegendem Kontrollfaden

P 2
P"‘EV = Po :Totaldruck

Division durch pg

2
p V  ~

7+ — + — =konst
pg 28

— ~
geodatische Héhe + Druckhdéhe + Geschwindigkeitshéhe = konstant

Bemerkung: Die Bernoulli Gleichung in obiger Form gilt flr stationare,
reibungsfreie, inkompressible Stromungen entlang einer Stromlinie.



Anwendungen der Bernoulli Gleichung

statischer Druck

Pstat
" /_ﬂ__,_.::-—’/i y
: //— o Drucksonde
> \\— 'E'
> _H‘\—H_-_-_‘_'_'_ 4
\
S S S
.
>
" Pstat

¥

Y

////| |//////




Totaldruck

‘."""

Staustromlinie
y ﬁfﬁfﬁffﬁfﬁ?

1

PGes = Po = P2 = D1 +5V1

Staudruck
2
pp=pt Bvl
2
P 2
9 =V

—w;fffffffff___ﬂ

P 2

N, \

(Pitotdruck)

ruhendes Fluid

Pitotrohr

Prandtlsches Staurohr



p— Strdomungsgeschwindigkeit

v, :\/2(172—191) :m

0

Bsp.2:

———

h A1

\ S

_/ N

Bestimmen Sie eine Beziehung zur Berechnung von v, ;
gegeben A, >> Ay, h



Losung 2: | p1+'0v12+pgh=p2+§v§
v 1 o A,
l— lel = V2A2 = VI =—=V,
A
h 2
P 2 A,
2 —vy 1= —=| |= + pgh
j 2{ (AIJ} Pi— Pyt P8
________ R 2
_ |2 p—p,tpgh
/] 2T :
A
A 2
Al

vy =+/2gh (Torricelli)




. & &
Bsp. 3: Pa T v

S RN
: — ) P
Gegeben : D1 =4bar, h, =0.2m,
Benzin p = 780k—g3, dy =10mm
m

d, =2mm, py; : Uberdruck geg. p,

Gesucht : Vs



Losung 3 :




bis jetzt wurden gerundete DUsen betrachtet

scharfkantiger Ausfluss :

N

\._____—._
A . g
l
- | A,
Definition der Kontraktionszahl ¥ W =—

zum Beispiel : schlitzartige Offnungen oder kreisférmige Ldcher

1
ViNanerg. = 5= 0.611 Wexp = 0.607

IN



gerundete Diise : ¥ =1

Borda-Mundung hat die groBte Strahlkonzentration :  y =0.5

\\ FA?_IA B
f T

F-l

05<y<l1

gultig far Ausstromen in Luft
oder in Wasser

NUANNRN
ANNNNNNN




P+ g"% + pghy, = p; + pghy mit p3 = py

pr = p1t+pglhy —hy)
vy =28 (h — 3)

Bernoullivon 1 zu 2 OK

auf keinen Fall Bernoulli Glg von 2 nach 3 ,da die Strémung verlustbehaftet ist.

Volumenstrom :  V =v, A, =pA/2g(h — )

Messung des Durchflussvolumens und der Geschwindigkeit

— Drosselgerate
Messungvon Ap, ~Viw. Ap ~V
Durchflusszahl a, um idealen Wert an die Realitat anzupassen

Berechnung und Konstruktion von Drosselgeraten in DIN 1952



F 1 A
A _L : Normblende
— —.F
F 1 A
— |
oo .. Normdiise
e
L 4 |(— T
— 1 N
4 . : . . .[AE Venturidiise
N ﬂ
1 9
verlusfreie Strémung : P +§v12 =32 +§v§
i} " Ay
Flachenverhaltnis m : nm=_—=
A
— _12(p=py) _ | 24Ap, _ | 1 2 Ap,
Va = N 2N 2
p(-m*) \ pl—m 1-m2\ p




theoretischer Volumenstrom Vth

Vin =24,
tatsachlicher Volumenstrom Vre

V - 0'142 —pw

re

Durchflusszahl o
o= f(Form,m,A>,v,,p0,1)

energieandernde Anlagenteile

—> erweiterte Bernoulli Gleichung, die Zu- und Abfuhr von Arbeit enthalt

Annahme : Strébmung von (1) nach (2)

P 2 2
p1+pgh1+5\/’1 + ea: p2+pgh2 +§V2 +€v

e, - Arbeitsglied ; >0 bei Arbeitszufuhr

e, Verlustglied ; immer >0



Auswirkungen der Reibung — Druckverlustterm Apv
2
v
allgemeine Angabe :  Ap, = é’pz

Ap, = Ap,r+ AP, E
ApvR : Reibungsverluste des geraden Rohrs

Ap,g  :\Verluste durch Einbauten

) Turbinenbetr.
Bsp. 4: —
P o

Wasserkraftanlage

Pumpbetr. —

Uberdruckwerte von 2
Stellen an der
Messstation v

1,2200m
@

Stromerzeugung

zugefuhrte Arbeit

3, 1900m

ONE

v
i a4
N

¢4



Hohe iiber

Druck @ Meeresspiegel
p1 = 9bar dy = 4.4m hy = 2200m
pa = 48bar dy = 3.5m ho = 1830m
3
V=602
S
a) Turbinen- oder Pumpbetrieb ?
b) Verluste an mechanischer Energie zwischen 1 und 2 ausgedriickt in Ap,, und
A
Ak, ==V
P8
C) Reibungsverluste zwischen 2 und 3 mit { = 3.0 treten auf. Der Maschinenwirkungsgrad

1, der Pumpe oder Turbine ist 90%,

wobei 7, :%

w
Ph . Zuwachs an mechan. Leistung zw. Aus — und Eintritt

P,, : zugefiihrte Leistung

Bestimmen Sie die Turbinen- oder Pumpleistung!



Losung 4 :

a) Annahme : Turbinenbetrieb, daher Strdémung von 1 > 2

P+ pgh +§V12 = p, + pghy +§V§ +Ap, 1,

v =V/A =395m/s ; v,=V/A, =624m/s
0 =1000kg /m’
hy =2200m , h, =1830m

= Ap, |, =—2.82bar

Ap,,, <0 — Strdomung von 2 - 1
— Pumpbetrieb

b)  Ap,,,=2.82-10° N/m?

An =2Pr _ 28 7m
pg
c) p

w ISt gesucht

Bernoullivon 3 2 1

P 2
V3

P3+Pgh3+5 pV12

+7Z = p, + pgh, + E + Apv,Z—l + Apv,3—2

Z / p : Ubertragene mechanische Arbeit / kg



7/ .
P,=m’=VZ
P

V3%O

py entspricht dem Uberdruck —  p3 =0

| <.

Apv,3_2 - ;gvz mit V=

= Z=4.167-10° N/m>
zugeflhrte mechanische Leistung P, ?

P, = m(gj =VZ =250-10° N m/s = 250 MW
Jo,

_ B
P

w

By
Mp
Verluste in der Pumpe

PW_Ph =28MW

Mp

= P, =" =218MW




Energiegleichung fir instationare Stromungen

v=f(s,1)

J
— pja—‘;ds+p+§v2+pgz=f(t)

quasistationar :
pja—vds << p+£v2+pgz
ot 2

Im Allgemeinen wird h (t) oder der Anfahrvorgang v (t) untersucht!

Bsp. 5: Entleerungsvorgang eines Wassertanks ist zu untersuchen
- 1
S
o h
N
B h>>1
&




20
Losung 5 : pla—‘;d8+1?z+§v§=p1+p 2+,0gh
P1= D2
2 dv
Pl gds+§(v22 —vlz)—pgh
2 dy
20 gdsw(vzz ~vi)=2pgh
Ay, = Ay,
"4 V v
he=0)>>1: O, fza—ds M s M,
o dt’ I ot Lot ot
dVl A2 dV2
aus Kontinuitatsgleichung : i A dr
1
2
= onBe a2l [ A o en D

1 Gleichung firr 2 Unbekannte : v, (7)
zusatzliche Gleichung :
dh

i

—— h(n)=hy=[ var D



Gleichung I) und II) sind gleichzeitig zu I6sen.
Ay dv
ODER Abschatzung von  2h(f) =2 —2%
A
stationares Ausstromen : vy =+/28h

dv, g dh_

dt  2ghdr 4/2g

A2 2gh[ j_

Differentiation :

Ay dt
dvy _ v2 Ay _
A 2h A &2 A
Al >> A2 p— dﬁ ist vernachlassigbar

dt

——> (Quasistationare Stromung

—> V(1) =+/2gh
dh A
— ==y, =—/20h(t 2
dt Vl 5 ()Al

(

g

i

Al



T A1 J-O dh
A2 w/2g h\/ﬁ
o A
g A
Bsp. 6 : o i q Aq
h
1, 41 << 4y
Fﬁf
- = .
’ [ >>h N
Gegeben: h=konst (durch geregelten Zufluss ); Ausstromvorgang wird zum

Zeitpunkt =0 in Gang gesetzt.

Gesucht : v (7)



Losung 6 : 13,

Po +§VO + pgh = p +§vl +,0j—ds

P1=Po= Py

A
VO :Vlzi,AO >> Al,VO << Vl

gvl"‘PI ds = pgh
Loy
—ds:"?
(J)at ’

Loy <ov lav
s =
Iat 0T jat

v(s,1) A(s) =v(t) A
aV _ dvl Al
dat  dt A(s)

1 aV lav dv B
J5ods=]7ds=" j =M
at e at Iy A(S) dt




dvy - v12
—l+—=gh
= a8

stationare Ausstromung :

[ #1
vLS=«/2gh
—dv 2 2
2] L == —y
dt I,s 1
dVl . 1
R L
Ls V1




Bsp. 7 : j

1
v 1B,
b4 Ruhelage
n
a h
ol + | v
¥ ;1)( .
N | J

b

Wasser in einem U-Rohr wird durch eine Stérung aus der Ruhelage gelenkt. Gegeben
sind die Gr6Ben a,b,r,h,d; gesucht wird der Schwingungsverlauf.

) _ 20V 2 2
Lésung 7 : PL —ds+ p; +§v2 + 02y, = Py +§V1 + P8y

ot _
P1= D2
2 2
Vi =W
y1=a+r+y

Yo =a+r—Yy



Jz v

—ds=12gy
L 9t
d =konstant = v=1V(1)
dv
2o0y=—]
gy r
. dy L
mit [=2a+b+nr und v:_j ergibt sich
t
9) 2
—d2y+2—gy=—d2y+a)2y=0
dt [ dt

Schwingungsgleichung der harmonischen Bewegung

allg. Losung : y=Acos(at)+ Bsin(axr)

bzw. y=acos(wt —0)

mit a:\/(A2+BZ), tan(@)zlj



Anfangs- und Randbedingungen :
t=0:y=h und v=y,

y=hcos(wt)— V—Osin( wt)
)]

2
y=\/h2+vozcos(a)t—®)
)]

@ =tan" (__Voj
ah



Bsp. 8:

Gegeben :

Gesucht :

T
Y

z1=43m,[=85m, (=81, d=80mm

Schieber F wird plétzlich geédffnet ; v2(f) bis zum stationéren
Zustand?



Losung 8 :

2 OV
D1 +§V12 + 0821 = P> +§v§ + 0872, + Ap,, +,0L gds

P1= P2, vle, Z2:O

2
[>>z, j@ds del
' Ot dt
=2
ldv2+V22(1+§)— z
dr 2 5%

dV2 _1 Vs l-l—é/ 2821 2
dt z{gzl 5)} { N 4



mit

wobei

aj :1 { ergibt sich
_I_
1 a +v 1+
—In| L2 |= 3
2611 Cll—Vz 2l
1 a +v
t=—In| 2
%) ay—Vp
1+ a +v
a =a( g) : mit eazt— 1 2 erhalt man
2 1 I



- g \/ 29z (1- 21y

V. =4a =
P e \1+& 1+ e

—0Q

t—>o00 e —0

Voo =a = /fg? =3.045m/s
’ +

1_ e—a21‘

Vo =V,
1+e

10 20 30 40 50 ~ ¢l



Impulssatz und Impulsmomentensatz

Anwendung: Bestimmung der Kréafte der Strdémung auf die Umgebung




Impulssatz

Impuls : ] = my

bzw. di = \_/;IOCZV

Impuls des Systems : I = [ vpdV
Sys

2. Newtonsches Gesetz

d R -
E_[Sys vpdV = ZFsys

zum Zeitpunkt 7 sei KS=KV
’ ZFS)/S = ZFKV

anhand des Transporttheorems mit Bsys = f und h=7v
d vodV = 0 [, ¥0dV + [ pV(V - 7)dA
dt °3Y8 ot KV KF

——
KS KV



— %IKV pvdV + jKF PV (V-i)dA =3 Fy Impulssatz

- ) dl .
stationare Stromun _ —r= _
dt t
auBere Krafte : Volumenkrafte, Oberflachenkrafte

Volumenkrafte —» Gravitationskraft

Fy =y pEaV

Oberflachenkrafte = —»  Reibungskraft

F,
—»  Druckkraft ﬁp

F, =~ piidA

p=p,=konst = F, —>0



—

weiterhin > Stiitzkraft F/

F : Kraft von einem festen Korper auf das stromende Fluid.

—» Impulssatz fir stationare Stromungen mit den jeweiligen Kraftanteilen

dl L - = o
a e PR L LR

Bemerkung : Kontrollflache muss einfach zusammenhéangend sein



Beispiele zum Impulssatz

[] 1]2
Bsp. 1: I geg : P, = konst,keine Verluste,vl,bl,,B

—» —'52

|
|
: ges:  Fyy, Fyy,0p,b3
|
|

Losung 1 :

P 2
Bernoulli: P +5v1 =p, Tt

ks

W o

2
Vo, =p,+

N

2
— Vi =Va=Vs3



Kontinuitatsgleichung : vib =Vv,b, + 3D,
—> b =b,+b,

Komponenten der Stltzkraft aus Impulssatz

x-Richtung : —pvicosBvb+0=F,
y-Richtung : —p@sinﬁ@@p V% b,—p V32 by =F,



Bsp.2:

Y \J:\\\I >
=

S S S S S S SSSSSSSSSSSSSSSS

Aus einem Behalter austretendes Fluid wird durch eine Prallplatte um 90° umgelenkt.
Gegeben sind : Fluid: Wasser, p,.. =2bar,d, =5mm

Gesucht : Fp

Losung 2 : e f_vi ——
r : I /| '

o | V4 : Pa

. I : / — F

i) ] /B
Impulssatz x-Richtung : a2
2 .



Fliissigkeitskorper Prallplatte

Umlenkung - p(r) - Verteilung

ohne Impulssatz : Fp aus Integral von p(r), d. h. Kenntnis der Strémung innerhalb

der Kontrollflache noétig.

mit Impulssatz : Kenntnisse der Stromungsverhaltnisse innerhalb der
Kontrollflache nicht erforderlich

! = v, /2
nu_l_pa pa+p 2

P1

— vy =42 P/ p =20m/s



. 3
mZPva

Fp = n’tvz = 785N

=0.393kg / s

Fp entspricht der RuckstoBkraft auf den Behalter

Anderung von F, , wenn [ verkleinert wird, | >0 ?

. 2
F,=mvy = Aypvy =2A; py

— Fp :2Fl=0

r .
Fl—O =7p,da m—0 fur [ >0



Bsp. 3 : Kontrollflache

A A
Gegeben : m=—, w=—2.
A A
Gesucht : Apv/£v12 = f(y,m)
Losung : Druckverlust  Ap, = p,2 — Po3

Ap, = p; +§V% —(p3 +£V32

2

Ap, = py— D3 +§V§{1—(

Imp. x-Richtung : pV%A?, — pV%AZ = (p2 — p3)A3

V3

Vo

)

.



) A
2
Ap, _ l—i Carnotsche Gleichung der unstetigen
P V2 A, Rohrerweiterung.
7 "2
A 1 A A A
mit v2:v1—1=v1— bzw 2: 2:l//m:_2'A_
Ap ym Az A A A
2
Ap, 1-ym
P2 Wm
Vi
2



Bsp. 4:

Geben Sie unter Vernachlassigung der Reibungskraft eine Beziehung fur die
Widerstandskraft des Einbaus an.

Lésung 4 : T
——— =
™ : Ug:
S R A
| Pz
no I
Kontinuitatsgleichung : Vi =Vy
Impulssatz in x-Richtung : vy —vy)=(p;— pr)A—F; =0

—  Fy=—-F,=(p—p)A



Bsp. 5: Y

°. L.
L/ D%
i /‘/IZ * \

i

1

N v

Geben Sie fir die Wasserspritzanlage die Kraft s an, die der Strahl auf die Platte
ausubt; es ist p,,; =4bar,d; =60mm,d, =20mm die Stromung sei reibungsfrei.

Losung 5 :




Bernoulli 2-3 : Pa +§V§ =Py +§V32
—> V2 =V3
Impulssatz in x-Richtung : n'z(v2 sina —v, ) =—F,
Es sei a=0 — Fgo=mvy
F g : Kraft von der Platte auf den Wasserstrahl
F; : Kraft des Strahls auf die Platte
F; entspricht - F ..
Bernoulli 1-2 : pra+ 202 =P )2 mit P = P — Pa
2 2
_ 2p1u d 2
Vl = . 1
d 4 mit V2 = Vl —
1 d
pll | -1 2
dy

Fst = I’i’l\/z =254.5N




Bsp. 6 :

Gegeben :

Gesucht :

Losung 6 :

- Al Lm

}°

V2
reibungsfreie Stromung durch 90° Kriimmer und
p1=221kpa, vy =-16] m/s

A =0.01m*, A, =0.0025m>, p, =101kpa, Wasser

sk,
|[ Ay j Kontrollflache
= --I/
— A !
Vi | : Yy
|
| A3 L
F, | W | m
*_ F, |



Impulssatz in x-Richtung :
—p Vi A= pA+p A= p (A +A)+F,
F.=—pviA—(p —p,)A

Kontinuitatsgleichung :
A,
Vv, =v,—=4m/s
1 2 A, /
— F.=-1.36kN

Fx weist anders als angenommen in die negative x-Richtung.

Impulssatz in y-Richtung :
—pvy Ay = P AL+ DA~ DA — DA
2

— Fy weist in die negative y-Richtung.



Vereinfachte Propellertheorie

Annahmen: < Anzahl der Fliigel ohne Einfluss auf den Schub
« Strahldrehung ohne Einfluss auf ax. Geschwindigkeit
» keine Verluste bei Beschleunigung und Verzégerung

Analyse fur ein mitbewegtes Kontrollvolumen; Umgebungsdruck ist konstant

V]
—
E—
' —™
—® -5
b= V2
N A2 !
£ —_— — >
.
- | Y j
I
— .
\ 2 —N




Darstellung der Annahmen :

Vi

L 2 4

Yy ¥

L 4

Yy ¥ ¥

¥

L A 3

L A 3

¥

L 2
-

L AR 3

|_d
-

P, Ui




Impulssatz in x-Richtung : T A T
Ayl | : I Az
I _—— — =
I— —— s =

FS = I/i’l(Vz —Vl) — meAp (V2 _Vl) = ApApp

V,, aus -

FS = ApApp = meAp(V2 _Vl)
Fy=A,(p,—p,)



und Bernoulli : P, +§v12 —p + 202

2
m+§@=m+§%
Apy=4p, m—m=§@fWﬂ
1 1
mit 0w )= S e )=, ()
vV +v
folgt vm:—l > 2

Bemerkung : Analoges Ergebnis far Windenergieanlage

Vortriebsgrad 77, enthalt mechanische Mindestverluste

_ Nutzen F v, B n'fz(v2 —V )v1 _ Fy,
Ty = Aufwand ;m(vzz —vlz) - ;m(vg —vlz) - Fv,
2y 2 EFyyp
Ty _v2+v1 _1+V2 - Fwv,
Vi

—> F, gegeben — Mp T, wenn v, — vy kleinbzw. Ap grof3



Impulsmomentensatz

Drehmoment ist fUr viele Probleme wesentlich

Impulsmomentensatz liefert den Zusammenhang zwischen Drehmoment und Drehimpuls

Herleitung mittels Bildung des Momentes des Impulssatzes.

Vv : Teilchengeschwindigkeit
P : Dichte

AV  infinit. Partikelvolumen
Aﬁp : resultierende auBere Kraft

2. Newtonsches Gesetz di(ﬁpAV) = Aﬁp
4

Moment bzgl. Ursprung

?xdi(ﬁpAV) =FXAF,
t

\-

Y




es ist:

d dr d d d
— XV )oAV |=—XVvpAV + r X— (VPAV)=VvXVPOAV + r X— (VoAV)=r X— (v oAV
dt[( )oAV | ~XP —-(FpAV) P —-(TPAV) =FX—-(FpAV)

— %[(Fxﬁ)pAV]:FxAﬁp

Summation und Vertauschung liefert :

d o L =
— [Fxipav =3 (7 xF),,

sys

zeitliche Anderung des Drehimpulses entspricht der Summe der duBeren
Drehmomente

zur Zeit t gilt: KV =KS§

= D .(FxXF),, =) (FXF),



Reynolds Transporttheorem

d ¢ . _ o . _ .
— E_[(rxv)pdV:gljv(rxv)pdv+1£(rxv)pv-ndA

sys

— 9 '[(Fxﬁ)pdv+ I(Fxﬁ)pﬁ-ﬁdA=Z(7Xﬁ)KV ZZM
ot 2, oF

Impulsmomentensatz
... ist wesentlich bei der Analyse von Verdichtern, Turbinen etc.

im Folgenden schematische Darstellung eines Ventilators und einer Windmuhle.

Ventilator :
Winkelgeschwindigkeit @ = konst.
Schaufelgeschwindigkeit v=awr
absolute Geschwindigkeit v (ruh. Beobachter)

[y

relative Geschwindigkeit VR (mitbew. Beobachter)



absolute Fluidgeschwindigkeit :

Annahmen : .

Eintritt

\7:\_/’>R+79

Fluidein- und —austritt bei r = konstant or =vU; =10,
Strdbmung parallel zur rotierenden Schaufel

|

Schaufel-

axial
v[ tangential

Austritt

Ausstrémen in axialer Richtung vy ;
V5 besitzt Tangentialkomponente Vor
Vo und ;9 gleiche Richtung = Pumpe ;

d. h. Arbeit von Schaufel an Fluid.



Windmiihle: %

Austritt

VR,2 ~— —
—» Schaufelbewegung

Eintritt
VR,
V5 ; und U in entgegengesetzte Richtungen

—> Arbeit von Fluid an Schaufel
—> Turbine

radial durchstromte Lauf- und Leitrader :

Austritt —
-

-

= Eintritt



¥ : Schaufel- bzw. Fluidgeschw.

—

Ve : Relativgeschwindigkeit (zum Rotor)

<l

: absolute Geschwindigkeit (Fluidgeschwindigkeit rel. zum Gehause)

lediglich die tangentiale Geschwindigkeit v, beeinflusst das Moment der Rotorachse

Annahme : stationare Stromung

M = [v,r(pis, -iidA) = [v,rdiin
KF

KF

EulerscheTurbinengleichung: M =m(v, r, —v, 1)

v, >0 sofern v, und @r gleiche Richtung
Leistung des Rotors :

P=Mo=m(v, @r,-v, @)

Leistung vom Rotor an das Fluid, wenn V; > 0Ound P > 0.



Bsp. 7 : Vereinfachungen des Impulsmomentensatzes

« 1D Stromung

« stationare bzw. im Mittel stationare
zyklische Strébmung

o ¢ . _
s aéfv(rxv)pdv:o

« Komp. in Rotorachsenrichtung
wesentlich

Wasservolumenstrom von 1000 ml/s speist einen Rasensprenger; Strdbmung tritt tangential
durch 2 Dusen der Flache von 30 mm? aus; der Radius des Sprengers ist 200 mm .

a)  Drehmoment, um den Sprengerkopf festzuhalten?
b) Drehmoment bei 500 U/min ?
c)  Winkelgeschwindigkeit fir M=0 ?



Skizze :

Kontrollvolumen

Austrittsfliche 30mm”*

austretende Stromung

Drehmoment

austretende
Stromung

V =1000ml / s



Losung 7 : Drehmoment der Welle ist eine SchnittgréBe; Strdmung ist

) zyklisch, jedoch im zeitlichen Mittel stationar.
a

—

Eintritt : vir,r—-0 = vxr=20
Austritt 1 FxV (ax. Komponente ) — Vs

V;» Tangentiakomponentevon v

— U(fxv)pv-ﬁdA =1y, 1
KF — %

Minus, da v, und ro entgegengesetzt.
Ma = —1"2Vt21’i’l

—

&:6 — \_;ZVR
m_V
204, 2A,

Vg =VR o = =16.7m/s

— M,=-3.34Nm




b) n=500 U/min

v,, =u, =wr,=27anr,

bzw. Vv, =Vg, Uy =Vi, 1 27m
v, =16.7m/s-10.5m/s=062m/s
Kontrollvolumen
Up
Vi2
Vi2
l/l2 = CUI"Z
C) Impulsmomentensatz

|

M, =—1,(vy, —1®)i=0

= p =1R2_835r4d/s

T

@w 83.5rad/s 60s/min
27 2w rad U

=797 U / min

bzw.

S

auch fur M_.=0 ist n endlich!




Stromung in offenen Gerinnen

wesentlicher Unterschied zur Rohrstromung - freie Oberflache mit Atmospharendruck

Annahme : Gerinneberandung ist fest

Wellengeschwindigkeit i}

Ay

-

bewegte yay ¢ : Wellengeschwindigkeit
Wand R v

/ o Av

A

ruhendes Fluid

L i

ruhender Beobachter
Az : Hohe der Elementarwelle

Av . Geschwindigkeit der Wand (plétzlich in Bewegung gesetzt)

t =0 : ruhendes Fluid



B ] Stionie well |
I;L : stationare vve F: i/
| NS
z+Az| | v=—c+Av : P
U= =cC
A i N
mitbewegter Beobachter
Geschwindigkeit des Bezugssystems : ¢
Kontinuitatsgleich ;
ontinuitatsgleichung —czb= (—c+Av)(z+Az)b
Z+AzZ)Av Av
— c=( ) = Cc=7— ,mit£<<1
Az Az Z

Impulssatz in x-Richtung :

’ z+Az , Z
P+ | “(p. +pez)bdz— p bz~ | (. + pgz)bdz =pcbz(-c+ Av+c)

1 1
5 pgbz” — 5 pgb(z+Az )2 = —pcbzAv



mit Az << zbzw. Az” << zAz folgt

Av |g ¢
—__ d° —__ :> C2:gZ

Az |c zZ

Geschwindigkeit einer Welle kleiner Amplitude : ¢ =+/gz

derartige Wellenbewegungen durch das Verhaltnis von Gewichtskraften ( ~ pg) und

Tragheitskraften ( ~ p ) bestimmt.

Stromungsformen der Gerinnestromung

bis jetzt: Ausbreitung einer Welle mit ¢ in einem ruhenden Fluid mit v=0

Wellengeschwindigkeit | Fluidgeschwindigkeitv | Geschwindigkeit relativ
¢ (nach rechts) (nach links) zum ruhenden
Beobachter
c v<c ¢ — v (nach rechts)
c v=c 0
c v>c v —c (nach links)




. v v
Darstellung mittels Fr=—=
v 8%

C

v < ¢ : Strdbmung stromauf wahrnehmbar; Fr < I - unterkritische Strdémung
v > ¢ : Strémung nur stromab feststellbar; Fr > 1 - Uberkritische Strémung

v=c:Fr=1-> kritische Strdémung

—» die Froudezahl Fr bestimmt den Charakter der Strémung

Fr < 1 : Veranderungen sind stetig und glatt

Fr > 1 : Veranderungen konnen nahezu diskontinuierlich sein



Energiehohendiagramm

—» Zusammenfassung der verschiedenen Strdomungsformen!

Herleitung der Zshgs. Energiehdhe = f{z)

- €I
- : R : , .
Steigung der Sohle : S0 = f (im allgemeinen sehr klein)
2 2
sl . Y —, 4+
1-D Energiegleichung: yt+t—+sl=2,+ 5 +h,
8

h, : Verlustterm; mit s, =



2 2
Vo =V

2g
verlustfreies, horizontales Gerinne

) — X = +(SV—SO)Z

H,+y, =H yt+y, = konst

Gerinne mit rechteckigem Querschnitt
: 1%
V=vib - q:z:vz
qz
H=z+ > = H=f(2)
28z
g, 2g : konstant

—» Darstellung : H = f(z;q)

Energienbhendiagramm



Energiehbhendiagramm

Zneg

N
H. /1

/

H, g bekannt - kub. Gleichung in z
- 3 Lésungen: ZgypsZsup><neg flr H> Hmin = fq)

Zneg unphysikal. —> 2 Tiefen fir eine Parameterkombination H, ¢

« langsamer groB3er Kanal H — z fur z — oo bzw. Zsub —> H

« Flachwasserkanal mit v sehr groB3
2
H—Y— fir z—>0bzw. Zoup’ =0
28



Bedeutung von H i,

______________________________ |
2 2\3
aH _ _Q_3 ~0 = oz, = q | Grenztiefe
dz 8z 8
— Hrmn = Lgr T3 <gr Ezgr H(Zgr)
31
q _ %8’ N
bzw. v, = = =/ 8 Zyr Grenzgeschwindigkeit
Ly Ly
bzw. Fr = Ver =1

T8z,

— im Punkt H;, =f(g) ist Fr=1
T=Zgyp > Zgr 7> V<Vgr , dag=vz=konst.
Fr < I unterkritische Strémung

2=Zqup <Zgr 7V >Vg,
Fr > 1 Oberkritische Strémung

for H > H i ergeben sich 2 Losungen pro ¢ = konstant



Bsp.1: Spiegelhéhe ohne Bodenwelle

'y i .._T_-“-—_.__.__ .
z = 0.701 ;n T z |
N —_— 2
——1 =0.762m/s >~ _ gpiegelhshe |mit Bodenwelle
- Bodenwelle '}z 0.1524
; = ¥ b2 = V. m
) 0.273L m S S S S S
n=0y £
S S S S S S t

rechteckiger Kanal; g=0.5342 m%s stromt Gber Rampe mit y, =0.1524m fiir z =0.701m
bestimmen Sie z, +y, unter Vernachlassigung der Reibung.

Losung 1: verlustfreie Stromung A, =0
2 2
2o =22 +o2y Y2
12 28

V| = 4 = 0.762m/s
<] )

)
05791=7, +——2
— 27 19,6291

Kontiuitatsgleichung

V5,2, =vyz; =0.5342 mz/s



kubische Gleichung fir 22 :  z3 —0.5791z% +0.0145=0

ZZ,I = 05243m
Z2,2 = 01945m
253 =—0.1420m < nicht physikalisch
—> 2Losungen : 2, + v, =0.5243m+0.1524m = 0.676Tm welche Lésung
2, + ¥, =0.1945m+0.1524m = 0.3469m ergibt sich?
H [m]
(1) stromauf die Rampe
1.2 stromab entweder unterkritisch (2)
0.9 oder Uberkritisch (2 %)
08 2 0.0145
0.48 27 z

0.3




aus H + y = konst. folgt :

H =H,+(y,—y)=H,+0.1524

2 \1/3
fir die Gberkritische Losung muss  H__ =%ng :%(q—j =0.4613m

zutreffen; notwendige Sohlenhdhe

— Hmin+ygr =H, +y
H-H , =y,—y=07315m-0.4613m =0.2702m

sofern ,, vorhanden - stromab Fr>1

da y <y, <, folgt : unterkritische Stromung  Fr <1

— 25 + Yy, = 0.676Tm < {1 + Y1 = 0.701




Wassersprung

aus Beobachtungen : nahezu diskontinuierliche Anderung der Wassertiefe von flachem
zu tiefem Wasser moglich; zum Beispiel stromab von Schleusentoren.

Annahme: horizontal rechteckiger Kanal stat. , reibungsfrei, 1D Strémung

Kontrollflache

iy i 7
| 2 4 v Pa 57
| / L] 4
|
A% | t: <3
21t L I|::
Y |I__- _________________ _ Y
—» L



2 2
)V1Z1 _4 %
2 2

— (Vz V1

verlustbehaftete Energiegleichung

2 2
% %
<1 +—1: &) +—2+hv
28 28
ohne Wassersprung : 2 =25,V =Vy,h, =0

Nichtlinearitdtt —> mehrere Lésungen

2 2 2
2 L2 Vg | Vi v | = V14
— =

2 2 g &)

2
m— 2| 422 —2Fr> =0
<1 4]
bzw. %z%(—1i1/1+8Fr12)
1

+ Vorzeichen ist relevant

82

1
et _12)25(11 + 2,z — 2,)



== 5L
<
4
3L
2
1L
2 3 & |
kein Wassersprung L
moglich ~—’—— Wassersprung ist moglich
25 nur, wenn Fr > I bzw. bei Gberkritischer Stromung
<]
Gleichung : Z—Z:f(Fr) far Fr > 1 und Fr < 1 gUltig?
|
b B, v v
Z z 28y 287
h z, Fr’ Z ’ Z h .
—~=1-24L 1—(—1] mit == f(Fr)—>—<0fdrFr<l
Zl Zl 2 Z2 % %

Z
unmdglich —> Gleichung fur Z—Z nur far Fr > 1 gultig
1




der Wassersprung kann von Vorteil sein :

(iberkritische Strdmung im Uberlaufkanal eines Staudamms > Beschadigung des
Abstromkanals moglich.
MaBnahme : Wassersprung - erhebliche Dissipation = unterkritische Strdmung

Bemerkung : «  Struktur des Wassersprungs sehr komplex

« Wassersprung ebenfalls in anderen
Querschnittsformen vorhanden



Laminare reibungsbehaftete Stromung

Reibungseinflisse von Bedeutung bei vielen Stromungsphanomenen

Tangentialspannungen - Reibung

\—> Tangentialkrafte ~ Zahigkeit

Zahigkeitsgesetz

— N

Newtonsche Fluide Nicht-Newtonsche Fluide

reibungsbehaftete Stromungen

e \

laminare Strémungen turbulente Stromungen
(geschichtet, geordnet) (ungeordnet, chaotisch)
zusatzliche

Reibungsspannungen



Viskositat |}

hypothetisches Experiment

VLAY, P
77777 T
: / T A
b elastischer Festkorper
I Py ;A8 T~AfB
/ / S
Festkorper wird durch Fluid ersetzt
Yo Aa
7777777777 —F w(y) =iy, >
ok %7 :
du oo
y ;‘i /‘ﬁ\,@ — d—y 7—k0nst.
777777777777




—>  Uberlegungen zur Zahigkeit
in At von PB nach PB *

=  nAf=Af=22 pp=leAl

b b
u,=f(F) —>AB=h(F,t)
Schergeschwindigkeit: 7= lim —
At—0 At
— }'/— u;” — @
b dy

weitere Untersuchungen —_—> T~

Proportionalitatskonstante » : dynamische Viskositat

d
Einteilung der Fluide anhand7 = f(d—u) - Darstellung
Y



u
T =1— Newton. Elementargesetz der Reibung
dy

- Newtonsche oder normalviskose Fluide

T F !
Ol (15° C)
/ Wasser (15° C)
m
1 Wasser (40 ° C)
Luft (15° C)

i
= dy




INs/m

1
~1
10 Glycerin
102 )
«— SAE 10W Ol
103
104 - VI\_/a]?ser
—) | | ! I / y t W ff
10 e p—— T < assersto

o 0
-20 0 20 40 60 80 100 120 T el



2
neben » - kinematische Viskositat v V= i {m}
Jo,

A

Nicht-Newtonsche oder anormalviskose Fluide weichen vom Newtonschen Elementargesetz
ab. i

TL Bingham
| | | strukturviskos

I I Newton

dilatant

du
dy
, du
strukturviskos : d— T n l Polymere - Latexfarbe
Y
. du .
dilatant : d_ T n T Treibsand
Y

Bingham (Plastik) : weder Fluid noch Festkorper

T < T :keine Bewegung - kein Fluid

—> Zahnpasta, Mayonnaise
T > T :Strdbmung -> kein Festkorper P d |



Stationare Stromung zwischen parallelen Platten

Druckgradient in x-Richtung - Strémung u, v = 0
— Gleichgewicht zwischen Druck- und Reibungskraften  _ dz dy

dy 2
S VS S
h V‘ m_,._ u y p—g—i%% e;w?)—i%
o SR B g S
h lg dy 2
S V/ /S S S
tationare Stré aueO F inx -Rich
nare Strémung — : ;
stationare Stromung  —- ;> Finx-Richtung
(p—a—p@jdy—(p+a—p@jdy+ T—%@ dx — 7+%ﬂ dx=0
ox 2 ox 2 dy 2 dy 2
_9p_97 _,
ox dy
du
mit 7=-17—



2

dp 7 B_bzt _
ox dy

Z F iny -Richtung

(1)

Ep—a—p%jdx—tp+g—pd—2yjdx—pgdxdy =0

Y

1 dp y2
== 4
u(y) 7 3% 2 Gy

+C,



S

u(y)
ap <0
ox
VS
' d
——q j u(y)dy = j —(—pj(y ~ 1 Jdy
3
L
3nl
i Ap _ dp 2h° Ip
es sei - _ 9P
; W~ 14 3 &)
h 2
mittlere Geschwindigkeit  : U= 1 u(y)bdy = q _h"Ap
2hb bl 2h 3l
maximale Geschwindigkeit u .. =u(y=0):

h? (BPJ 3
Unax =~ -~ Upax = U
2n\ ox )



a _
E)_Z’f?,h bekannt —> u(y), U, Upax, 4

. Strd
Ueo

AL
h

D. h.

Y Randbedingungen :

il __-.-"3
//////"/6’///////
u=

R
u h 2nu,\ox \ h h

(o]



abhangig i. w. von &L ; es folgt u(y)

0x

- Couette-Strdbmung

9 u _y

-0 — £ -2

0x u, h

Bemerkung : Simulation durch 2 konzentrisch angeordnete Zylinder mit 7 << R;



Stationare Stromung in Rohren mit Kreisquerschnitt

parallel zur Rohrwand v=w=0, stationar aa_” _s 0 achsensymmetrisch g_g 50
t

= u=fr)

Z F in x -Richtung

p—a—p%j2iz'rdr—(p+a—p@j2ﬂ'rdr+

ox 2

T—%ﬂ 27 r—ﬂ dx — T+%£ 27 r+£ dx+ pg2rrdrdxsin o =0
or 2 2 or 2 2




op T 07T

————— —+ ma =0
ox r or chet

bzw. —a—p—la(rr)—l—pgsinazo
ox r or

o

mit T=-— a—u

! or

2
w=-—— (a—pj—pgsina —ilnr+c2
4n |\ ox n
Randbedingungen : r=0 u: endlich
r=R u=0

r=0 —> ¢=0, da In(0) = —co

2
r=R — ¢,= _R_K?)_pj — pg sin 0{}
X

—> u(r)= %K—pj — pg sin a}(rz —Rz)



Volumenstrom V

; R - aR* | (op
V=2x| u(r)rdr V=— — posina
h 811 K axj P }
| Ap _ dp
es sei — ==
[ ox
aR* [Ap : }
— =——|—+pgsinx
&n | 1
4
fira=0git |y=" 4P Poiseuille, Hagen = 1840
8n
Hagen-Poiseuille Gesetz der Rohrstromung
. N _ v
mittlere Geschwindigkeit : i=——7
IR
_ R? (Apj :
u=—-",—|+pgsinox
AR
maximale Geschwindigkeit : Umax = u(r=0)

2
Uy = R—[&+pg sin 0{} =2u
AN



2
bzw. “ - Lj
u R

max

Vernachlassigung der Gravitation :
%)

o _(_sz

ox )2

Wandschubspannung 7,,

Ap _ 8nl _ 6417 /: 27,1 _ 87, /
2w R2u DpuD R pu’ D

87, 64 64
B pu® Dpu Re
Re = pub > Reynolds Zahl
n
T : 8T 64
man definiert die Rohrreibungszahl 4 A=—W = (laminare Strémung)



Rohreinlaufstrecke, ausgebildete Stromung

Einlaufstrecke : Bereich, in den das Fluid in das Rohr eintritt

: ausgebildete |

Y—L Einlaufstrecke | Strémung :

=-i

LI

-

A [t

e

——
b |

| ausgebildete
: Stromung :

Einlaufstrecke [, : Strecke zur Umwandlung des Rechteckprofils in ausgebildetes
Profil.

ausgebildete Strémung : u # f(x)

le —0.06Re (laminare Strdbmung)

D

le,turb. < le,lam.



Einlaufstrecke bedingt zusatzlichen Druckverlust

— P1_P2:/1%+

Rohrreibung bei ausgebildeter Stromung

L

- -
zusatzlicher pk Einlaufstrecke | ausgebild.
Druckabfall durch 1, e e -

Stromung

laminare Strémung durch kreisférmige Rohre

1.12< £, <1.45 (Experiment)



Turbulente Rohrstrémung

o laminar
Strémung —» transitionell
S turbulent

zeitliches Verhalten im Punkt P

. turbulent
« P
—?—— ——————— — I
-+ v

transitionell
laminar
Ty
laminar : Uy, = konst , Vv, = 0
transitionell : Vt,, > Vlam cu, = f(1), 1€ [tl,i,tr,i] U, = konst t¢ ltl,i’tr,i

turbulent : Virb >Vipsup = f(8),v, #0



Strémungsform = f(u, p,n,D) — g(Re)

Ubergang laminar — turbulent =  f(Geometrie des Einlaufs,
Oberflachenbeschaffenheit, Rohrvibr.)

Richtwerte fir die Strémungsbereiche (kreisférmige Rohre) :

Re <2100 laminar
2100 < Re < 4000 transitionell
4000 < Re turbulent

mogliches Experiment zur Realisation

U
Re
% turbulent
Turbulenz-
09 L ballen
4000
06 L _ 3000
transit.
2000
0.3 L ]
. 4 1000
laminar
1] r

t, sec



Turbulente Schubspannung .

chaotische und zuféllige Schwankungsbewegungen kennzeichnen turbulente Strdmungen

Auflésung aller Skalen ist fir technolog, relevante Falle heutzutage unmaéglich

—> Beschreibung durch gemittelte GroBen

—*> Zeitliche Mittelung nach Reynolds



Zerlegung nach Reynolds ( f: beliebige StrémungsgréBe )

f=r+f

wobei

1 et+T
= ?j f(x,vy,z,t)dt zeitlicher Mittelwert
t

’

~

Schwankungsanteil

T >> Schwankungsdauer

T << Instationaritat

f “ Schwankung




Es ist

1 (2de>0

1
T

(fy

2’ <0(i.a.)

oder

ebenso :

\

selten :



weitere Operationen

Ma@B fur die Turbulenz - Turbulenzgrad Tu
1 1 f / /’ /
Tu :—\/—(u v 4w 2)
u, \3

isotrope Turbulenz :

/ / /

u =v =w —
Windkanéle :

%104 <Tu <1072

Tu




Analyse der turbulenten Rohrstromung

-Impulssatz
-zeitl. Mittelung 4t dr
dr 2
- ¥ dr
P1 > |-< >-| - P2
TT — -+—
T arar
dr 2

Impulssatz zeitlich gemittelt :

%_[OTUKV a(pﬁ)dV+_[KFp§(§-ﬁ)dA}dt=1I0T(17" +F, Jit

o

mit

+u)i+v']

‘_)’



Druckkrafte

Bilanz —> (p;— py)2xrdr
— —I U - D, Zﬂrdr}d (pl—pz)ﬂr

Reibungskréfte

Bilanz — -2z Ld(rr) (vgl.laminare Rohrstrémung)

1 T rT
— ?IO [— IO 27[Ld(rf)]dt=—727er

lokale Beschleunigung :  stationar ?)—u —0
4

af af_ mi ,
Jdt ot Omit £ {v

Impulsfluss durch KF

Impulsbilanz am Element liefert far

| G- iiyaa
KF



—ple+u)u+u' 2rrdr+ pla +u')u +u' 27 rdr

—p (L_t+u')v'—d(b_t+u)v I oal =947 \1
] dr 2 2

d(l/_t+u )V dr T r-I-ﬂ L:pzﬂ'Ld(}"(l/_t-Fl/t,)V,)
dr 2 2

+po| @ +u' ) +

: J~r(ﬁ+u/)\/ p272'Ld(l’(L7 n M,)V,) _ ,027Z'LI"(I/_£ n M/)V,

o

uv'dt = KIT Vdt =0
T 0

’ﬂIH 'ﬂlr—

T
0

T
0

L et ,, —
p2lr(it +u' WV dt = ,027[Lr;j0 uvdt=p2alruv

Zusammenfassung aller Terme

2%7’L,0W= (p, —p2)71'r2 +27[rL776:Z—u
r

bzw. - Ji

(P, p1)2L=—puv -




—puTv' : turbulente Schubspannung 7,

. 7>, du
T=—puyv +UE=TI+TZ

7, >0->7>71,

Kraftegleichgewicht in differentieller Form

dp 1d
—p+——(rz')=0 p=fx),7=f(r)
dx rdr
1d . .
— ——(r7)=const. bzw. 7 linear in r
r dr
L Rohrwand
R f‘/’/’;f_{_f////’/’
(7] Vi t




viskose Unterschicht : molekulare Schubspannung wesentlich

auBere Schicht : turbulente Schubspannung T, >>7T;

— 7, =(100-+1000)7;
Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils u(r) nur moglich, wenn u ; v ‘bekannt

Gleichung fur — pu’v’ ?

Prandtische Mischungsweghypothese

Reynoldsche Ansatz => — pu’v" als neue unbekannte Variable
—> zu wenig Gleichungen zur Lésung

zur SchlieBung des Systems wird eine zusatzliche Gleichung bendtigt



SchlieBung: Zusammenhang zwischen den gemittelten und den SchwankungsgroBen wird
postuliert.

: ) du
laminare Stromung T, =N—
dy
7 7 I/_t .
turbulente Stromung : T,=—puv =1, . (Boussinesq)

1}, :turbulente oder scheinbare Wirbelviskositat

Turbulenz (Bild der Struktur) :

Kaskade der Wirbel - kleine Wirbel in der GroBe der Partikel bis hin zu groB3en
Wirbeln mit Durchmessern der charakteristischen Lange.

Wirbelbewegung ist zufallig.



Massentransport mit i
—> gesteigerter Impulsaustausch

= T,>7,1, keine StoffgroBe

') a(y)
turbulente eddies \CJ )
.
T

g

gesucht: 7, = f(u,v)

Ansatz von Prandtl ;

turbulente Grenzschicht enthalt Stromungsballen, diese bleiben
eine gewisse Zeit bestehen.



JI.-’ _
ey
I d
i) _
'
2y —1)

Transport zwischen y; —/ und y;

Au_ :L_l()ﬁ)_b_l()’l _l)

0
—
&5

<

Transport zwischen y; +/ und Y1

A =ity +1) =ity ) = z[dj



Au_,Au” :turbulente Schwankungen!

-

[ : Mischungsweg (Prandtl)

1

_=—QAu_‘+‘Au+ @
2

dy

’
u

MJ|

’ , 7 C 7. dl/T
vV ~u =>1viIi=konst lu | =konst.l | —1

dy

Zusammenhang @ uv' mit |u” |und | V']

v >0 2u ‘<0 (i.a)
v ‘<0 =2u ‘>0(.a)
= uv' <0
du

2
= uV' = —konst.‘u'Hv" = —constl 2[)
dy



const.12 = \/El\/zl = iz

I=1
du | du du
T =—pu'V = pl*|—|— — = pl*|=—=
t P P dy| dy n,=p dy

yr

Prandtlsche Mischungsweghypothese

haufig : [ = f (charakteristische Lange) = L&sung mdglich

Universelles Wandgesetz

Impulssatz der Rohrstromung :

PP (R )=ty gy B
2L dy dy| dy
m|ty = R_r ---------------

Geschwindigkeitsverteilung nicht direkt mittels Integration zu bestimmen

— Annahmenbzgl.7; und z;



gesucht : i (y)

esist: yx<<R!

y>y«x: < turb. Terme >> Tragheitsmomente, laminare Spannungsterme

! ! —
. thkonst.szzplzld—uld—u Jiir0<y< y«
dy dy

Ansatz fur [ : [ = ky, wobei k = 0,4 aus Exp.

dii\’
— oy

Annahme : u =u(p,7,,,V,y)

du |7,
ky—=_|—"=u; Schubspannungsgeschwindigkeit
dy \p
1 _ 1d
1o 1dy



u
*

1
Integration > = %ln y+e o fiir y> ys

¢, aus Anpassung von | _ an i
Y>>y« y<Y:

Y < Yy« (z&he Unterschicht)

du

T,=N— bzw.
dy

7, o) du

W = u* — -

p dy

. u _uy _ y+
Us | 4

v« aus U(y = yx)/ux = konst.=c,

Vv
Ve =Cp—
U.



Uy = b_l(y = y*) in das In-Gesetz einfUhren

@—lln +c —llnl—kllnc +¢, = ¢
.k Y T C kou k 2 TG 1
l:llny—llnl+ﬁ—llnc2
u. k k  us. U
u 1. yu.
—=—1In +C V2 Vs«
u. k V

universelles Wandgesetz fur turbulente Stromungen bzw. logarith. Wandgesetz

furk = 0,4, C = 5,5 (Exp. , glatte Rohre)

Y 25myt+C

U




schematische Darstellung von i(r) :

']

zahe Unterschicht

R
y=R-r

¥

//////f_//

N, F

r

Y
» Ubergangsschicht
i

log. Schicht oder

auBere Schicht

Darstellung in
dimensionsloser

Form : - innerer Bereich
m .\ 30 4 1
—=f(") i z&he ' .
1 . us ! zS liog. s |
% - -l - o
1 I m s
| | =25l y"+55
| . I Uy
10 | 7 | AuBenbereich
_ AR
u ot ;
u Yo —
i 0 = T l T ] ;
1 10 10 103 10t g+ =72



Bemerkung : Experimente zeigen, dass das universelle Wandgesetz

gultigist fur : yx<y<R

mit der maximalen Geschwindigkeit Uy, =u(y =R)

0o = u*[Z.Sln Ru | c}
V
= T8 55 = —2.51n(1 —lj
Us R R
. . 4
Umax — U
w12
10
8
6
4
2
0 y r
- 21—
. o o~ L=l
Achtung : r—>R Umax 78 _,



mittlere Strémungsgeschwindigkeit 1,

_ 1% 1 R, _ 2 ¢R_
Uy, =—>= s Io 27U (r)rdrzpjo u(r)rdr

R
i, =2j1 i+, ln(l—LJ id(ij
0 R)|R \R

Integral des In-Terms : mit
—joln(l al 21+ 2 |
1 R R Jq R
-0
=2 1n(lj—1 +
R R 1

— U — “max —13.75 (theoretisch)

U U

experimentell ermittelt :

Upn _ Umax 4.07
U U




Universelles Widerstandsgesetz

in technischen Anwendungen ist der stromungsmechanische Verlust entscheidend.

—— Zusammenhang 4 = f{Re)

Definition von A4

2
A= 8?; -8
Pu,, U,
es ist U HMmax 3 75 = 2.51n(R”*)+5.5—3.75 = 2.51n(R”* +1.75)
U U V V
mit b_‘_m: §
U ﬂ
Ru. :L_t* u,2R —Re7 1
1% U, 2V 4\/5
1 25 2.5 1 1.75
— — In\Re~/ A |+ In +
V28 | ) J8 hﬁj V8
1
. =0.8841n(Re/1)-0.913
L osman(re )



bzw. da In(x) = log(x) / log(e)

L 2.03510g(Re7)-0.913

Ja
Anpassung der Konstanten durch Experimente
— | -L —2010g[Re7)-0.8

Ja

universelles Widerstandsgesetz, vollturbulente
Stromung, kreisformige Rohre, hydraulisch glatt.

empirische Naherung von Blasius :




Turbulente Stromung durch rauhe Rohre

strdmungsmechanische Verluste in turbulenten Strémungen = f (Oberflachenglte)

turbulente Strdmung > zahe Unterschicht
v« D <<1

GroBe der Rauhigkeit > yx

- Verluste = f (Wandrauhigkeit)

Rauheitshohe _k
Dicke der Unterschicht  y:

Bezeichnung rauh oder glatt abhangig von

bzw. mit Y. ~ — ~
Us Vi vV

k < y« :hydraulisch glatte Rohre
v+ = f (Re) = Rohrbezeichnung = f(Re)

k >y, :vollkommen rauhe Rohre



k
A=f (}S) von Karman k., :Sandrauheit

u., 1
Voraussetzung : —~—
vk,
U R
— U =9 51n[—] +4.75
U k, ) —
(angepasste Konstante)
1 R
— —=0.8841n| — |+1.679
Ja (kj
1 D
bzw. — =2.035log| — [+1.067
g &,
experimentelle Anpassung : 1 D
—=2.0log| — |+1.14
VA ;

quadratisches Widerstandsgesetz fiir A, vollkommen rauhe Rohre, kreisférmiger Querschnitt



Colebrook auf der Basis von Messdaten von Nikuradse
k
1 - 2.51
——=-2.0log| 2+
72 (3.7 ReA J

L ~20log Riﬂ ~0.8
VA 140.1(%)Rev/2

gultig im gesamten nichtlaminaren Gebiet

k, —0  :hydaulisch glatte Rohre

Re — oo : vollkommen rauhe Rohre

die naturliche Rauheit in der Praxis wird anhand von Tabellen auf die GroBe k—l; umgerechnet.

— A-Werte : Moody-Diagramm bestimmbar



= turbulent technisch rauh

» turbulent vollkommen rauh

_________ g8 .10
4 -107*
1 -107*
| o
hydraulisch glatt - 5 -107°
Eg%]g L’ﬁ;nsitiﬂn 10-5
0.008 '1[]3 e L 8 7 o s
. 10 10 10 10 10
laminar u D
Re =2




