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Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(z) = 2-sin(z/2) - cos(x/2)

o sin(z) = %(1 — cos(22))

o cos?(z) = %(1 + cos(22))
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1. Aufgabe: Fragenteil (13 Punkte)

1. Skelett-Theorie

(a) Nennen Sie die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Skelett-Theorie. Welche Gréfien lassen
sich mithilfe der Skelett-Theorie berechnen und welche Einflussfaktoren werden beriicksichtigt?
Gehen Sie dabei besonders auf die Unterschiede zur Tropfen-Theorie ein.

(b) Formulieren Sie die Kernaussage der kinematischen Stromungsbedingung in eigenen Worten. Skiz-
zieren Sie hierzu die Geschwindigkeiten an der Skelettlinie fiir einen Anstellwinkel a > 0.

2. Gegeben ist folgendes c,-Diagramm bei einer Anstrom-Machzahl von 0.1, einem Anstellwinkel von
a = 0° und einer Reynoldszahl von 10°. Beschreiben Sie die auftretenden Strémungsphinomene, die
sich aus dem c,-Diagramm ergeben und skizzieren Sie zu dieser Stromung ein passendes c¢-Diagramm
fiir die Profilober- und unterseite.
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3. Welche wesentlichen Ahnlichkeitsparameter der Strémungsmechanik miissen bei der Untersuchung
der aerodynamischen Eigenschaften eines Flugzeugmodells im Windkanalversuch im Hinblick auf die
Ubertragbarkeit der Messergebnisse auf ein reales Modell eingehalten werden?

4. Konforme Abbildungen

(a) Wie ist die Grundgeometrie in der komplexen z-Ebene zu wihlen, um durch die Transformation
mittels der konformen Zhukhovski-Abbildungsfunktion ( = z + "Z—Q in der komplexen (-Ebene ein
Dickenprofil zu bekommen?

(b) Wie lautet die Bedingung in der komplexen z-Ebene, damit die Kuttasche Abflussbedingung in
der (-Ebene erfiillt ist?



2. Aufgabe: Biot-Savart (19 Punkte)

Zur experimentellen Untersuchung der Fliigelaerodynamik wird eine Doppeldeckerkonfiguration einseitig bei
y = 0 an der Windkanalwand eingespannt (sieche Abbildung). Beide Halbfliigel kénnen durch gerade Fliigel-
segmente angendhert werden. Der Oberfliigel besitzt die Zirkulation I'y und der Unterfliigel die Zirkulation
I'y. Zur Auslegung des Experimentes wird der Aufbau im Nachfolgenden reibungsfrei betrachtet.

Windkanalwand \ ) (Zb _______________ N

Seitenansicht A

1. Skizzieren Sie das vollstiandige Wirbelsystem des Ober- und Unterfliigels und erldautern Sie den zu-
grunde liegenden Wirbelsatz. Geben Sie dabei den Wert und die Drehrichtung der Zirkulation jedes
Wirbels explizit an.

2. Leiten Sie aus der allgemeinen Form des Biot-Savartschen Gesetzes

I' 7xds

d_’\‘ = T Sa
VPRI

die Gleichung fiir den induzierten Geschwindigkeitsbetrag einer geraden endlichen Wirbellinie
Ui| = COS 1 — COS
7 1 2

her.

3. Es soll der Einfluss des Wirbelsystems des Ober- und Unterfliigels auf das Hohenleitwerk untersucht
werden. Bestimmen Sie dafiir die im Hohenleitwerk induzierte Geschwindigkeitskomponente u(2b, y, 0)
fiir 0 <y <b/2 im in der Abbildung gegebenen Koordinatensystem.

Gegeben: I', ', b.



3. Aufgabe: Tropfentheorie (18 Punkte)

Es wird die Umstromung um einen diinnen Profiltropfen aus zwei Teilsegmenten untersucht. Wahrend fiir
den vorderen Teil die Quellverteilung ¢; () bekannt ist, ist fiir den hinteren Teil die Form des Profiltropfens

Zét) (X) vorgeschrieben:

B cos(p)
q1(¢) = 2uco (Al sin(y) + By + Dy(1 + cos(cp))) o € [m,m/2]
Z8(X) = Ag + BoX — Dy(2X — 1)° X €[05,1] mit X =/t und 20 = 20 /.

Das Profil wird ohne Anstellwinkel in einer Parallelstromung mit der Geschwindigkeit uo, angestromt. Es
kénnen By = 0.1, D1 = 0.03 und Ay = —0.0075, By = 0.13, Dy = —0.1225 als gegebene Konstanten verwen-
det werden.

1. Geben Sie die Form des Profiltropfens th)(cp) fiir den vorderen Teil des Profils an.
Hinweis: Formulieren Sie zunéchst einen Ausdruck fiir den p-Gradienten des Profiltropfens.

2. Geben Sie die Form des Profiltropfens th) (X) fiir den vorderen Teil des Profils an.

3. Bestimmen Sie die fehlende Konstante A1, sodass die beiden Segmente einen geschlossenen Profiltrop-
fen ergeben und zeigen Sie, dass die SchlieBungsbedingung erfiillt ist.
Hinweis: Sollten Sie A; nicht bestimmen koénnen verwenden Sie im Folgenden A; = 0.

4. Leiten Sie aus dem folgenden Ansatz der induzierten Geschwindigkeit am Punkt P

q(x)dx

5 mit 7 als Abstand des Punktes P zur Quelle ¢(x)dz
o

dUind,P =

die Beziehung fiir die dimensionslose induzierte Axialstorgeschwindigkeit

her und bestimmen Sie diese fiir das gegebene Profil.

5. Begriinden Sie, ob sich das Dickenmaximum des kombinierten Profils im vorderen oder im hinteren
Teil des Profils befindet.

Gegeben: s, B1, D1, Aa, Ba, Do und A; in Teilaufgaben 1 und 2

Hinweise:
Verwenden Sie folgende Transformationsregel:

X = %(1 + cos(p))

Quellverteilung:

dZW(X)

q(X) = 2ueo X



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (13 Punkte)
(LOSUNG)

1. (a) Die Skelett-Theorie geht von unendlich diinnen Profilen, kleinen Anstellwinkeln, kleiner Wolbung
und inkompressibler, stationérer, rotationsfreier und reibungsfreier Stromung aus.
Es wird der Anstellwinkel- und Wolbungseinfluss des Profils auf die Umstromung dargestellt.
Somit ldsst sich der 2-dimensionale Auftriebsbeiwert des Profils abschéiitzen. Im Gegensatz zur
Tropfentheorie wird der Verdringungseffekt des Profils vernachldssigt. Eine Aussage iiber den
Widerstand des Profils kann nicht getroffen werden!

(b) Die kinematische Stromungbedingung besagt, dass die Skelettlinie eine Stromlinie ist. Das heifit,
dass kein Massentransport normal zur Skelettlinie stattfindet. Der resultierende Geschwindig-
keitsvektor an der Skelettlinie ist tangential zu dieser, die Geschwindigkeitskomponente normal
zur Skelettlinie muss verschwinden.

Bei Anstromung unter einem positivem Anstellwinkel ergibt sich eine Geschwindigkeitsdifferenz
(Geschwindigkeitssprung) zwischen Profilober- und unterseite.

Z
n
U 1
o
N BN SN Ske/@ll
C
Uoo

u, sin(a - B)-u(x) sin(B) +w(x)cos(B)=0

2. Auf der Profiloberseite : schwache Saugspitze, Abloseblase mit Wiederanlegen der Stromung zur Hin-
terkante;
Auf der Profilunterseite : Staupunkt in der Nase, ebenfalls eine Saugspitze bedingt durch die starke
Wélbung und den geringen Anstellwinkel;

D.020
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3. Ahnlichkeitsparameter:
Reynoldssche Ahnlichkeit (Re = %“l)

Machsche Ahnlichkeit (Ma = )
AuBerdem sind die Randbedingungen und die Geometrie fiir Modelle im Windkanal mit denen der

umstromten Korper in Originalgréfle gleich zu halten.

4. (a) In der komplexen z-Ebene ist ein Kreisyylinder mit dem Zentrum im Punkt (z¢;0) (horizontale
Verschiebung um x) zu definieren.

(b) wz(a) =0 (Staupunkt am Zylinder in der HK in der komplexen z-Ebene)



Losung 2. Aufgabe: Biot-Savart (19 Punkte) (LOSUNG)

1. Wirbelsystem:

Windkanalwand

3. Helmholtz’scher Wirbelsatz:
Wirbellinien bilden geschlossene Kurven und enden nur auf einer Wand oder im Unendlichen.

2. Herleitungen:

IS

Kreuzprodukt und Geometrie:

||7" % ds|| = |F]|d§]sinp = a-ds (Fliche Parallelogramm)

. a rdp
sinle) = =5
d d
— —j =% und a= 7rsin(p)
r a
7 I [|Fxds] T /a-ds I' [ rsinpds
;| = — = — = — _—
Y 4n |73 A Jg 13 A Jg 13
r sin pds r / #2 gin pdp r [e
= — 57— = - = — sin pdp
dm Jg 7T ar J,, a dma J,,



. r
|ui| = R(COS p1 — COS p2)

3. Induzierte Geschwindigkeit u, im Punkt P(2b, y, 0) fir 0 < y < b/2:

b ¢

28 =

},

2 |
? B

g Y

v ______________________ e

X XY
)
Wirbel 1II

gebundener Wirbel im Oberfliigel (I):

lui| = ! (cosp1 —cospa)|, a3 =2b
1

2b— vy
4b2 + (2b — y)?

cos(ip1) =

-y

cos(p2) = cos(m — por) = — cos(por) = W

I 2b —
u1,2(2b7y70) = —|U1‘ = 877[)1 ( Y

freier Wirbel am Oberfliigel (II):

Iy
(cos 1 — cos p2)
2

[ual = ‘47ra

Yy
_|_
VA2 20—y P2+ 4b2>

, a2 =2b—y



p1=0 = cos(p;)=1
—2b
402 1 (26— y)2

cos(ip2) = — cos(ipy) =

r 2b
U9 4 2b’ ’0 = —|Uu = —— 1+
2,2(20,,0) = —[ug| A (26— y) < 4b2+(2b—y)2>

z
Seitenansicht Wirbel III
ZA
1 2b
[ GREEEE L PP P PR PE P EPP P LR PEEEPE >
X i
- T A
~~~~~~~~~~~~~~~ b/2
e e -.(::: et el
u3 u3,z

P(2b, y, 0)

Wirbel III

gebundener Wirbel im Unterfliigel (III):

b\? 1
s as = (2> +4bQ = \/276

Iy
lug| = (cos 1 — cos p2)
as

cos(p1) ] by
1 p— pu—
Vas+O—y? 124 (- y)2

_ _ -y _ -y
cos(pz) = — cos(pr) = —= = =
Va3 +y \/117172 + 92

2b
0) = —
cos(#) o
20| T
u3,2(2b,y,0) = — cos(0)|us| = —;3 47”213 (cos g1 — cos p2)

- 2F2 ( b—y + Y )
T 17nb
AR+ b -y? (g2

freier Wirbel am Unterfliigel (IV):

b2
y ag — Z+(b—y)2

L'y
(cos 1 — cos p2)
4

[ual = ‘47m
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Seitenansicht Wirbel IV

Z A

P(2b,y, 0)
. y
X VI >
u4 “\\84
b/ 2 9 VU4'Z \\“‘\
Y 0/ .
e b -------------- >
\(R Wirbel IV
p1=0 = cos(p;)=1
—2b —2b
cos(ia) = — conlpx) = — s =
vaj+4b (b—y)Q—i—lT?bQ
b—y
0) =
cos(6) ”
b— T
uy,2(2b,y,0) = — cos(0)|ug| = — a4y 47TZ4 (cos 1 — cos p3)

_ (y —b)ly 14 2b
. (b2 —|—4(b—y)2> (b— )2+ Lp2

Insgesamt ergibt sich die induzierte Geschwindigkeit u, im Punkt P(2b, y, 0) fir 0 < y < b/2 zu:

uges,z(Qba Y, 0) =UlyF+ U2, T U3, + Uq,

e 2b—y . Y
8mb \ \/4b2 + (20— y)? /[y + 4b2

SED S R 2b
(20 — y) 462 + (2b — y)2

_ 2F2 ( b—y + ) )
177b
Y VA R

i (y - b)rg 1+ 2b
7T(62—|—4(b—y)2> (b—y)? + 11p?
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Losung 3. Aufgabe: Tropfentheorie (18 Punkte) (LOSUNG)

1. Die partielle Ableitung der Transformationsregel ergibt

o
0X  sin(p)’

Aus der Transformation in ¢ und dem Hinweis fiir die Quellverteilung folgt

0z (p) dp

Somit ldsst sich die Steigung des Profiltropfens im vorderen Teil als

02{"(¢) _ailp) 1
A 2o (E;LX
formulieren. Es ergibt sich:
950 _ =41 ) - Brsing) — 2L 1+ contsin(e)
0y 2 2 2
Aus der Integration nach ¢ folgt:
20(p) =~ sin() + Dl cos(e) + L (1 + cos(9)? + O

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C; kann die Bedingung th) () = 0 verwendet werden.

Somit ergibt sich:

—A B D B
Z0(p) = —Lsin(p) + 2F cos(p) + —+ (14 cos(9))? + =
9 2 A 2
bzw.
Z0(g) = “ZL sin() + 0.05 cos(p) + 0.0075 (1 + cos(p))? + 0.05

2

2. Aus th)(cp) in Teil 1. l4sst sich Z{t)(X ) mit der gegebenen Transformation bestimmen. Die Transfor-
mationsregel im Hinweis kann zu

sin(p) =2y X — X2 und

cos(p) =2X —1
umformuliert werden. Es ergibt sich:
Z0(X) = —A1VX — X2+ By X + D1 X2

Alternativ kann auch ¢;(p) erst nach X transformiert werden und anschlieflend th) (X) mit dem
Hinweis fiir die Quellverteilung berechnet werden. Durch eine Riicktransformation in ¢ l&dsst sich auch
th)(go) in Teil 1. bestimmen.
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3. Fiir einen geschlossenen Profiltropfen muss Folgendes fiir die Profilsegmente gelten:
Die Profilkontur muss an dem Ubergang X stetig sein:
Z{t) (Xs) = Zét)(XS)
Die SchlieBungsbedingung verlangt, dass das Gesamtintegral der Quellverteilung iiber den Profiltrop-
fen Null ergeben muss:

fq1 d:):—i—fqg Ydz =0

Fur den gegebenen Profiltropfen folgt daraus:

Z00.5) = z{7(0.5)
Werden die einzelnen Profilteile in die Begingung eingesetzt ergibt sich:

Ay By D Bo (t)
zH0. ——t— 4+ —=Ay+ == .
1(0.5) = 2+2+4 2+2 5 (0.5)
woraus D
A =B+ 71 —2A9 — By bzw. mit den gegebenen Konstanten A} =0

folgt. Die Integralbedingung fiir den Profiltropfen ergibt

Xs 1
/ql (X)dx + /qz(X)dx = 7"00.5) - 290) + 28 (1) - 2P (0.5).
0 Xs

Unter der Annahme, dass Z{t)(O) =0 und Zét)(l) = 0 gilt, ist die Integralbedingung allein durch die
Stetigkeitsbedingung erfiillt!

4. Die induzierte Axialstorgeschwindigkeit ldsst sich aus der Quell-/Senkenverteilung mit

d
dvind = q(x) *
2nr
herleiten.
V.
2 ind w
P(x,z)
U
r I
B i
0 X (x-X') X
q(X)
Es gilt:
X -X
r = \/ Z2+ (X - X/ ) sowie dujng = dving

somit folgt fiir die in Punkt P induzierte Axialstérgeschwindigkeit u(X, Z):

1 [g(X) (X - XdX'
uX,2) = 271'/0 7?2+ (X - X')?
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fiir diinne Profile Z — 0 kann der Term umgeschrieben werden

bzw.

Fiir den gegebenen Profiltropfen folgt:

u(X) 1 0-5 o dX! ! . dX'
(X)) = 2= —— XN —— X —"—
ua(X) Uso 2T Uso (/0 o )X—X/ +/0.5Q2( )X—X’

Nach Einsetzen von ¢; und g9 ergibt sich:

1 0.5 dX/ 0.5 dx’ 1 dX/ 1 dX/
o(X) = — B 2D X’ B 2D9) ——— — Dy X'
ta(X) n</0 lX—X’+/O ! X—X’+/ (B2 +2D2) = /0_58 2 X—X’)

Nach der Integration
1
ua(X) =— (Bu [=In |X = X'[]° + (B2 +2Dy) [~ In| X = X'[]
+2D; [-X' — XIn|[X - X'[]g% — 8D, [-X' - XIn|x - X'[]; )

und einer Vereinfachung folgt

1
wa(X) =— (31 In

X —-05 X —-0.5

’ + (B2 + 2D2) In

_1‘

X -05

+ 2D, [0.5 +XIn

H — 8D, {—0.5 + X1n

2l

. Das Dickenmaximum des kombinierten Profils befindet sich im hinteren Teil des Profils. Es kann dazu

) . . 829 (p)
gezeigt werden, dass sowohl die Steigung 18750

positiv ist:

als auch die Quellstérke ¢ () im vorderen Teil stehts

q1(¢) = 2uco (B1 + D1(1 + cos(p)))
Mit By > 0, D; > 0 und cos(¢) < 1 muss stets ¢1(¢) > 0 gelten.

14



