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Hinweis:

Achten Sie darauf, ob Sie alle Aufgaben erhalten haben.

Die Losungen diirfen ausschlieflich die gegebenen Groéfien enthalten.
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Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(z) = 2-sin(z/2) - cos(x/2)

o sin(z) = %(1 — cos(22))

o cos?(z) = %(1 + cos(22))
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1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte)

1. Welche Vor- und Nachteile besitzt die Methode der konformen Abbildung im Vergleich zu Singulari-
tdtenverfahren?

2. Welche sind die drei wesentlichen geometrischen Grundelemente, die die Form eines Tragfliigels be-
stimmen?

3. Zeichnen Sie sorgfiltig in einem Diagramm zwei Druckbeiwertsverldufe c¢,(X) fir ein NACA 0012
Profil unter Annahme einer reibungslosen Stréomung bei:

(a) einem Anstellwinkel von av = 0° und Ma = 0.4

(b) einem Anstellwinkel von a = 3° und Ma =04 .

Beachten Sie die Relation der Verldufe zueinander und markieren Sie eindeutig die Zugehorigkeit
der Linien zum Anstellwinkel und der Profilseite. Stellen Sie auBerdem den Auftrieb fiir die beiden
Anstellwinkel in dem Diagramm dar.

4. Die Druckverteilung ¢, um ein Profil bei M soll mithilfe einer bekannten Vergleichsstromung (¢,, Mo, =
0) ermittelt werden. Hierzu ist die linearisierte Storpotentialgleichung

(92/ 82/
o P _

_ As2
(1 Moo) Ox2 ayg

0

sowie folgende Transformationsvorschrift gegeben:

_ _ _ _ — ¢
T=x, Y=1Y, Uoco = Uco, 9o = 4o, qb:g
(a) Nennen Sie mindestens zwei Bedingungen, unter denen die oben gegebene linearisierte Storpo-
tentialgleichung nicht giiltig ist.

(b) Bestimmen Sie die Transformationsfaktoren ¢; und ¢o. Leiten Sie auflerdem mithilfe der lineari-
sierten Storpotentialgleichung und der gegebenen Transformationsvorschrift den Zusammenhang

zwischen der Druckverteilung des vorhandenen und des transformierten Profils ¢, = f(¢,, M)
her.

U/

Hinweis: ¢, = —2—
U0



2. Aufgabe: Biot-Savart (18 Punkte)

Im Folgenden wird das Wirbelsystem eines Raumflugzeugs gekoppelt mit einem Hyperraumring aus einem
Starwars Film bei dem Flug durch die Atmosphiire eines Gasplanetens betrachtet (sieche Abbildung links).

Der gesamte Flieger wird durch einen Ring (mit Radius R und Zirkulation I'g) gekoppelt mit einem auf-
triebsgenerierenden Nurfliigler (der Lénge L = 2R und der Zirkulation I'1) angen&hert (siche Abbildung
rechts). Der Hyperraumring erzeugt beim Vorwirtsflug einen zum Ring gerichteten Sog.

- > W

1. Nennen Sie die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Biot-Savartschen Gesetzes.

2. Leiten Sie aus der allgemeinen Form des Biot-Savartschen Gesetzes

i I' "x ds§
0= -
EECEGIE

die induzierte Geschwindigkeit im Punkt P fiir einen endlichen Stabwirbel her.

3. Skizzieren Sie das Wirbelsystem des Hyperraumrings inklusive des Nurfliiglers. Nutzen Sie das darge-
stellet Koordinatensystem. Tragen Sie zusétzlich die Zirkulation und die Drehrichtung der einzelnen
Wirbel ein.

4. Leiten Sie das Integral zur Berechnung der induzierten Geschwindigkeit eines Ringwirbels fiir einen
allgemeinen Punkt her. Sie miissen das Integral nicht 16sen.

5. Berechnen Sie alle induzierten Geschwindigkeitskomponenten auf der Mittelachse als Funktion von .

Gegeben: Radius des Hyperraumrings R, Zirkulation des Ringwirbels I'g, Zirkulation des Nurfliiglers I'y



3. Aufgabe: Tropfentheorie (17 Punkte)

1. Mit welcher Singularitéitenmethode l&sst sich der Auftrieb eines Tragfiigelprofils bestimmen. Erldutern
Sie diese Methode im Vergleich zur Tropfentheorie.

Gegeben ist nun ein Profiltropfen, der durch den Ausdruck

Z0(X) = AVX — X2(1- BX), X = % Z0=2"" Xel,1]
beschrieben wird. Das Profil wird ohne Anstellwinkel mit der Geschwindigkeit uo, angestrémt.

2. Transformieren Sie die Darstellung des Profiltropfens mithilfe der bekannten Transformation
X = 3 (1+ cosp) mit ¢ € [r,0].

3. Bestimmen Sie die Parameter A und B so, dass die Dickenriicklage des Profils bei 25% liegt und die
maximale Profildicke 15% betrigt.

Hinweis: Wenn Sie die Parameter A oder B nicht bestimmen konnten, rechnen Sie ab hier mit der
parametrisierten Gleichung weiter.

4. Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die dimensionslose, axiale Storgeschwindigkeit u, in Abhéingigkeit

von . Nutzen Sie dafiir den Ansatz
dz

u(X) 1 /1 o dX!
X) = — X .
ua( ) Uoso 27Tuoo 0 q( )X _ X/

5. Bestimmen Sie den Verlauf des Druckbeiwerts c,(¢) auf der Oberfléiche des Profils unter Beriicksich-
tigung des Riegelsfaktors.

Gegeben: uq

Hinweis: Riegelsfaktor:

dzmH\?
X)=4/1
K(X) +(dX)



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte)

1. Die Methode der konformen Abbildung liefert genaue analytische Losungen, wihrend die Singularité-
tenverfahren (z.B. Skelett- und Tropfentheorie, Panelverfahren) i.a. Niherungsverfahren sind.

Der Nachteil der Methode der konformen Abbildungen besteht darin, dass sie nicht fiir beliebige
Korperformen anwendbar ist. Aulerdem ist die Methode der konformen Abbildung nur im zweidimen-
sionalen moglich, wéhrend Panelverfahren auch dreidimensional verwendet werden kénnen.

2. 1. Grundriss (Zuspitzung, Pfeilung)
2. Profil (Dicken und Woélbungsverteilung)
3. Verwindung und Neigung (V-Stellung)

3. Das NACA 0012 ist ein symmetrisches Profil mit 12 % relativer Dicke.

Bei einem Anstellwinkel von @ = 0° und Ma = 0.4 fallen die Linien fiir den Druckbeiwert auf der
Saug- und Druckseite zusammen (kein Auftrieb).

Bei einem Anstellwinkel von o = 3° und Ma = 0.4 ist der folgende Druckbeiwertverlauf zu erwarten
(keine Verdichtungsstofie aufgrund niedriger Machzahl sowie keine Ablosungen wg. Reibungsfreiheit):

-2.0 7xrFoIL
V 6.97 . a _ 0°
-1.5 q=3°
Cp
-1.0
Saugseite =
-0.5 Druckseite
~— T T — .
/ —
[
0.0 | — X
,' Unterseite/Druckseite
0.5
1.0 NACA 0012

—

Der Auftrieb bei o = 3° entspricht der grau gekennzeichneten Fléche zwischen den Druckverldufen auf
der Profilober- und unterseite.

A

4. Linearisierte Storpotentialgleichung/Ahnlichkeitsregeln:

(a) In der gegebenen Form nicht giiltig bei grofien Anstellwinkeln, grofler Profildicke (grofien Stérun-
gen) transsonischen und hypersonischen Stromungen und dem reibungsbehafteten Fall.

(b) Die gegebene Stromung ist
62 ¢/ 82 ¢/
Ox? + oy2

(1—M2) 0



mit der Definition des Geschwindigkeitspotentials als

u = a—gb, und o = %
Oz oy’
Vergleichsstréomung:
27 27
5 5,
or?  oy?
Die Transformationvorschrift liefert:
oz
— =1
oz
oy _,
Ay
o¢ _o¢'ow _ 94 _, 09
dr 9T dr dr 0T
oy _ 09’0y _, 0¢ o9
=1 = t1tg—
dy Iy dy oy dy
Py _, 0%
922 202
P 5 o
oy o2
FEinsetzen in die Storpotentialgleichung ergibt:
0%¢ 0%¢
1 — M2ty + tity— =0
Ein Koeffizientenvergleich mit der Vergleichsstromung liefert:
|1 — MZ).

Bestimmung des Transfomrationsfaktors ¢to andhand der kinematischen Randbedingung;:

ou _ v _ 104 _ 1208

83:_@_%0(% Uooay
Mit der Formulierung der kinematischen Randbedingung im Referenzfall

dgp 1 8¢
o7 Uoso 8y
und der Transformation der Wandfunktion
Yy _ _ 4, Oyp
0T ox
folgt

Daraus ergibt sich

1
t%tg =1 und somit o= —
51— M2
Damit fiir den Druckbeiwert folgt:
2u/ 2 0¢' 2t9 09 6p
Cry = = —-— = — — —
P Uoo Uso OT Uso 0T |1 — M2



Losung 2. Aufgabe: Biot-Savart (18 Punkte)(LOSUNG)

1. (1 Punkte)
Voraussetzungen: inkompressible, drehungsfreie Stromung

2. (3 Punkte)
Herleitung endlicher Stabwirbel:

¥ \ ®2
6 ¥1 ds

i I' "xds
0= ——
EECEGIE

Das Kreuzprodukt von 7 und d§ entspricht der Fliche des Parallelogramms.

|7 x dS] = r - ds - sin(¢) = ads

Aus den geometrischen Beziehungen (siehe Abbildung) lésst sich eine Beziehung fiir ds und r herleiten:

. a rdp
) =r=g
Daraus ergibt sich
ds _dy
2 a

und
a = rsin(p)

Der Betrag der induzierten Geschwindigkeit kann nun durch Einsetzen der geometrischen Beziehungen
in das Biot-Savartsche Gesetz berechnet werden.
I [|Fxds] T /“’2 sin(p)dp

= P T T o

T
[ S (o) — conti)
3. (2 Punkte)

Skizze:



4. (5 Punkte)
Herleitung Ringwirbel:

Der Abstandsvektor # fiir eine allgemeine Position hinter dem Hyperraumring lautet:

T
7= | y— Rcos(p)
z — Rsin(yp)

Fiir das Ringelement ds gilt:

Das Kreuzprodukt von 7 und ds ergibt:

yRcos(p) + zRsin(p) — R?
7 X d§ = —xRcos(p)
—zRsin(p)

Der Betrag des Abstandsvektors 7 ist
|7 = V2% + (y — Reos(p))? + (= — Rsin(p))?




Durch Einsetzen in das Biot-Savartsche Gesetz ergeben sich die Integrale zur Berechnung der indu-
zierten Geschwindigkeitskomponenten.

Ty [ yRcos(p) + zRsin(p) —

Ug,0 = 3d()0
ar Jo Va2 + (y — Reos(p))? + (2 — Rsm( ))?
- 2w —

Uy, 0 = Lo vh cos() 5dp
A Jo \/aZ ¥ (y — Rcos(9))? + (z — Rsin(p))?
- 2 —

vy Ty xR sin(yp) _dyp
i Jo T (5 Reoslp)E T (- - Rein(p)?

5. (7 Punkte)
Gebundener Wirbel W (endlicher Stabwirbel):

Aufgrund der Symmetrie zur Mittelachse des Hyperraumrings gilt @2 = 7 — ¢1 bzw. cos(¢1) =
— cos(p2) mit

R
o) = T

Mit der Gleichung fiir einen endlichen Stabwirbel mit a = x ergibt sich dadurch

10



Aufgrund der Symmetrie zur Mittelache des Hyperraumrings ist der Betrag der induzierten Geschwin-
digkeit der beiden freien Wirbel gleich grof3.
Da es sich um einen halbunendlichen Stabwirbel handelt gilt: cos(¢2) = —1. Fiir ¢y gilt

xT
)= e

Eingesetzt in die Gleichung fiir einen endlichen Stabwirbel ergibt dies mit a = R

Fl X
= 1
dnR (\/:c2 TR >

Uz = |uz3
|Uw,1| =0
|uy71| =0

Ringwirbel Wy:
Das allgemeine Integral aus 4. wird mit y = z = 0 vereinfacht. Daraus resultiert:

| | FO 7{27r R2 J
U = — _—
2,0 47 0 R /1:2 + R23 14

I‘gj{% acRcos(go)d
ir Jo a2y R

Iy [*™ zRsin
ol = [0 7 2]
ar Jo /22 ¥ R?

Die Ringintegrale der y- und z-Komponente sind 3@02” cos(p)dy = 0 und 3%2” sin(¢)de = 0. Daher bleibt
nur eine induzierte Geschwindigkeit in x-Richtung.

|Uy,0| =

L]#
2V x? + R23

Fiir die gesamte induzierte Geschwindigkeit entlang der Mittelachse des Hyperraumrings folgt:

|uz,0] =

I

2
Uy |Ux,0| QWSR
Uy =0
Iy R Iy x
uy = —|uz 1| — |uz o] — |uzg| = 2z 22+ R2  27R (\/m - 1>

11



Losung 3. Aufgabe: Tropfentheorie (17 Punkte) (LOSUNG)

1. Der durch Wélbung- oder Anstellwinkel erzeugte 2-dimensionale Auftrieb ldsst sich mit der Skelett-
Theorie abschétzen. Im Gegensatz zur Tropfentheorie wird der Verdrdngungseffekt des Profils ver-
nachléssigt. Bei der Tropfentheorie wird eine Quell-Senkenverteilung und bei der Skelett-Theorie eine
Zirkulationsverteilung verwendet.

2. Einsetzen von X = 1 (1 + cos(y)) in Z()(X) liefert

20 (p) = A\/; + %cos(go) - % -~ %cos(cp) — icos%p) <1 - g (1+ COS(@)))
— ? 1 — cos?(y) [(1 - g) - gcos(@]
= gszn(go) [(1 - f) - 5608(90)]
A B

-4[(-2) - 2o

3. Damit die Dickenriicklage bei 25% liegt miissen wir den Parameter B so bestimmen,

dass fl—Z = 0 gilt, denn fl—‘p # 0 for ¢ € (0,27). Die Ableitung bestimmt sich zu
?lpa(X4=0.25) *
dz A B B
— ==1l1-= - = 2 =0.
L (G P
Nach B umgestellt ergibt sich
2 cos(pq)

cos(paq) + cos(2¢a)
Aus der Transformationsbeziehung X = 1 (1 + cos(¢)) lésst sich ein Wert fiir cos(¢q) bestimmen

cos(pg) =2Xq—1=-0.5
Mithilfe der gegebenen Additionstheoreme lésst sich nun auch ein Wert fiir cos(2¢,4) ermitteln
cos(2¢a) = cos*(pa) — sin”(¢a)

= 0052(<pd) — (1 - COS?(SOd))
=2co0s%(pgq) — 1

=—-0.5

Eingesetzt in den zuvor bestimmten Ausdruck fiir B ergibt sich
~2-(-05) 1
0.5+ (-05)

Mit dem Ansatz Z()(X4) = dm% lasst sich nun auch der Parameter A bestimmen

ZW(X;=0.25)=A R (1 — 1)

4 16 4
:A i.%

16 4
_3V3
16

12



16 dper 16 1 3 2
3v3 2 3v3 2 20 53

. Zunichst wird die Quellenverteilung mit hilfe des gegebenen Ansatzes bestimmt.

= A=

az
X) =2Uo—=

¢(X) = 2uco

dZ de
= = Qo —
A B d
= 2uoo§ [(1 - 2> cos(p) — —cos(2¢) %
Mit 4% = — 5% folgg
B B
0(0) = —2Aun (1-%) cos@) — 5 cos(2¢p)
sin(p)
Nun kann die axiale Storgeschwindigkeit bestimmt werden.
1 ! dx’
o(X) = X'
ua(X) 27%0/0 X x—x
1 0 / dQD/dX/
= ug(p) =
(¥) 2T Uso /7r a(¥) l(1 + cosp) — 3(1 + cosyp’)
_ _/ Yeos(¢') — gcos(&p’) 775”12(@ dy’
sin(¢’) $(1+ cosp) — (1 + cosy')

_/ Yeos(¢') j 08(2¢)d@’

cos(p) — cos(¢')
A (= B)eos(y) T Deos(2e)
K </0 cos(e) — cos() ¥ / COS@_COSW)d@)

Wir haben das Integral in das Glauert-Integral iiberfithrt. Dieses kann nun mit der Integrationshilfe

gelost werden.
alp) = —2 <1 - B) a4+ 28 [_Wsm.@so)}

x > m2 sing
:A<1—]§> —Ag [W]

A ((1 - f) - Bcos(w))

Mit A = —2- und B = 1 ergibt sich

5v/3
(¢) = = (1 — 2co3(p)
u = —— (1 —2cos
. Der Druckbeiwert auf der Korperkontur £ ist definiert als ¢, = pkp% Aus der Bernoulli-Gleichung
2

folgt

1 2 1 2
Poo + 5P = Pk + o puj,

2 2

1
= e+ o (0 — )

13



Eingesetzt in ¢, ergibt sich

Die Geschwindigkeit auf der Korperkontur k ergibt sich anhand des Riegelsfaktors zu

uk(p) = k(lgp)(uauoo +us) bzw. wug(p) = %(ua +1)

Eingesetzt in die Gleichung fiir ¢, ergibt sich:

1
cp(p) =1~ W(“a +1)°

Dazu kann der Riegelsfaktor als

Hle) = \/1 (s ﬁ)

beschrieben werden. Mit der bereits bestimmten Ableitung % folgt

o= o ((3-1) 0 2 59)

Mit u, aus Teilaufgabe 4 folgt abschlielend

(A(1— 2 —Bcos(p)) + 1)2

2
L+ A? <(g B 1) sin((:z)) + g 5111((25;0)))

cp(p) =1—

Und mit A = % und B =1 ergibt sich

(8 — 2 cos(p))”

2
2 cos cos(2
L+ 75 (_QSiH(Epr)) + zsn(a(i%)

cp(p) =1 —

14



