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Hinweis:

Achten Sie darauf, ob Sie alle Aufgaben erhalten haben.

Die Losungen diirfen ausschlieflich die gegebenen Groéfien enthalten.

Klausur Aerodynamik I

Fragenteil, Biot-Savart, Konforme Abbildung



Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(z) = 2-sin(z/2) - cos(x/2)

o sin(z) = %(1 — cos(22))

o cos?(z) = %(1 + cos(22))
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1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte)

1.

Zeichnen Sie das NACA1412 Profil (Profiltropfen und Skelettlinie getrennt) und geben Sie die Bedeu-
tung der Ziffern im Hinblick auf die Geometrie des Profils an. Zeichnen Sie qualitativ den Verlauf des
Auftriebsbeiwertes ¢; iiber den Anstellwinkel « fiir:

(a) das NACA1412 Profil in einer inkompressiblen und reibungsbehafteten Strémung und

(b) den Verlauf einer angestellten ebenen Platte im Rahmen der Skelett-Theorie.

. Panelverfahren:

(a) Beschreiben Sie kurz die grundlegende Idee des Panelverfahrens.

(b) Erlautern Sie die Vorgehensweise bei dem Quellen-Panelverfahren zur Bestimmung der Druck-
verteilung.

Leiten Sie die Bestimmungsgleichung fiir die Quellendichte ¢(X) = QUw% eines Profiltropfens her.

. Erkldren Sie fiir ein Tragfliigelprofil mit scharfer Hinterkante die Entstehung der Zirkulation:

(a) fiir den Anfahrwirbel,

(b) fiir den gebundenen Wirbel,

(c) fiir die freien Wirbel.
Crocco’scher Wirbelsatz:

Welcher grundsétzliche Zusammenhang kann mit dem Crocco’schen Wirbelsatz erldutert werden? Nen-
nen Sie den Giiltigkeitsbereich dieses Satzes.



2. Aufgabe: Biot-Savart (17 Punkte)

1. Leiten Sie aus der allgemeinen Form des Biot- YA
Savart Gesetzes:
axds

r
d_’-:—i-
4T e ar

den induzierten Geschwindigkeitsbetrag im Mit-
telpunkt eines Kreiswirbels (siehe Abbildung .

rechts) in Abh#ngigkeit des Radius R und der a
Zirkulation I" her. i

N

D

L
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Zur experimentellen Untersuchung der Fliigelaecrodynamik wird eine Box Wing Konfiguration einseitig, bei
y =0, an der Windkanalwand eingespannt (siche Abbildungen unten). Der Box Wing ist zusammengestzt
aus einem Oberfliigel, einem Unterfliigel und einem schriagen Seitenelement. Der Oberfliigel besitzt die Zir-
kulation I' und der Unterfliigel die Zirkulation g Das Seitensegment ist aerodynamisch so verwunden, dass
es betragsméfig die gleiche Zirkulation erzielt wie der Oberfliigel. Zur Auslegung des Experimentes wird der
Aufbau im Nachfolgenden inkompressibel und reibungsfrei betrachtet. Alle Segmente sind auftriebserzeu-

gend.
z z Riickansich
A Ve, A Rickansicht
Oberfliigel
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2. Skizzieren Sie das vollstdndige Wirbelsystem des abgebildeten Box Wing. Geben Sie dabei den Wert
und die Drehrichtung der Zirkulation jedes Wirbels explizit an.

3. Bestimmen Sie die induzierte Geschwindigkeit in z-Richtung u, der gebundenen Wirbel des Box Wings
fur den Punkt P(z,,b1,0) in dem gegebenen Koordinatensystem.
Gegeben: I, by, ba, h, xp, V.
Hinweise:

Induzierte Geschwindigkeitsbetrag einer geraden endlichen Wirbellinie:

] = 4 (cos(i1) — cosliea))



3. Aufgabe: Konforme Abbildung (19 Punkte)

Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt zg, welcher sich in einer Parallelstémung mit
der Zirkulation I' befindet. Dabei bildet die Anstromgeschwindigkeit Uy, den Winkel o mit der x-Achse.

y' y i

Fiir den Radius dieses Bildkreises gilt z — z9 = R - ¢?# und fiir die Hinterkante (z = a) gilt a — 29 = R-e~%.

Die Abbildungsfunktion ((z) mit der der Kreis in die (-Ebene iibertragen werden kann ist durch dir folgende

Laurent’sche Reihe gegeben:

R
C_f(z)_z+z+22+z3+"'

1. Stellen Sie die komplexe Potentialfunktion F'(z) fiir den gegebenen Fall in Abhéingigkeit von I' auf.

2. Berechnen Sie die komplex konjugierte Geschwindigkeitsverteilung w¢(z) in Abhéngigkeit von I', be-

stimmen Sie dafiir zuerst w,(z,T").

. Wie lautet die Kutta’sche Abflussbedingung in der (-Ebene und in der z-Ebene? Bestimmen Sie
anschliefend die Zirkulation I' als Funktion der gegebenen Groéfien, sodass die Kutta’sche Bedingung
erfiillt wird.

. Bestimmen Sie die komplexe Kraft F; auf das Profil in der (-Ebene mithilfe der 1. Blasius’schen

Formel: ) d
Fp=F —iF, = ”’7‘” y{wz(z)QdZdz

Hinweis: Verwenden Sie nur die fiir das Residuentheorem bzw. die Kraftberechnung notwendigen Terme
und folgende Vereinfachungen:
1 1 1 1 1 2
~1-+c, = @, — = + “0
1—c¢ z—20 2z 22 (z—20)% =z

2 " .3

. Bestimmen Sie die Komponenten der resultierenden Kraft und deren Vorzeichen in der (-Ebene. Er-
ldutern Sie in welche Richtung die Auftriebskraft auf das Profil wirkt und berechnen Sie die Grofle der
Auftriebskraft.

Gegeben: R, Ux, poo, @ mit o > 0 und klein, 8 mit 8 > 0 und klein,

zo mit Re(zp) < 0 und Im(zp) > 0, aq, a2, as,... und I' in Aufgabe 1 und 2.

Hinweise:

Potentialstromungen:
Translationsstromung: F(z') = Uz’
Dipol: F(2') = 54 mit M = 2nUs R?

T 2wz

Potentialwirbel: F'(z') = &L in(z")

Residuentheorem:

B B B
%f(z)dz:iQﬂ'Bl fiir f(z):Bo—l—71—1—722+...+Z—:+Clz—|—0222+...+0nz”
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Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte)

1. (a) Profiltropfen und Skelettlinie:

Z') )

Tropfen Skelett
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(b) NACA 1412;
1% maximale Wolbung (f) in Prozent der Profiltiefe
40% Wolbungsriicklage (zf)in Prozent der Profiltiefe
12% maximale Dicke (d) in Prozent der Profiltiefe
Die Dickenriicklage (x4) fiir alle Profile der 4-er Reihe liegt bei 30% der Profiltiefe.

(c¢) Auftriebsbeiwert:

G ebene Platte

NACA 1412

2. Panelverfahren

(a) Die Oberfliche des Korpers wird in Panel unterteilt und ist eine Quellen- bzw. Wirbelfliche. Die
Bestimmung der Quellen- bzw. Wirbelstérke erfolgt so, dass die Kontur eine Stromfléche wird.
(b) i. Ann#herung der Geometrie durch Panels
ii. Verteilung der Quell-Senken-Verteilung auf den einzelnen Panels
iii. Formulierung der kinematischen Stromungsbedingung an jedem Kontrollpunkt.
iv. Losen des linearen Gleichungssystems
v. Bestimmung der Tangentialgeschwindigkeit
vi. Bestimmung von ¢, aus der Bernoulli-Gleichung

3. Herleitung ¢(X) = QUOO%:

(a) Mithilfe der Kontinuitéitsgleichung:

(Uso + 1) Z + %q(X)dX = (Uso 4 u + du)(Z + dZ)



Z=Z/|

t
U2 (U.+u+du)(Z+d2) z X

1.0

1/2q(X)dX

1
UsZ +uZ + §q(X)dX =UsxZ +uZ + duZ + UsdZ + udZ + dudZ

Nach der Linearisierung (Vernachléssigung Terme 2. Ordnung) ergibt sich:

1 du dz dZ  d(Us +u) dz
“aX) =2y u L Y e T g (g )
21X =255 T U T X ax 2t Uxtug
aus der Produktregel folgt:
1 d
—q(X) = —((Usx Z
Ja(X) = (Ut 0)2)
und mit Uy >> u (nicht giiltig im Staupunkt) folgt:
1 dUsZ2) . dzZ
20X = x “Uxgx
dz
X)=2Us—
9(X) = 2Uso—

(b) Alternativ mithilfe der kinematischen Randbedingung:

U w Uy Z(t)

e
'4Z97ax

iz _w
dX  Us + ug

Fir diinne Profile und auBerhalb des Staupunktes gilt ui << Uy, aulerdem gilt wy, =~ @.

Somit ergibt sich fiir die Quellendichte ¢(X):

)
q(x) X

4. Entstehung der Zirkulation

(a) Anfahrwirbel:
Bei der Bewegung des Tragfliigels aus der Ruhe kann unmittelbar nach der Anfahrt die Stromung
als reibungslos ohne Zirkulation betrachtet werden, bei der ein Umstromen der Hinterkante vor-
liegt. Nach der Kutta’schen Abflussbedingung kommt es zu einer Verlagerung des Staupunktes
von der Oberseite an die Hinterkante. Dies fithrt infolge der Reibung zu einer abschwimmenden
Scherschicht, die den Anfahrwirbel mit der Zirkulation I' bildet.



(b) gebundener Wirbel:
Die Drehrichtung des Anfahrwirbels sei entgegen des Uhrzeigersinns. Nach dem Satz von Thomson
gilt: % = 0, sodass bei einer reibungsfreien, inkompressiblen Stromung keine Zirkulation erzeugt
werden kann. Folglich muss eine Zirkulation im Uhrzeigersinn um das Profil existieren und den
Anfahrwirbel ausgleichen.

(c) freien Wirbel:
Beim Tragfliigel endlicher Spannweite gleichen sich die Druckunterschiede zwischen Ober- und
Unterseite des Fliigels an dessen Enden aus. Es entsteht eine Umstromung der Fliigelenden, die
sich hinter dem Tragfliigel zu Wirbeln aufrollt.

5. Crocco’scher Wirbelsatz:
Der Crocco’sche Wirbelsatz beschreibt den Zusammenhang zwischen der Drehung und der Entropie
einer Stromung und stellt somit die Verbindung zwischen der Kinematik und der Thermodynamik
dar. Der Crocco’sche Wirbelsatz leitet sich aus den Impulsgleichungen eines reibungsfreien Fluids und
dem 2. Hauptsatz der Thermodynaik ohne weitere Vereinfachung her und ist somit fiir reibungsfreie
Stromungen giiltig.



Losung 2. Aufgabe: Biot-Savart (17 Punkte) (LOSUNG)

1. Herleitung:
mit ||@|| = konst. = R folgt:
r

4ATR3

Fiir den Betrag kann das Kreuzprodukt umgeschrieben werden mit |@ x ds] = R - ||d3]| - sin(a)) wobei

a = 5 ist. Somit ergibt sich durch die Intergration entlang des Kreises

. r
il = | g f s

Mit der Transformation nach ¢ durch ||d3]| = dpR ergibt sich

T 2
o= [ dy|.

Das Integral 16st sich mit Einsetzen der Grenzen zu

du; = -a X ds.

@i = |55
Gl = |—=|.
2R
Alternativ kann das Linienintegral iiber den Kreis verwendet werden, aus dem sich direkt der Kreis-
umfang
# 11ds]) = 2eR
ergibt.

2. Wirbelsystem:

Windkanalwand

3. Induzierte Geschwindigkeit w, im Punkt P(x,, b1, 0):



gebundener Wirbel im Oberfliigel (W-1):

R fAR— ~J |ui | ‘ r (cos g1 — cos p2) a x
> 1= 1— 2)|, a1 =
A (‘P1 r _T(-P 47ra1 p
2
b
. . con(p) = A
§ b+ x2
i T
g cos(p2) = COS(§) =0
]
<Y Wirbel 1
I b1

ul,Z(xpablaO) = —|u1| =

4
Tp \ (/b2 + a2

gebundener Wirbel im Unterfliigel (W-2):

Seitenansicht Wirbel 11
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1
1
1
1
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1
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Wirbel I1 u, J1U,,
lug| = '877@2 (cos 1 —cospa)|, az= \/m
bl bl

cos(ip1) = =
Va3 + b \/h2 + 22+ b3

—(b2 —b b1 —b
COS(QOQ) = COS(ﬂ’ — 90/2) = _COS((PQ/) = > ( 2 1) == 1 2
Vs + (b2 — bi) \/h2+x§,+(b2—b1)2

T €T
cos(f) = L = L __
a2 Wt
- b by — b
usz(xm bla 0) = _COS(G) |’LL2| = xp 1 1 9

2 2 n
$m(h? + 7) \/h2+a:%+b% \/h2+x§+(b2—bl)2

gebundener Wirbel im Verbindungssegment (W-3):

, a3 =Tp

dra

lus| = ‘ 3(cos ©1 — COS p2)
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Seitenansicht Wirbel III

b,
A il el >

Y b

G EEEETTETEET >
A 0 /.8

X :h \)
v S~
Wirbel III u = Us,
cos(p1) = cos(g) =0
(bg — b1)2 + h? (bg — b1)2 + h?

cos(p2) = cos(m — po) = —cos(pa) = — =—
Vaz + (b2 — b1)? + h2 \/x§+(b2—b1)2+h2

— b2 - b1
cos(f) = N
I'(b; — 1
Ug,z(xp, b]_, 0) = — COS(Q) |U3‘ — _ (62 bl)
4y, \/;p% + (by — b1)2 + h2

Insgesamt ergibt sich die induzierte Geschwindigkeit v, im Punkt P(z,, b1, 0) zu:

u(xp, b1,0) L b
z\Lp, 01, =
4w, /b2 4 2
1 P
. Fa:p b1 _ b1 - bg
S ap) \\h2+ag+02 (/02422 + (b —br)?
_ ['(ba — by) 1

Ay \/xg + (by — by)? + h2
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Losung 3. Aufgabe: Konforme Abbildung (19 Punkte) (LOSUNG)
1. komplexe Potentialfunktion F(z):

Kombination von Anstromung, Dipol und Wirbel

UoR? il
[e'e) 71 /
2! + 21 n(<)

F(Z') = U2 +

Transformation in z:
um zg verschoben und um « gedreht da der Dipol senkrecht zur Anstrémung steht.

, - o ,
z=Re 4 29 = Re"¥WHY) 4 25 = R e + 29 = 2'e'® + 29
2= (z—2))e "™

Potentialfunktion F'(z):

: UseR?* il Ta
F — —iQ _ o —1 _ I
(2) = Uso™ (2 — 20) + 2 + o n(z — z) + (277)
2. komplex konjugierte Geschwindigkeitsfunktion w,(z):
B dF(z) . U ®R? iT
2 = — = UOO e
w=(2) dz ¢ (z—20)%2  2m(z — 20)
komplex konjugierte Geschwindigkeitsfunktion w¢(z):
- _dF(z) dF(z)dz _ , .dz
Te(2) = =00 = Ta ac - PR
ac _y_m 202 3a3
dz 22 23 24
& 1
¢ 1— (% +2p 434 )
SN .
G\ Tee (z—20)%  2m(z— 20) 1—(%4—%—1—% )

3. Die Kutta’sche Abflussbedingung besagt, dass es an einer unendlich diinnen Hinterkante nicht zur
Umstromung kommt und das Fluid glatt abfliet. In der (-Ebene muss somit die Geschwindigkeit an
der Hinterkante W¢(z = a) endlich sein. Betrachtet man jedoch den Kreiszylinder in der z-Ebene, so
befindet sich an der Stelle z = a ein Staupunkt, womit die Bedingung w,(z = a) = 0 erfiillt sein muss.

Mit @ — 29 = R - e~*# an der Hinterkante folgt:

» o T .
Wy(z =a) = (Uooe o etetP 4 Me”3> =0
= il = =27 RUse e~ + 21 RU e
iI' = 2nRU <—e_i(°‘+5) + ei(a+ﬂ))

il' = 2rRUo (— cos(a + B) + isin(a + 3) + cos(a + B) + isin(a + 3))
I' = 47 RU sin(a + B)

12



4. Bestimmung der komplexen Kraft:

" ;
Fp = Fe —iF, = “’fwz(z)dez

2 dc
Dabei gilt:
- Use®R2 iT 2
—2 _ —ta X
w2(2) = <Uooe (z —20)%2  2m(z— zo))

Mit den Hinweisen aus der Aufgabenstellung und den Abkiirzungen
A[) = Uooe_ia A1 = — A2 = — ooeiaR2

folgt:

22 22 23
2A0A n 2 (A()AlZo + A()AQ) + A% I

z 22

A A Ay 24 2
:(A0+1+1Z°+ 2 4 220)
A

O(z7?)

Mit 3—2 aus Aufgabenteil 2:

dz 1
71— (B +2% 3%t

Damit folgt fiir die komplexe Kraft:

o 24041 2(AgArzo + AgAy) + A2
F<:i% <A3+ Tt (4o IZOJ;QO 2+ 1+O(z—3)>-(1+$+0(z—3))dz

Integration unter Beachtung des Residuentheorems liefert dann:
. Poo .
Fe = i (271) (2A0A1) = —poom(240A41)

= —2poo7onoe_i°‘;— = —ipooUooI‘e_ia
T

= —i4n RpooUZ sin(a + f)e
= 47 Rpoo U2 sin(a + B)e @+ 3)

5. Bestimmung der Komponenten des Auftriebs:
FC = F{ — ZFl,7 = 47TRpooU020 Sin(()( + B)e—’i(a—i-g)
= Ce 013 = C (cos (g + oz) —isin (g + a))

T (T
=C (—cos (5 —a) — 48in (5 —a))
Mit cos (g — a) > () und sin (g — a) > 0 fiir kleine Anstellwinkel o > 0 folgt:

Fe = —4nRpooU2 sin(a + B) cos (g . a) <0

F, = 47 RpooUZ sin(a + B) sin (g - a> >0
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Die Auftriebskraft wirkt senkrecht zur Anstrémrichtung auf das Profil (Drehung der komplex konju-
gierten Kraft, die fiir & = 0 in —y-Richtung zeigt, um den Winkel —«; alternativ per Skizze).

Bestimmung des Auftriebs:

L = |F¢| = |47 Rpoo UL sin(a + B)e @ 2)| = 4r Rpo U2 sin(a + B)
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