Wirbelstr mungen A“\

e |. A. sind Stromungen drehungsbehaftet

e Drehungsfreiheit — Vereinfachung der Navier-Stokes Gleichun-
gen — analytische Losung als Naherung flr reale Stromungen

Fluidteilchen

Deformation + Rotation

\

Drehung heifdt, daf’ sich die Teilchen um die eigene Achse drehen
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Beispiel: Couette-Stromung
—
[~ %

e Rotation tritt in reibungsbehafteten Stromungen auf

e Schichtenstr., Rohrstr., Grenzschichtstr.

A

Anstieg der Geschwindigkeit von
0 u(x,y=0)=0

ou
oy 7"
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far kleine Wandabstande ist die Stromung ~ parallel zur Wand —

v=20
1 /0v Ou
_>w_§(6a:_8y)7éo

bel reibungsbehafteten Stromungen ist z. B. in Wandnahe in der
Regel 0 #£ 0

e Drehungsfreie Stromungen (Potentialstromungen)

Fluidteilchen

@ Verzerrung ist moglict

Drehungsfreiheit ist im Allgemeinen nur in reibungsfreien Stromun-
gen moglich.
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Erhaltungsgleichungen flr reibungsfreie Stromungen

d[
Z F, = Druck- und Volumenkrafte

FIuideIement In Form einer Kugel

e Reibungskrafte fuhren zur Drehung

e Die Krafte in einer reibungsfreien Stromung gehen durch den Mit-
telpunkt
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e INn reibungsfreier Stromung (ohne Diskontinuitat) kann keine Dre-
hung erzeugt werden

e eine zu einem Zeitpunkt drehungsfreie Stromung bleibt drehungs-
frei

Wirbelvektor
1 1 u
ﬁ:§rotﬁz§(v X 7)mitv = | v
w
NN A
_ 0 — — Y
9 Qy 9 %z T
g w ov _ ou W
E \ 0z~ 9y )
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ebene 2d Stromung (w = 0, % = 0)
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Wirbelfluss ¢

Integral Uber den durch eine Flache A tretenden Wirbelvektor (in
Analogie zu demintegral tber den durch eine Flache tretenden Ge-
schwindigkeitsvektor = Volumenstrom)

n

A
< A

Q= [,&-idA

Q= [,7-7dA
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Zirkulation I

Linienintegral Uber das Skalarprodukt aus Geschwindigkeit ¢ und
dem Linienelement ds langs einer geschlossenen Kurve C.

<&

Zusammenhang (Satz von Stokes)
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Es wird die zweidimensionale Couette-Stromung ohne Druckgradi-
ent untersucht. Bestimmen Sie &, ', (.

Gegeben: uyy, h, I

4 uy) "
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Couette Stromung = ohne Druckgradient

Y
= uly) = UW%

ebene Stromung

s 8 1 (Ov ou 1 uyy
W = W —_— — _ — _
N 2 \Ox 0y 2 h
Wz
0
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13.3
2
[ 7ds=0, dau=v=
1
3
[7ds=0, dav L ds
2
4 4 4
U —dx
U ds = : = | —updr = —uyyl
! “3f<v> <dy> J :
1
[ 7ds=0, dav L ds
4
— [ = —UWZ
L. —U 1
Q:/wndA:sz 2hW-lh: — Sy
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Ein Wirbelsturm hat folgende Geschwindigkeitsverteilung:

wr r <7y

/Ufr':O

U@(T): 9
W T -
— r>r

, 0

1
rp=10m  w=10- H=100m p=1,25kg/m’

a) Skizzieren Sie vg(r)!

b) Bestimmen Sie die Zirkulation auf einem Kreis um den Ursprung
farr < rg,r =rgund r > rq!

c) Zeigen Sie, dass fur r > ry die Stromung drehungsfrel ist!

d) Wie gross ist die kinetische Energie innerhalb eines Zylinders mit
dem Radius R = 2 rg und HOohe H?
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a)
V®“
L ;
2T 5
I 2T W T r <rg
b [ = {[ds = dO = —
) 7{@ > /U@(T)T {27rwr8 r >
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C) [ = §7-d5 = 0
C
w = 0
210
d) E = /gU%HQTFTdT:
0

mpHw ry (0,25 + In2) = 3,7-10° Nm
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Annahmen: reibungsfrei, drehungsfrei
2-dimensional (eben)
Inkompressibel, stationare Stromung

drehungsfrei: & = 0

0 1rot* 1V><_’ ! o
T U TV R UE o | U
Vg — Uy

2-dimensionale Stromung w; = wy = 0

Ly (0 oy
VW T T o\ G T By )
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drehungsbehaftet

Aufgabe 4.1: rot(grad f) =0

drehungsfrei
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Wenn w, = 0 — es existiert eine Funktion ® mit der Eigenschaft
(92
ox

00
\ 0y /

— Kontinuitat (2-d, stationar, inkompressibel)

= U
v=V P . — <v) =
Potential

ou O oo
: ) — PR
or "oy V2p = AD = 0

0%d  9%d

H——l,——:

or?  Oy?
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lineare Differentialgleichung
— das Prinzip der Superposition ist anwendbar

Wenn ¢, &, Losungen der Gleichung sind, dann sind auch C] -
Oy, Cy-Dound Cf - Py + Oy - P9 LOSungen der Gleichung

Stromfunktion : u = g—; v = —g— erfullt die Kontinuitatsgleichung
Yy X

w=0[V2¥ = AV = 0

Oy = Wy; Py = =V, — Linien mit konstantem ¢ und ¥ stehen
senkrecht aufeinander
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d = konst — Potentiallinien

U = konst — Stromlinien

® und ¥ werden verwendet, um Stromungsfelder und Stromungen
um Korper zu beschreiben

Die Kontur wird durch eine besondere Stromlinie reprasentiert.
— Der Geschwindigkeitsvektor ist parallel zur Wand

Aber: Stokes’sche Haftbedingung kann nicht erfullt werden
(reibungsfrei und drehungsfrei)

— Widerstandskrafte und Schubspannungen konnen nicht
berechnet werden
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e komplexe Zahlen

c=a+iy=re?P =r(cosp+ising)

T =T COoS (P r=/2?+y?
<

Y = TSI O = tan 1 (g)

T

e komplexe Geschwindigkeit
w=u-+1v
e konjugiert komplexe Geschwindigkeit

W=Uu—10
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komplexe Potentialfunktion
komplexe Stromfunktion

F(z) = / Bdz — Blay) + iUz, y)

Laplacegleichun 0% -+ ia + 1 il -+ i 0
_— —_— _— ’[/ _— —_— p—
¥ J Y 0r?  Oy? 0r?  Oy?
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A

y Stromlinien

[T
[N

Parallelstromung: F'(2) = (uco — 1 Uso) 2

O = UsoT + Vool VU = UsolY — Vool
U = uOO VUV = UOO
E
Quelle, Senke: F(z) = —Inz
2T
E E
O=—Inr U =—0p
21 21
E oz E oy
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. [
Potentialwirbel: F(z) = 2—2’ In 2
s
[
O =——tan ! (g)
2T x
Iy
—
232 + y?

<
o

N
N

[’
\P:2—ln\/x2+y2

7
' =
o 2ma? 42
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Dipol: F'(z) = %
ma

O=
5132+y2

my
V= g2 + y2
21y
V= —m
(22 1 y2)2
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a

Eckenstromung: F(z) = —z" (n € R, acC)
n
= 21" cosng U= 27 sinng
spitzer Winkel konkav

7 N
Z =
P e F

—

e
e

konvex .
SO
N\

\\ N
N
N
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Singularitaten haben ihr Zentrum im Ursprung des Koordinatensy-
stems

— Verschiebung
Beispiel

F(z)=4&n(z—ib) — v

1

- - =\
QEHZ F(z)zzﬂln(z—a)

N
N
%/

1
y

F(z) =
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Simulation von Wanden @ ) §\.\\\\\

durch Spiegelung S T symmeriestene
. =&
2
e Normalerweise werden Konturen durch Staupunktstromlinien re-

prasentiert

— Lokalisierung des Staupunktes (u = v = 0)
— Berechnung von ¥ im Staupunkt
— skizzieren der Stromlinien

Vi(z,y) = Vi(rs,ys) = konst.
— ys = f(xs)
— 1= ['(ys)



Potentialtheorie A“\

e Stromlinien schneiden sich nicht ) _
— Jede Stromlinie kann eine Kontur reprasentieren

dann ist normalerweise u,, # 0

e Bernoulligleichung ist gultig

1 1
PO = Poo T 5,0(16%0 + ”Ugo) =P+ §p(u2 + 02) — konst.
P —DPref  2P%ef — 2PV oK

— Berechnung von ¢, = 5y 03 = 5

5 Uref 2%ref “ref
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Eine ebene Stromung wird durch die Stromfunktion ¢ = (%)xy be-

schrieben. Im Punkt ;.. = 0,y,.r = 1 m betragt der Druck p,..; =
10° N/m?.

U=2m/s L=1m p=10° kg/m’

a) Uberpriifen Sie, ob die Strémung ein Potential besitzt.

Bestimmen Sie

b) die Staupunkte, den Druckbeiwert und die Isotachen,

c) Geschwindigkeit und Druck fur z1 = 2m, y; = 2m,

d) die Koordinaten eines Teilchens, das zur Zeit t = 0 den Punkt
x1,y1 durchlauft, fur die Zeit ¢t = 0.5s,

e) die Druckdifferenz zwischen diesen beiden Punkten.

f) Skizzieren Sie die Stromlinien.
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a) Gegeben: Stromfunktion ¥ = Uzy

® existiert, wenn & = 0
ebene Stromung — 2-dimensional — wy = wy = 0

szzl(vx—uy) 1<@—@) =0

2 "2\ 0z Iy
ov U ou )
u:a—y:Laj >ay:()
> wy =0
ov U ov
U:_%:_Ly >8:1::O)
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— die Stromung ist reibungsfrel und ein Potential existiert
o existiert — Berechnung von ¢

0P

1) u= P =

Ju=3, == [uds + fily)+ G
0d

L) @ay) = [ Fodz+ Aly) +C)

2.) O(z,y) = /—%ydy+f2(fc>+02
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U 22

1) (a,y) = T+ fily) + C4

2

2) B(z,y) = ——%+ fola) + s

Vergleich von 1.) und 2.)

U 2 U y?
75 T f1(y)+C1 = T T falx) + Cs
Uy* _Uaz® o
fily) = T folx) = 79 Ci=0y=C
—><I>:£(x2—y2)+0

2L
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komplexes Potential F(z)

F(z) = F(x +iy) = ®(x,y) + 1V (z,y)

= E(w — %) + zzazy
U

=57 * + 2izy — )
U 9
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Skizze des Stromungsfeldes

e Staupunkte — Staupunktstromlinie

e asymptotische Stromlinien
T,y — 00 x,y — 0

e Stromungsrichtung

Staupunkte: 7 =0 : u=v =0
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Aul3erdem: u = 0 auf der y-Achse

v = 0 auf der z-Achse
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U = konst.

VU = Zzxy = konst.

NS

— Y =7 konstl Cfura:#()

:E—LkOTLS?fl Cfury#O

— Hyperbel
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Stromlinien: ¥ = konst.
U = %a:y = konst.

—>y—Lk0nst1 Ofrx#()

Tr = L/{Onstl O fry # 0
—> Hyperbel

Staupunktstromlinie

U L

UV=0-— r =0 odery =0
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14.5
— x-Achse und y-Achse sind Staupunktstromlinien
. . U U
Stromungsrichtung v = —x, v = ——y
L L
A
u<o Y u>0
V<E// v E v<O
u
|
X
\\\ //’ u>0
u<o v>0

v>0
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Druckkoeffizient

P — Pref V2 U2 + ”02
. R
2"ref Uref ref = “ref
U )
U= —=I
L 72 4 12
- Y Tref T Yref
= Y
L™ )
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Linien konstanter Geschwindigkeit

\”U\ — Vu2 + v2 = const.

-G -or-(2)

—

. _ _ L
Kreise mit dem Radius R = Fv
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90°-Eckenstromung
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ebene Staupunktstromung

T

||—|HHH|—|HHH|—|HHH|—|HHH|—|H
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Ein Bruckenpfeiler mit kreisformigem Querschnitt wird mit der Ge-
schwindigkeit u,, angestromt. Weit vor dem Pfeiler betragt die Was-

sertiefe hoo.

R
ho| — —
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Uso = 1 m/s hoo =6 M R=2

m p =10 kg/m3 g =10 m/s2

Bestimmen Sie

a) die HoOhe des Wasserspiegels an der Pfeilerwand als Funktion
von 4,

b) die HOhe des Wasserspiegels in den Staupunkten,

c) die geringste Wassertiefe tiber Grund.

Hinweis: Nehmen Sie an, dal3 die Stromung eben ist.
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a) Kreiszylinder: Dipol + Parallelstromung

M R’
F(2) = Upoz + — = U2 + s
2T 2 z

p P
pgheo + iugo = pgh(0) + 51}2

10D Rus \
vy =y = (uoo + Tzoo> sin 6

T:R:UQ:ngélugosinZ@

U2

hB) — hoo = 2—;0@ — 4sin° )
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b) Staupunkte:

0=0undf =

uz
h=hs +—=06.0>m
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Gegeben ist die Stromfunktion ¢ (x,y) fur die Strémung eines in-
komressiblen Fluids durch die skizzierte ebene Duse.
Y

= —Upo L
¢($7TJ) h<$)uoo
1
Gegeben: us, L, B, hy = L, hy = gL

a) Bestimmen Sie den Verlauf der oberen und unteren Disenkontur
h(zx) so, dass die Stromung als Potentialstromung dargestellt wer-
den kann.

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeitsverteilung u(x,y) und v(z, y).
c) Bestimmen Sie den Volumenstrom durch die Duse mit der Breite
B.
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y’hu
‘ 27 :

. <<<<§¢
l hl /S / /S /A
3 L_ \ 4 h(X) h2
1. 1L Y 3L x
3 -7 7 77 7

I /<h(x)
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) 2 2
Voraussetzung: w=0— g;ﬁ + % = (
ey 0% 0 (0 [ 1\ _
oy 0x?  Ox S0 e hz)))
0 W' (z)

ox

2 X Integriert. —

h? ()

/
d

(—yuooLh ($)> =0 —
dx

1
—201$+02

h(z)

(

h? ()
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R.B
r=L h=1L — ——=CL+C
1
v=3L, h=zL = —Z=3CL+C
1 L?
= (=0 G=-73 = hz)=—
b)
(W 8¢ ” Uo
U=——; U=——7"] = —2
5y T LY
xr
u:uOQ U:_UOO_
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V = n) = Vlye—n)la=L
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Gegeben ist die Stromfunktion ¢ = ¥ + 1
[

o )2 4 a2

mit i1 = 27Tln\/(:): a)s +y

21
_ 2 o2
tho = 2W1H\/($+a) +y

Gegeben: a, I' > 0
Bestimmen Sie

a) die Koordinaten des Staupunktes.
b) den Druckbeiwert auf der z-Achse c,(z,y = 0) so, dass im Koor-
dinatenursprung ¢, = 0 gilt.
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a) Bedingung flr den Staupunkt: v = 0,v =0

o T (v B

_8y__27r x—a)2+y2 (a:+a)2+y2
L ! + : 0 0
U=—— — (0 wenny =
/' \z—a?+2  (x+a)l+y Y

vV =

op T r—a 2(x + a) )
_%_2W<(aj—a)2+y2 (z +a)? + y?

. [’ 1 2 I' 3x — a
firy=0: v + = *)

o \z—a xz4+a) 2mz2—g2

a
v=0,wenn3z —a=0 — Staupunkt: zs= 3 ys = 0
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alternativ:
y A
M 1/3a I
0\ / >
J 0 . o
7"2 I"l
[ [ 21 5
Vg — — .U = > = > To —= AT
O opp T 0 27Ty 27T : !

2 a
2&2T1+T2—>2a:37°1—>T1:§a_>xsz_

3
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b)

2 2
cp(z,y=0)=1-— 2u —I_UQ mit u = 0 flr y = 0.
(v + v
(0,0) © 7(0,0)
v? "1 oh dh
:>cp(x,y:0):1—v2 V(0,0) = 5 (siehe x) d. o) = 0
(0,0)
/3:1:—@\2
. 22
mit x) cp(z,y =0) =1 — 7
\ o )
3 2\ °
Ta — a
———>cp(:1:,y0)1< 5 2) fir z # a, —a
T4 —a
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Ein ebener Halbkorper mit der Breite 2A wird mit der Geschwindig-
keit uso angestromt.

— \

S e— Y
Pco

Gegeben: uso, Poo, h
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Bestimmen Sie:

a) den Staupunkt und die Geschwindigkeit im Punkt x = =5, vy = h,
b) die Kontur des Halbkorpers,

c) die Druckverteilung auf der Kontur,

d) die Isobaren, ,

e) die Kurve, auf der der Druck um Zugo grofRer ist als der Druck poo

In der Anstromung,

f) die Isotachen,

g) das Gebiet, in dem die Geschwindigkeitskomponente v grof3er ist
als U%O

h) die Kurve, auf der die Stromlinien unter 45° geneigt sind,

1) die maximale Verzogerung, die ein auf der z-Achse stromendes

Tellche n zwischen r = —oo und dem Staupunkt erfahrt!
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N

E
Y = Uy + 50+ ¢ = uxo
2T

|

h

Yy + — arctan
s

{?J

X

|| +¢
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m h «x
U = Uu -
> T2 4 g2
h gy
V = Un~o—
00 2 + g2
h
Staupunkt: u =v=0: z3=——,ys=
7T
2
-
h) =
u(xs, h) UOO1+7TQ
T
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b) Kontur: Stromlinie durch den Staupunkt
hm—=0 h 6’

mit 0 =7—6

Y

C)

u? 4 v? h2x+%

p=l——— =55

UL, T+ Y

sin (26") SA%

Cpk = o o/

d)

h 2
cp = konst : [x+—] +y2: (1 —c¢p) (—

7TCp

hy/1—c
Kreise um (—L,O> mit Radius D

7TCp 7TCp
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14.6
f)
\/u2 + 2 B
Uoo
A 2
L k27T_ 1 +y°
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9)

=
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h)

/
\
=3
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1) Beschleunigung auf der z-Achse:

du ou h(l hl)
b :u_:_uOQ_ _—i___

- dt ox T \x2 w3
db 0. ~ 3h
dv tmaz = 2T
4 T 2

b o — _
max o7 huoo
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Gegeben ist die komplexe Stromfunktion

2Uo 3 B
e S)) -
F(2) 3\/ZZ +27T1n(z)

Gegeben: L, uqo

Bestimmen Sie:

a) das Potential ¢(r, #) und die Stromfunktion (r, 9).

b) die Geschwindigkeitskomponenten v, vy.

c) die Konstante £ so, dald bei (x = —L,y = 0) ein Staupunkt ent-

steht,
d) die Gleichung der Kontur r..(9).
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Hinweise: |
=2 +iy =re?
Op 100 109 oY
Up = - =-77 V9= -7, ="
or 1ol r 00 or
y A
r
¥ ik
3

v
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Y 2 E
_ 4Uoco 3/2
F(z) = -—= — ]
(2) 3\/32 +27T nz
2uco 372 i3/20 , & i0
— = = (lnr+1
3\/57“ e +27T(n7°+ne )
2 3 )
B(r,0) = R(F(z)) = g%qﬁ/? cos 50+ o Inr
2 3 E
U(r,0) = S(F(2)) = ~223/26in 20 + ¢

3v/ L 2 2T
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od r E
0 — ooy [ o820 + ——
<T ) 67“ — Yoo \/; cvy 2 + 27T

10D ro. 3
vg(r,0) = v i —uoo\/gsm 59

. 2
c) Staupunkt bei (r = —L, y=0) — (r=1L, 0 = gﬂ)

b)

’Ué) — —Uo g/

r—uoo\/:COSW+——O—>E—27TUOOL
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d)

E 2 E 2
\Ifsp — %gﬂ' — g — gﬂ'uoolz — \IJK
2 2 3 E
—TTUool = 209032 6in 20 + 0
3 3v/L 2 2w
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