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Hinweis:

Achten Sie darauf, ob Sie alle Aufgaben erhalten haben.

Die Losungen diirfen ausschlieflich die gegebenen Groéfien enthalten.

Klausur Aerodynamik II

Fragenteil, Skelett- u. Traglinientheorie und Uberschallstrémung



Integrale und Additionstheoreme
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1. Aufgabe: Fragenteil (13 Punkte)

1. Stellen Sie die Prandtl-Meyer Stromung in ihrem gesamten Giiltigkeitsbereich in der Hodographen-
ebene mittels einer Epizykloide dar. Achten Sie auf die richtige Bezeichnung der Achsen und markieren
Sie explizit in Threr Skizze die entsprechenden Grenzwerte fiir die Winkel und Machzahlen (gegeben:
v =14).

2. Erkléren Sie die Begriffe des kritischen Druckbeiwertes ¢, und der kritischen Machzahl M ay,;;. Erkldren
Sie anhand einer Skizze, wie genau sich diese Gréflen bei einem Fliigel mit dem Pfeilwinkel ¢ = 45°
effektiv im Vergleich zu einem ungepfeilten Fliigel verdndern, gehen Sie dabei explizit auf die drei
Hauptauswirkungen der Pfeilung ein.

3. Formulieren Sie die mathematische Randbedingung fiir den statischen Druck an einem supersonischen
Austrittsrand.
Leiten Sie nun aus der Taylor-Reihenentwicklung die numerische Bestimmungsgleichung fiir den stati-
schen Druck am supersonischen Austrittsrand im Punkt i (p;) fiir ein dquidistantes kartesisches Gitter
mit dem Zellenabstand Ax = h her. Vernachlissigen Sie dabei Terme dritter und héherer Ordnung.

4. Gegeben ist das in der Abbildung gezeigte Bi-konvexe Gauf3-Profil, welches symmetrisch mit der Mach-
zahl M., = 3.0 angestromt wird.

Z=z/| d/ Z,=0.25d(1-cos(21X))

M""—» X=x/1
05 1.0

Bi-konvexes Gauf3-Profil

(a) Zeichnen Sie das zu erwartende System der StoB- und Expansionswellen um das Profil. Achten
Sie genau auf die Winkelrelation bei den evtl. auftretenden Sté83en, Expansionen und Machschen
Linien.

(b) Skizzieren Sie die Druckbeiwertverteilung entlang der Wand des Profils ¢,(X).

Hinweis:

Falls notig, iibertragen Sie die Skizzen in Ihre Losungsblédtter und zeichnen Sie die Lésung dort ein!



2. Aufgabe: Skelett- und Traglinientheorie (20 Punkte)

Fiir die Auslegung eines Tragfliigels soll zunéchst das Profil eines schwach gewolbten Fliigelsegments mithilfe
der Skelett-Theorie analysiert werden. Die Skelettlinie Z() ist durch die Funktion

10 4 1 (s)
ZO(X) = —XP 4 X7 - oX = - X(X - 1)(3X - 2); X:%; 7 = Zl
gegeben. Im Anschluss an die zweidimensionale Analyse sollen auch dreidimensionale Effekte untersucht

werden. Dafiir soll in Aufgabenteil 5. die Traglinientheorie verwendet werden.

1. Nennen Sie je zwei Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Skelett-Theorie und der Traglinien-
theorie.

2. Zeigen Sie, dass das gegebene Profil einen S-Schlag hat. Welche Bedeutung hat dies fiir die Koeffizienten
A, mit n € Ny des Reihenansatzes nach Birnbaum-Ackermann?

3. Berechnen Sie den Auftriebsbeiwert ¢; des Profils in Abhéngigkeit des Anstellwinkels «. Zeigen Sie
dafiir zunéchst, dass die allgemeine Formulierung des Auftriebsbeiwerts ¢; = w(24¢ + A1) lautet und
bestimmen sie anschlieend die Koeffizienten A,, mit n € Ny.

4. Bestimmen Sie den Momentenbeiwert ¢, = —7(249+2A1 + Az) in Abhéingigkeit des Anstellwinkels o
Leiten Sie die Druckpunktlage X p in Abhéngigkeit des Auftriebsbeiwerts ¢; her und skizzieren Sie diese
fiir das gegebene Profil.

Die weiteren Untersuchungen des Fliigelprofils haben ergeben, dass die Zirkulation an der Fliigelwurzel
I'(y = 0) = T’y betréigt. Basierend auf diesen Ergebnissen soll das Profil der Tiefe ! nun in Form eines
Rechteckfliigels mit der Spannweite b > [ mit der Traglinientheorie analysiert werden. Um den Widerstand
des Tragfliigels zu minimieren, wird eine elliptische Zirkulationsverteilung iiber dem Tragfliigel angestrebt.
Dies soll mit einer geeigneten Verwindung des Fliigels realisiert werden.

5. Berechnen Sie die Funktion des lokalen geometrischen Anstellwinkels a4(¢), die bendtigt wird, um die
angestrebte elliptische Zirkulationsverteilung zu erzielen. Leiten Sie dafiir zunéichst den geometrischen
Anstellwinkel () fiir eine allgemeine Zirkulationsverteilung um das gegebene Profil her.

gegeben: [, uy, b, I'g

Hinweise:

Fiir Aufgabenteil 1-4, Skelett-Theorie:

Reihenansatz von

— [ N .
Birnbaum-Ackermann: V() = 20 (AU tan( 2) + Zn:l An sm(mp))

(s) N
o — dgso = o Ancos(ny)

Acp(p) = 22#)

Uco

1-+cos
X = 5 ()

Fiir Aufgabenteil 5, Traglinientheorie:




3. Aufgabe: Uberschallstrémung (17 Punkte)

Es soll die supersonische Strémung um das in der Abbildung dargestellte Profil unter dem Anstellwinkel «
untersucht werden.

X VL/A_P/TO

Z=z/

\{

X=x
@

1. Das Profil wird zunéchst ohne Annahmen der linearisierten Potentialtheorie mittels der allgemei-

nen gasdynamischen Beziehungen untersucht. Der Anstellwinkel betriagt ag

= 20° und beide

Klappen sind um 7; = 20° ausgeschlagen. Die Machzahl der freien Anstromung ist My, = M; = 5.

(a)

(b)

()

(d)

Skizzieren Sie sorgfiltig das Stromungsfeld um das Profil unter Beriicksichtigung der Stromli-

nien und mogl. Verdichtungsstéflen, Expansionsfichern sowie Machschen Linien. Lassen Sie die

Zustandsénderungen an der Hinterkante zunéchst aus.

Leiten Sie die Gleichung zur Bestimmung des Auftriebsbeiwertes ¢; des Profils in Abhéngigkeit

von den statischen Druckverhiltnissen (p—Q, Ps P4 PS5 D6 pi) sowie den gegebenen Groéflen der
pP1’p1’pP1’p1’p1’p1

Anstrémung her.

Bestimmen Sie die relativen Werte des statischen Druckes auf der Unterseite des Profils fiir die

5 D6 ynd ﬂ).
p1

’p1
Fiir den Zustand 4 wiirde sich der relative Druckwert von p—‘l‘ ~ (0.6 ergeben. Vervollstandigen
Sie die Skizze bei (a) durch Einzeichnen der Verdichtungsstofle, Expansionsfacher und der sich
ergebenden Diskontinuitétslinie (slip line) an der Hinterkante des Profils.

einzelnen Zusténde 5,6 und 7 bezogen auf den statischen Druck der Anstrémung (

Gegeben fiir Teil 1: Machzahl der freien Anstrémung M., = My = 5, Anstellwinkel oy = 20°, Klap-

penausschlagwinkel 77; = 20°, Isentropenexponent ~.

2. Das in (1) untersuchte Profil wird nun (iiber einen ausgedehnten Machzahlbereich) bei kleineren An-
stellwinkeln o und Klappenausschligen 7 im Uberschall untersucht. Dies soll mithilfe der linea-
risierten Potentialtheorie erfolgen. Nehmen Sie an, dass der Klappenausschlag klein ist, so dass
sin(n) ~ tan(n) ~ n und die Vorder- bzw. Hinterkante immer bei X = x/l =0 bzw. X = z/l = 1 ist.

(a)
(b)

Bestimmen Sie den Auftriebsbeiwert ¢; des Profils in Abhéngigkeit vom Anstellwinkel o, dem
Klappenausschlag n und der Machzahl der freien Anstromung.

Bestimmen Sie den Widerstandsbeiwert cg des Profils in Abhéngigkeit vom Anstellwinkel o, dem
Klappenausschlag n und der Machzahl der freien Anstrémung.

Gegeben fiir Teil 2: Machzahl der freien Anstromung M, Anstellwinkel o, Klappenausschlagwinkel 7.

Hinweise:

Beachten Sie die gegebenen Abb. 3.1-3.4

«Q 10° £ 2° | 15°42° | 20°£2° | 25° +£2° | 30° +£2° | 35° £2°
sina~ | 1/6 1/4 1/3 2/5 1/2 3/5
RT = oRT =+ 26
Y y D=0 y  CplinTheorie = m
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Abbildung 3.1: Prandtl-Meyer-Winkel v iiber Machzahl M
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Abbildung 3.2: Machzahlverhéltnis M; zu Ms iiber einen senkrechten Verdichtungsstof3
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Abbildung 3.3: Druckverhéltnisse iiber senkrechten Verdichtungsstofl und isentropes Druckverhéltnis iiber
der Machzahl M
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CHART 2.—Variation of shock-wave angle with flow-deflection angle for various upstream Mach numbers Perfect gas, y=%.

Abbildung 3.4: Anderung des StoBwinkels in Abhiingigkeit vom Umlenkwinkel fiir verschiedene Anstrém-
Machzahlen M,



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (13 Punkte)(LOSUNG)

1. Prandtl-Meyer Epizykloide in der Hodographenebene:

2. Der kritische Druckbeiwert ¢, ist als dimensionsloser Druckbeiwert definiert, der erreicht wird, wenn
die Stromung isentrop Ma = 1 erreicht. Die kritische Machzahl Mag,;; ist die Machzahl der freien
Anstrémung, bei der auf dem Profil lokal zum ersten Mal die Schallgeschwindigkeit erreicht wird.

Bei einem gepfeilten Fliigel wird der kritische Druckbeiwert fiir eine konstante Machzahl der An-
stromung reduziert, da die mafigebende Normalkomponente der Machzahl um den Faktor cos ¢, in
diesem Fall um cos45° = 1/y/2 , verringert wird.

Die kritische Machzahl, die sich als Schnittpunkt des Verlaufs des lokalen Druckminimums am Pro-
fil mit dem Verlauf des kritischen Druckbeiwerts als Funktion der Machzahl ergibt, wird bei einem
gepfeilten Fliigel ebenfalls aufgrund vom oben genannten sowie zwei weiteren Effekten erhoht:

- Verminderung des inkompressiblen Auftriebsbeiwertes um cos ¢ = cos (45°) = 1//2.

- Schwiicheres Kompressibilitétsgesetz durch die Asymptotenverschiebung zu Mas = —— = /2

cos ¢

Effekt 1:  1/cos(o)

o .
1 (.p=45

“Cpix :
“Crg.ik .

: N \

: : \

0 Mkrit y v\\- \; M
0 Mkrit,w 1 V_2 -

Effekt 3:  1/cos(p)



3. Mathematische Formulierung der Randbedingung;: % = 0 (Extrapolation aus dem Rechengebiet).
Numerische Bestimmungsgleichung:

1 1
Pi-1 = Di +pxi(_h) + ipx:vi(_h)z + gpacac:ci(_h)g

1 1
Pi—2 = DPi +pm‘(_2h) + §pxmi(_2h)2 + gpam:,m'(_2h>3

Nach dem Einsetzen der mathematischen Randbedingung p,; = 0 folgt:

1 1

Pi-1 = pi+ 7pxm'h2 - 7pxxm'h3
2 6
4

Pi—2 = p;i+ 2p:cxih2 - gpxwxihg

Eliminierung von p.,; durch Multiplikation der 2. Gleichung mit —% und Addition zur 1. Gleichung;:

I TS T S
Pi—1 417@—2 - 4pz 6pa:xm
Somit folgt fiir p;:
4 1
Pi = 3Pi-1— 3Pi-2 +O(h?)
4.
A
°p
M 0.5
=y g—> X=x/I
1.0
Abbildung 1.1: System der Stofl- und Expansions- Abbildung 1.2: Druckbeiwertverteilung ¢, (X)
wellen



Losung 2. Aufgabe: Skelett- u. Traglinientheorie (20 Punkte)(LOSUNG)

1. (2 Punkte)
Voraussetzungen Skelett-Theorie: inkompressible, reibungsfreie, rotationsfreie und stationére Stro-
mung, sehr diinne Profile, kleine Anstellwinkel
Voraussetzungen Traglinientheorie: inkompressible, reibungsfreie, rotationsfreie und stationire Stro-
mung, ungepfeilter Fliigel (gerade %—Linie), kleine Wolbung/Profildicke/Anstellwinkel, mittlere bis
grofle Streckung (A > 5),

2. (2 Punkte)
Die Nullstellen der Skelettlinie liegen bei:

2
X=0, X=3 X=1

Das gegebene Profil weist 3 Nullstellen entlang der Profilsehne im Bereich 0 < X < 1 auf. Daher
hat das Profil einen S-Schlag. Da das Profil aulerdem entsprechend der Aufgabenstellung schwach
gewdlbt ist, miissen die ersten drei Koeffizienten des Reihenansatzes von Birnbaum-Ackermann von 0
verschieden sein A,, # 0 mit n < 2. Fiir die weiteren Koeffizienten gilt A,, = 0 mit n > 2.

3. (6 Punkte)
Der Auftriebsbeiwert ist definiert als das Integral der Druckbeiwerts iiber die gesamte Sehnenlénge.
Unter Verwendung der Transformation dX = —% sin(p)dy und den daraus resultierenden neuen In-
tervalgrenzen fiir die Vorderkante X =0 = ¢ = 7 und die Hinterkante X =1 = ¢ = 0 ergibt sich

die Formulierung fiir den Auftriebsbeiwert ¢;
1 1 s ™
a= [ aqmax =3 [ aqsinde = [ 1 s,
0 0 0 U

Durch Einsetzen der Zirkulationsverteilung nach dem Reihenansatz von Birnbaum-Ackermann erhélt
man

T 2o (AO tan(£) + SN | A, sin(ngp))
c :/ sin(p)dyp
0

Uoo
™ ™ N
S0 = 2/ Ap (1 —cos(p)) de + 2/ Z Ay, sin(ne) sin(p)dye
0 0 n=1

Mithilfe der Formelsammlung kénnen die Integrale bestimmt werden. Dadurch ergibt sich fiir den
Auftriebsbeiwert

cp = 7T(2A0 + Al)

Die Ableitung der Funktion der Skelettlinie ist

dz®) 20 4
= 3X’+ X -
dX * 6 6
Mit der Transformation X = H#S(‘p) ergibt sich

dz®) 3<1+cos(<,0)>2+20 <1—|—cos(g0)> 4
-3 == — )%

dx 2 6 2

10



Durch Einsetzen der transformierten Ableitung in die kinematische Randbedingung

dZ 0 &
ZA cos(ny)

ergibt sich

N
1+cos(p)\> 20 /14 cos(p) 4
— ) = — | +== E A,
a+3 < 5 o 5 62 cos(nyp)

Mithilfe der Formelsammlung kann diese Beziehung zu

iAnCOS(w) s <1+2005(g0)+c052(4p)> B %0 <1+cos(g0)> +%

4 2
n=0
N 1,1
1+ 2cos(p) + 5 + 5 cos(2¢) 20 (/1 + cos(p) 4
A, _ 2 2 20 (14cos(p) , 4
@TLZZO cos(ny) a+3< 1 5 > —1-6
al 9 10 4 3 10 3
& nz:OAn cos(ny) = a + ST 6 + 6 + B cos(p) — " cos(p) + 3 cos(2¢)

umgeformt werden. Mit einem Koeffizientenvergleich kénnen anschliefend Ag, A1 und As zu

1
Ay = - Al = —= Ay = —
0=a+ 3’ 1 6 273
bestimmt werden. Der Auftriebsbeiwert ist somit

Cl—7T<2A0+A1)—27TOJ+E

. (3 Punkte)

Mithilfe des Hinweises und den Koeffizienten aus Aufgabenteil 3. gilt fiir den Momentenbeiwert des
Profils

Cm = —%(2A0 F241 + Ay) = ——a — —

Die Position des Druckpunktes ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht zu

s 57
x,—_Cm_ilgtAitd) 1 G(Aitd) 1 %

Cy Cy 4 C| 4 C|

Xp

1.25 +
1.0 +
0.75

0.5 +
Xpl(e)

Xy = 0.25

11



5. (7 Punkte)

Der geometrische Anstellwinkel oy = s+ setzt sich aus dem effektiven Anstellwinkel o fr und dem
induzierten Anstellwinkel «; zusammen. Der lokale effektive Anstellwinkel fiir einen unsymmetrischen
Fliigel ist definiert als

l
Qeff = 5 T 0

2m
Mit dem lokalen Auftriebsbeiwert ¢;(¢) = i E(f)l(sp) = 7 F(f()w)’ der konstanten Sehnenlénge des
5 PooUsg 3 Uoco

Tragfliigels {(¢) = | und dem Nullauftriebswinkel ¢;(ag) = 0 = g = —; aus Aufgabenteil 3. ergibt
dies

Ple) 1
Tusl 24

Oéeff(SO) =

Der induzierte Anstellwinkel a; entpricht fiir kleine Winkel néherungsweise

b dl g,/
w; 1 2 d/dy
ai(y) = —— = / .

Uoo AT U0 -t Y- Yy

Mit der Koordinatentransformation y = —% cos(p) kann der geometrische Anstellwinkel als Funktion

von ¢ formuliert werden.

a(@):r(w)_i_ 1 /7r dep
9 Tusol 24 2mbus Jy cos(p) — cos(¢’)

Fiir die allgemeine Zirkulationsverteilung gilt der Ansatz

N
T(p) =T » _ Aysin(ngp)
n=1
Abgeleitet ergibt dies
N
dr
dEZD) =Ty Z nAy, cos(ny)
n=1

Daraus resultiert folgende Formulierung fiir den geometrischen Anstellwinkel

() Iy Zf:[:l Apsin(ngp) 1 1 /’r Iy Zgil nA, cos(ny’)dy’
« = —
9\¥ ool 24 2mbus Jo cos(¢) — cos(¢’)
r LAy 1 Ty & i
ooyl = O TaaAnsining) 1 To g sining)

7ruool 24 2bue n:1n " sin(yp)

mit dem Glauertintegral

/ Zn 1nA cos(mp —WZ nsm

COS — COS

Fiir eine elliptische Auftriebsverteilung, dessen Zirkulation an der Fliigelwurzel I'(y = 0) = I'g betrégt,
gilt I'(p) = T'psin(p). Daraus resultiert die gesuchte Funktion des lokalen geometrischen Anstellwinkels

Tgsin(p 1 Ty
aylp) = T Ly

TUool 24 2buo

12



Losung 3. Aufgabe: Uberschallstromung (17 Punkte) (Losung)

1. Das Profil wird zunéichst ohne Annahmen der linearisierten Potentialtheorie mittels der allgemei-
nen gasdynamischen Beziehungen untersucht.
Der Anstellwinkel betrigt a; = 20° und die Klappen sind um 7; = 20° ausgeschlagen. Die Machzahl
der freien Anstromung ist Mo, = M; = 5.0.

(a) Skizze:

T
N

(b) Mit der idealen Gasgleichung p; = p1RT} sowie der Beziehung fiir die Schallgeschwindigkeit
c1 = y/vRI} ergibt sich fiir den Auftriebsbeiwert:

AV2 T LM Al 9MZ - ARTI M2 pil

c =

Die Auftriebskraft ist senkrecht zur Anstromung und ergibt sich aus der Druckkraftdifferenz:

L = N275 cos(a; —m1) + N376 cosay + ]\7477 cos(ag — 1)
= 0.25- (ps — p2) cos(ar —n1) + 0.50 - (p6 — p3) cos ag + 0.250 - (p7 — pa) cos(a1 — 1)

Somit ergibt sich fiir den Auftriebsbeiwert:

2
o =— Kpg’ - p2> £0.25 + <p6 - p?’> 0.5 cosap + <p7 - p“) -0.25]
YMS [\p1 p1 2R U P D

(¢) Zustandsdnderungen fiir die Unterseite:

Von 1 nach 5 wird die Stromung nicht umgelenkt, sodass sich nur eine Machsche Linie aus-
bildet und sich die Zustandsgréfen nicht &ndern. Daraus folgt fiir das Druckverhéltnis g—f =1.

Kompression von 5 nach 6 = 56 = f16 = |o| = 20°
Ms=DM; =5 (Abb.34)= 056~ 30°
Ms,, = Mj,, =5 -sin30° =~ (Tabelle aus dem Hinweis) 5- 0.5 = 2.5
Fiir das gesuchte Druckverhéltnis folgt:

(Abb.3.3) = Z_Ppn —o5~7
P b5

Bestimmung des Zustandes 6:
Ms, =25 (Abb.3.2) = Mg, ~0.5

M, 0.5 0.5
Mg = — bn - _ = — ~ (Tabelle aus dem Hinweis) 0.5-6 =3
sin(os6 — PBs,6)  sin(30° —20°)  sin10°
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Expansion von 6 nach 7 = vy = v + |m|

Mg=3 (Abb.3.1)= 1g=50° = 1v;=50°+20°=70° (Abb.3.1)= M;~ 4.3

Fiir das letzte gesuchte Druckverhéltnis folgt:
pr _ Pr Por Pos Po _ P Pos P

p1 _P07 Po6 D6 D1 bor Pe P1

(Abb. 3.3) = 280 =3)~40, 2T(M;=4.3)~240
Pe pr
p7 1 7
bT_ — 40.7=1
p1 240 6

(d) Der statische Druck im bei (c) bestimmten Zustand 7 ist hoher als im Zustand 4 (¥ > 24).
Es findet ein Druckausgleich an der Hinterkante des Profils statt. Die Stromung auf der Unter-
seite expandiert nach, wiahrend auf der Oberseite eine Kompression stattfindet. Die Trennlinie
zwischen den Gebieten mit gleichem Druck jedoch unterschiedlichen Geschwindigkeiten ist eine

Diskontinuitétslinie (slipline).

slip line

(a) Mit dem Hinweis ¢p jinTheorie = £

4o — ) 4o wnd Acy, 4(o — m)

VMa2, 1’ Pes T /Ma2, — 1 - /Ma2 1

Der Auftriebsbeiwert ergibt sich zu:

A6175,2 =

da — 2my,

vV Ma2, —1

(0.25 (o — m) + 0.5+ 0.25 (a — ) =

1
4
c = AcydX = ———
l /o P VMa2, —1
(b) Fiir den Widerstandsbeiwert ergibt sich:

4 _ 402 — damy, + 27)]%

1
B BAY — 2 2 _ o2 o
c“’_/o Acy - BidX (0:25 (0 = ) +0.50% + 0.25 (= 7)?) T

VMaZ, —1
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