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1. Aufgabe

a) Kräftegleichgewicht: Auftrieb = Gewichtskraft

mg = ρW gVU + ρWgV0

V0 =
m− VUρW

ρW

b)
p(H) = pa + ρWgH

paV0 = mRT = p(H)V1

V1 = paV0/p(H) =
pa(m− VUρW )

ρW (pa + ρW gH)

c)Bedingung für positiven Auftrieb:V1,neu ≥ V0:

∆V = V0 − V1 = V0

(

1− pa
pa + ρW gH

)

= V0
ρwgH

pa + ρwgH

∆m = ∆V ρL(z = H)

Ideales Gasgesetz:p = ρRT

pa
ρL(z = 0)

=
(pa + ρW gH)

ρL(z = H)

ρL(z = H) = ρL(z = 0)
pa + ρW gH

pa

∆m = V0
ρwgH

pa + ρwgH
ρL(z = 0)

pa + ρW gH

pa

∆m = (m− VUρW )
ρL(z = 0)gH

pa

2. Aufgabe

Obersee

UnterseeUntersee

H

0

12

3

4

56

a

a) Leistung der Pumpe:P = V̇△p0; △p0 = p2 − p1

Bernoullia → 1: pa = p1 +
ρW
2
v21(1 + 2λ L1

D1

) + ρWgL1

Bernoulli2 → 3: p2 +
ρW
2
v22 = p3 +

ρW
2
v23(1 + λ L1

D1

)

HGG:p3 = pa + ρW gh; Konti: v = v1 = v2 = v3



→ p2 − p1 = ρW g(h+ L1) +
ρW
2
v2(1 + 3λ L1

D1

)

mit V̇ = π
4
D2

1v folgt:

P = V̇ [ρW g(h+ L1) + 8ρW ( V̇
πD2

1

)2(1 + 3λ L1

D1

)]

b) pmin = p1 (Druck am Pumpeneintritt), mit Bernoulli aus a) folgt:

p1 = pa − ρW
2
v2(1 + 2λ L1

D1

)− ρW gL1

!
> pD

↔ v < (2(pa−pD−ρW gL1)

ρW (1+2λ
L1

D1
)

)
1

2

→ V̇max < π
4
D2

1v = π
4
D2

1(
2(pa−pD−ρW gL1)

ρW (1+2λ
L1

D1
)

)
1

2

c) instationäres Ausströmen:

Bernoulli4 → 6: pa + ρWgH = p6 +
ρW
2
v26 + ρW

∫ 6

4
∂v
∂t
ds+△pV

mit p6(t ≥ 0) = pa und△pV = ρW
2
v25λ

L2

D2

+ ρW
2
v26λ

L3

2D2

Konti: π
4
D2

2v5 =
π
4
D2

6v6 → △pV = ρW
2
v26λ(

L3

2D2

+ 16L2

D2

)

für stationäres Ausströmen gilt:∂v
∂t

= 0

→ v6,stat = ( 2gH

1+ λ
D2

(
L3

2
+16L2)

)
1

2

instationär:

pa + ρWgH = pa +
ρW
2
v26(1 +

λ
D2

(L3

2
+ 16L2)) + ρW [

∫

L2

∂v5
∂t
ds5 +

∫

L3

∂v6
∂t
ds6]

(ab jetzt(1 + λ
D2

(L3

2
+ 16L2)) := K)

→ ρW gH = ρW
2
v26K + ρW

dv6
dt
[(2D2

D2

)2L2 + L3]

↔ 2gH
K

= v26,stat = v26 +
2
K

dv6
dt
[4L2 + L3]

→
∫

△T
dt = 2

K
(4L2 + L3)

∫ 0,5v6,stat
0

dv
v2
6,stat−v2

mit Hinweis
∫

dx
a2−x2 =...→ △T = 4L2+L3

Kv6,stat
ln(v6,stat+v

v6,stat−v
|0,5v6,stat0 )

→ △T = (4L2+L3)ln(3)
√

2gH(1+ λ
D2

(
L3

2
+16L2))



3. Aufgabe

G

r

z

pa

pi

1. K.F.

pi pa

2. K.F.

v

b

b
sin α

α

v = v cosr α

v = v sinz α

a) 1.KF. Impulssatz in z-Richtung

(pi − pa)π
D2

4
−mg = −̺(v sin(α))2

b

sin(α)
2π

D

2

⇒ (pi − pa)π
D2

4
−mg = −̺v2 sin(α)bπD

2.KF. Impulssatz in radialer Richtung

(pi − pa)πDh = ̺v sin(α)v cos(α)
b

sin(α)
πD + ̺v2bπD

⇒ (pi − pa)πDh = ̺v2bπD(cos(α) + 1)

Einsetzen ergibt:

v =

√

mg

̺Dπb(sin(α) + D
4h
(1 + cos(α)))

(pi − pa) =
mg(cos(α) + 1)

hDπ(sin(α) + D
4h
(1 + cos(α)))

b) Bernoulli∞ → Austritt

pa +∆pG = pa +
̺

2
v2 ⇒ ∆pG =

̺

2
v2

V̇ = πDbv ⇒ P = V̇∆pG =
̺

2
πDbv3



c) P minimal, wenn v minimal

(sin(α) +
D

4h
cos(α)) = g(α) = max!

dg(α)

dα
= cos(α)− D

4h
sin(α) = 0

⇒ cos(α) =
D

4h
sin(α)

⇒ α = arctan
4h

D



4. Aufgabe

a) Skizze des Verlustes an Energiehöhe:

1 2

∆

H

H

b) x-Impulssatz:
dIx
dt

=
∑

Fx

v
1

v
2

−̺v21z1b+ ̺v22z2b = bpa(z2 − z1) + b





z1
∫

0

(pa + ̺gz) dz −
z2
∫

0

(pa + ̺gz) dz





→ 1

g

(

v22z2 − v21z1
)

=

(

z21
2

− z22
2

)

Konti: v1z1 = v2z2

→ 1

g

(

v21z
2
1

z2
− v21z1

)

=
1

2
(z21 − z22)

→ v21z1
gz2

(z1 − z2) =
1

2
(z1 − z2)(z1 + z2)

→ v21z1
gz2

=
1

2
(z1 + z2)

→ z22 + z1z2 − 2
v21z1
g

= 0, mit Fr =
v√
gz

→ z22 + z1z2 − 2Fr21z
2
1 = 0

→ z21,2 = −z1
2
±
√

z21
4

+ 2Fr21z
2
1

Einzige, physikalisch sinnvolle Lösung:z2 =
z1
2

(

−1 +
√

1 + 8Fr21

)



c) Energiesatz:z1 +
v21
2g

= z2 +
v22
2g

+∆H12

→ z1 +
v21
2g

= z2 +
v21z

2
1

2gz22
+∆H12

→ ∆H12 = z1

(

1− z2
z1

+
Fr21
2

(

1−
(

z1
z2

)2
))



5. Aufgabe

a) Kräftegleichgewicht in y-Richtung am infinitesimalen Element:

−ρg dxdydz + τ dydz −
(

τ + ∂τ
∂x
dx
)

dydz + p(y) dxdz −
(

p(y) + ∂p

∂y
dy
)

dxdz = 0

⇒ −ρg − ∂τ
∂x

− ∂p

∂y
= 0
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p(y)

p(y+dy)

(x)τ

(x+dx)τ

1. Integration⇒ τ(x) = −
(

ρg + ∂p

∂y

)

x+ C1

Newtonsches Fluid, ausgebildete Strömungτ = −η dv
dx

2. Integration⇒ v(x) = − 1
η

∫

τdx = 1
η

(

ρg + ∂p

∂y

)

x2

2
− C1x

η
+ C2

Randbedingungen:v(x = 0) = −vP , v(x = B) = 0

v(x = 0) = −vP ⇒ C2 = −vP

v(x = B) = 1
η

(

ρg + ∂p

∂y

)

B2

2
− C1B

η
− vP = 0 ⇒ C1 =

1
2

(

ρg + ∂p

∂y

)

B − vP η

B

einsetzen liefertv(x) = B2

2η

(

ρg + ∂p

∂y

)(

(

x
B

)2 − x
B

)

+ vP
(

x
B
− 1
)

b) Konti: ṁ = ρ
B
∫

0

v dx = Bρ
1
∫

0

v d( x
B
)

!
= 0

ρB
[

B2

2η

(

ρg + ∂p

∂y

)(

1
3

(

x
B

)3 − 1
2

(

x
B

)2
)

+ vP

(

1
2

(

x
B

)2 − x
B

)]1

0

!
= 0

⇒ ∂p

∂y
= −6vP η

B2 − ρg

c) Kraft auf die PlatteFR = 2T ·
L
∫

0

τW dy

τW = −τ(x = 0) = −1
2

(

ρg + ∂p

∂y

)

B + vP η

B

mit ∂p

∂y
aus b)⇒ τW = 4ηvP

B
6= f(y)

⇒ FR = 8ηvPLT/B



6. Aufgabe

a) Laminares (links) und zeitlich gemitteltes, turbulentes (rechts) Geschwindigkeitsprofil

Das turbulente ist völliger als das laminare Geschwindigkeitsprofil, da der Impulsaus-
tausch in radialer Richtung größer ist.

b) Die zähe Unterschichtyt ist eine sehr dünne, wandnahe Schicht, in der die laminaren
Schubspannungen über die turbulenten Schubspannungen dominieren und die Geschwin-
digkeitskomponente in Strömungsrichtung linear mit dem Wandabstand ansteigt.

c) Das logarithmische Wandgesetz gilt erst ab einem gewissen Abstand von der Wand au-
ßerhalb der zähen Unterschichtyt. Daraus ergibt sich die Bedingung, dassy > yt sein
muss.


