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1. Aufgabe

a) Die Auftriebskraft eines Körpers entspricht dem Gewichtdes von ihm verdrängten Fluids.
FA = ̺fgVk, wobeiFA die Auftriebskraft,̺f die Dichte des den Körper umgebenden
Fluids,g die Erdbeschleunigung, undVk das Volumen des Körpers bezeichnen.

b) Annahme konstanter Dichte.

c) Druckintegral:~F =

∫

AK

p(z)~nAdA oder FA = −
∫

AK

p(z)nz,AdA

Anteile der Flächen normal zurx− undy−Richtung heben sich gegenseitig auf. Es ver-
bleibt

FA = −Fz = bt p(z0 + h/2) − bt p(z0 − h/2))

Allgemein:p(z) = pa +

z∫

0

̺(z̃)gdz̃.

Damit:FA = bt g

(

̺0h +
k

2

(

(z0 +
h

2
)2 − (z0 −

h

2
)2

))

.

FA = bth g(̺0 + z0k).

d) Mit Teil c):

̺gVk = Vk g(̺0 + z0k)

→ ̺ = ̺0 + z0k



2. Aufgabe

a) Konti: V̇1 = V̇2 + V̇3, → V̇2

V̇3

=
V̇1

V̇3

− 1

→ V̇2

V̇3

=
v1h1B
d2π
4

v3

− 1

Bernoulli 1-3:pa + ̺g(H + h1) +
̺

2
v2

1
= pa +

̺

2
v2

3

(

1 + λ
H

d

)

→ v3 =

√

2g(h1 + H) + v2

1

1 + λH
d

→ V̇2

V̇3

=
v1h1B

d2π
4

√

1 + λH
d

2g(h1 + H) + v2

1

− 1

b) Bernoulli 1-2:pa + ̺gh1 +
̺

2
v2

1
= pa + ̺gh2 +

̺

2
v2

2

→ v2 =
√

2g(h1 − h2) + v2

1
≈ v1

aus a):V̇2 = V̇1 − V̇3

→ h2 =
h1v1

v2

− d2π

4B

v3

v2

→ h2 = h1 −
d2π

4B

v3

v1

→ h2 = h1 −
d2π

4Bv1

√

2g(h1 + H) + v2

1

1 + λH
d

c) Kein Volumenstrom in 2:

V̇2 = 0 → h2 = 0, k1 ≡
d2π

4Bv1

, k2 ≡ 1 + λ
H

d

h2

1
=

k2

1

k2

(
2g(h1 + H) + v2

1

)
→ h2

1
=

2gk2

1

k2

h1 +
k2

1

k2

(
2gH + v2

1

)

h11,2
=

gk2

1

k2

± k2

1

k2

√

g2 +
k2

k2

1

(2gH + v2

1
)

Einzige physikalisch sinnvolle Lösung:

h1 =
k2

1

k2

(

g +

√

g2 +
k2

k2

1

(2gH + v2

1
)

)

> 0



3. Aufgabe

a) Massenstrom:

̺u∞πR2 = ∆ṁ + ̺

2π∫

0

R∫

0

ue(r, φ)rdrdφ

→ ∆ṁ = ̺u∞πR2 − 2π̺u∞

R∫

0

[(1 − c)r − cr cos(πr/R)] dr

→ ∆ṁ = ̺u∞πR2 − 2π̺u∞

[

(1 − c)
r2

2
− c

cos(πr/R)
(

π
R

)2 − c
r sin(πr/R)

(
π
R

)

]R

0

→ ∆ṁ = ̺u∞πR2c

(

1 − 4

π2

)

b) ue:

∆ṁ = ̺u∞πR2 − ̺ueπR2

→ ue = u∞

(

1 − c

(

1 − 4

π2

))

c) Bestimmung der Kraft:

u ue

∆ m
.

F

_

∆ṁ = ̺(u∞ − ue)πR2

Impulssatz:−̺u2

∞
πR2 + ∆ṁu∞ + ̺u2

eπR2 = F

F = (ue − u∞)ue̺πR2

d) Bestimmung des Windraddurchmessersd:



u ue

_
u’

1 1’ 2’ 2

F

Bernoulli1 − 1′: pa +
̺

2
u2

∞
= p′

1
+

̺

2
u′

2

Bernoulli2 − 2′: p′
2
+

̺

2
u′

2

= pa +
̺

2
u2

e

Impulssatz, KF um das Windrad herum:F = π

(
d

2

)2

(p′
2
− p′

1
)

→ p′
2
− p′

1
=

̺

2

(
u2

e − u2

∞

)

→ d2 =
8(ue − u∞)ueR

2

(ue − u∞)(ue + u∞)

→ d = 2R

√
2ue

ue + u∞

e) Mittlere Geschwindigkeit:

Konti: ueπR2 = u′π
d2

4

Mit d aus d):u′ =
ue + u∞

2



4. Aufgabe

a) Kräftebilanz am Volumenelement in x-Richtung:

τ+ τ / y dy

p+ p/ x dx

x

y

τ

p

h2

h1

L

0

3

1

2
g

(

p −
(

p +
dp

dx
dx

))

dy +

(

τ −
(

τ +
dτ

dy
dy

))

dx − ̺gdxdy = 0

dτ

dy
= −̺g − dp

dx

→ τ = −
(

̺g +
dp

dx

)

y + c1

Bernoulli 0-1:

pa + ̺gh1 = p1 +
̺

2
v2

1′
→ p1 = pa + ̺gh1 −

̺

2
v2

1′

Bernoulli 2-3:

pa + ̺gh2 = p2 +
̺

2
v2

2′
→ p2 ≈ pa + ̺gh2 −

̺

2
v2

2′

Ausgebildete Strömung:v1′ = v2′

→ dp

dx
=

p2 − p1

L
=

̺g(h2 − h1)

L

τ = −
[

̺g

(

1 +
h2 − h1

L

)]

y + c1 = −η
du

dy

→ u =
1

η

[

̺g

(

1 +
h2 − h1

L

)
y2

2
− c1y

]

+ c2

Randbedingungen:

τ(y = 0) = 0 (Symmetrie)→ c1 = 0

u

(

y = ±δ

2

)

= vB → c2 = −1

η

[

̺g

(

1 +
h2 − h1

L

)
δ2

8

]

+ vB

u(y) =
̺gδ2

2η

(

1 +
h2 − h1

L

)(
y2

δ2
− 1

4

)

+ vB für |y| ≤ δ

2



δ/2 δ/2

δ/2−δ/2−

y

uτ

y

b) Antriebsleistung

P = FWvB = vBBL

(

−τ

(

y =
δ

2

)

+ τ

(

y = −δ

2

))

= vB̺g

(

1 +
h2 − h1

L

)

δBL

c) Qualitativ keine Änderung. Das Minimum der Parabel relativ zu vB wird kleiner, da der
Druckgradient wie die Volumenkraft entgegen der Strömung wirkt.



5. Aufgabe

a) Skizze des Verlustes an Energiehöhe:

1 2

∆

H

H

b) x-Impulssatz:
dIx

dt
=
∑

Fx

v1

v2

−̺v2

1
z1b + ̺v2

2
z2b = bpa(z2 − z1) + b





z1∫

0

pa + ̺gzdz −
z2∫

0

pa + ̺gzdz





→ 1

g

(
v2

2
z2 − v2

1
z1

)
=

(
z2

1

2
− z2

2

2

)

Konti: v1z1 = v2z2

→ 1

g

(
v2

1
z2

1

z2

− v2

1
z1

)

=
1

2
(z2

1
− z2

2
)

→ v2

1
z1

gz2

(z1 − z2) =
1

2
(z1 − z2)(z1 + z2)

→ v2

1
z1

gz2

=
1

2
(z1 + z2)

→ z2

2
+ z1z2 − 2

v2

1
z1

g
= 0, mit Fr =

v√
gz

→ z2

2
+ z1z2 − 2Fr2

1
z2

1
= 0

→ z21,2
= −z1

2
±
√

z2

1

4
+ 2Fr2

1
z2

1

Einzige physikalisch sinnvolle Lösung:z2 =
z1

2

(

−1 +
√

1 + 8Fr2

1

)



c) Energiesatz:z1 +
v2

1

2g
= z2 +

v2

2

2g
+ ∆H12

→ z1 +
v2

1

2g
= z2 +

v2

1
z2

1

2gz2

2

+ ∆H12

→ ∆H12 = z1

(

1 − z2

z1

+
Fr2

1

2

(

1 −
(

z1

z2

)2
))



6. Aufgabe

a) Parallelströmung + Quelle in(x = −a, y = 0) + Senke in(x = a, y = 0).

φ(x, y) = u∞x +
E

2π

[

ln
[
(x + a)2 + y2

] 1

2 − ln
[
(x − a)2 + y2

] 1

2

]

b) v = 0 → y
[
(x − a)2 + y2 −

(
(x + a)2 + y2

)]
= 0

→ 1. Fall:y = 0, 2. Fall:(x − a)2 = (x + a)2 → x = 0

u = 0 : u∞ +
3

2
au∞

[
x + a

(x + a)2 + y2
− x − a

(x − a)2 + y2

]

= 0

x = 0 : keine Lösung

y = 0 : u∞ +
3

2
au∞

[
1

x + a
− 1

x − a

]

= 0

→ u∞(x2 − a2) − 3a2u∞ = 0

→ x2 = 4a2 → x1,2 = ±2a

Staupunkt 1:(xSt,1, ySt,1) = (−2a, 0)

Staupunkt 2:(xSt,2, ySt,2) = (2a, 0)

c) Links: Stromlinienbild der Strömung aus a).
Rechts: Kanalströmung mit 2-facher Spiegelung der Quellenund Senken an den Kanal-
wänden.

a 2a−a−2a

x

y

a−a

x

y

d) Taylorreihenentwicklung:

u = uSt
︸︷︷︸

=0

+
∂u

∂x
(x − xSt) +

∂u

∂y
(y − ySt)

v = vSt
︸︷︷︸

=0

+
∂v

∂x
(x − xSt) +

∂v

∂y
(y − ySt)

e) Staupunktströmung:



∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
St,2

=
3

2
au∞

[
y2 − (x + a)2

((x + a)2 + y2)2
− y2 − (x − a)2

((x − a)2 + y2)2

]

St,2

=
4

3

u∞

a

∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
St,2

=
3

2
au∞

[ −2y(x + a)

((x + a)2 + y2)2
− −2y(x − a)

((x − a)2 + y2)2

]

St,2

= 0

∂v

∂x

∣
∣
∣
∣
St,2

=
3

2
au∞

[ −2y(x + a)

((x + a)2 + y2)2
− −2y(x − a)

((x − a)2 + y2)2

]

St,2

= 0

∂v

∂y

∣
∣
∣
∣
St,2

=
3

2
au∞

[
(x + a)2 − y2

((x + a)2 + y2)2
− (x − a)2 − y2

((x − a)2 + y2)2

]

St,2

= −4

3

u∞

a

Einsetzen:u =
4

3

u∞

a
(x − 2a), v = −4

3

u∞

a
y

→ Ebene Staupunktströmung



7. Aufgabe

a) Konti:u0H0 = ua(x)H(x)

→ ua(x) =
u0H0

H(x)
=

u0H0

H0 − Cx
L

dua

dx
=

u0H0C

(H0 − Cx
L

)2L

Euler:
dp

dx
= −̺ua

dua

dx

→ dp

dx
= − ̺u2

0
H2

0
C

L(H0 − Cx
L

)3

b) Koeffizienten:

1. R.B.:y1 = 0 : u(x, y1) = 0 → a0(x) = 0

2. R.B.:y2 = δ : u(x, y2) = ua(x) → a1(x) + a2(x) = 1

3. R.B.:y3 = 0 : η
ua

δ2

∂2(u/ua)

∂(y/δ)2

∣
∣
∣
∣
y=0

=
dp

dx

→ η
ua

δ2
2a2(x) = − ̺u2

0
H2

0
C

L(H0 − Cx
L

)3

→ a2(x) = − ̺u0H0Cδ2

2ηL(H0 − Cx
L

)2

→ a1(x) = 1 +
̺u0H0Cδ2

2ηL(H0 − Cx
L

)2

c) Verdrängungsdicke:

δ1(x)

δ(x)
=

1∫

0

(

1 − u(x, y)

ua(x)

)

d
y

δ
=

1∫

0

(

1 − a1(x)
y

δ
− a2(x)

(y

δ

)2
)

d
y

δ

→
[
y

δ
− a1(x)

2

(y

δ

)2

− a2(x)

3

(y

δ

)3
]1

0

= 1 − a1(x)

2
− a2(x)

3

d) Die Strömung kann nicht ablösen, da der Druckgradient über der gesamten Lauflänge
negativ ist.

e) Der Reibungswiderstand wird vergrößert, da∂u
∂y

an der Wand in turbulenter Strömung
größer ist als in laminarer.



8. Aufgabe

a) u1 = Ma1c1 = Ma1

√

γRT1 = 583, 7m/s

Energiegleichung:cpT0 = cpT1 +
u2

1

2

→ T01 = T1 +
u2

1

2cp

= T1 +
u2

1

2γR
(γ − 1) = 381, 6K

b) Mit Hinweis: (Ma⋆
1
)2 =

γ + 1

γ − 1 + 2/Ma2

1

→ Ma⋆
1

= 1.63

Über den senkrechten Verdichtungsstoß gilt:Ma⋆
2

=
1

Ma⋆
1

= 0.61

→ u2 = Ma⋆
2
c⋆ = Ma⋆

2

u1

Ma⋆
1

= 218, 4m/s

T2 = T01 −
u2

2

2γR
(γ − 1) = 357, 9K

c) Konti: ̺2u2A2 = ̺3u3A3 → A3 = A2

u2

u3

̺2

̺3

Energiegleichung:
u2

3

2
+ cpT3 =

u2

2

2
+ cpT2

Mit A2 = A1 und
u3

u2

= 0, 9:
T3

T2

= 1 + (1 − 0, 92)
u2

2

2γRT2

(γ − 1)

Mit
̺3

̺2

=

(
T3

T2

) 1

γ−1

: A3 = A2

[

1 + 0, 19
γ − 1

γ

u2

2

2RT2

]
−

1

γ−1 1

0, 9
= 0, 1077m2

T3 = T01 −
0, 92u2

2

2γR
(γ − 1) = 362, 4K


