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1. Aufgabe

a) -b) Geometrie:

l1
l2

α

a

b

F

A

E

B

D

C

α+ =
π

4
+ α, α− =

π

4
− α,

l1 = a − b cos(α+), l2 = a − b sin(α+),

zA = h + (a − l1) sin(α+), zB = h − l1 sin(α+),

zC = h − l2 cos(α+), zD = zB − a cos(α+)

c) Druckkraft normal auf die Flächea(si − sj): Fp,n =

∫ sj

si

p(s)ads

Druck:p(z) = pa +

z∫

0

̺(z)gdz = pa + ̺0gz +
1

2
kgz2

Koordinatentransformation:

E → B : s1 =
h − z

sin(α+)
→ z = h − s1 sin(α+), ds1 = −

dz

sin(α+)

F → C : s2 =
h − z

cos(α+)
→ z = h − s2 cos(α+), ds2 = −

dz

cos(α+)

B → D : s3 =
zB − z

cos(α+)
→ z = zB − s3 cos(α+), ds3 = −

dz

cos(α+)

C → D : s4 =
zC − z

sin(α+)
→ z = zC − s4 sin(α+), ds4 = −

dz

sin(α+)

Durckkraft inz-Richtung:

EB : Fp,z,1 = −Fp,n,1 cos(α+), FC : Fp,z,2 = −Fp,n,2 sin(α+),

BD : Fp,z,3 = Fp,n,3 sin(α+), CD : Fp,z,4 = Fp,n,4 cos(α+)

EF : Fp,z,5 = −Fp,n,5



Fp,z,1 =

∫ zB

h

(pa + ̺0gz + kgz2)a cos(α+)
dz

sin(α+)

=
a

tan(α+)

[

pa(zB − h) +
̺0g

2
(z2

B − h2) +
kg

6
(z3

B − h3)

]

Fp,z,2 =

∫ zC

h

(pa + ̺0gz + kgz2)a sin(α+)
dz

cos(α+)

= a tan(α+)

[

pa(zC − h) +
̺0g

2
(z2

C − h2) +
kg

6
(z3

C − h3)

]

Fp,z,3 = −

∫ zD

zB

(pa + ̺0gz + kgz2)a sin(α+)
dz

cos(α+)

= a tan(α+)

[

pa(zB − zD) +
̺0g

2
(z2

B − z2

D) +
kg

6
(z3

B − z3

D)

]

Fp,z,4 = −

∫ zD

zC

(pa + ̺0gz + kgz2)a cos(α+)
dz

sin(α+)

=
a

tan(α+)

[

pa(zC − zD) +
̺0g

2
(z2

C − z2

D) +
kg

6
(z3

C − z3

D)

]

Fp,z,5 = −paab

Notwendige KraftFN zum Abheben:FN =

5∑

i=1

Fp,z,i + G

FN = G +
a

tan(α+)

{

pa

[
− b tan(α+) + zB + zC − h − zD+

tan2(α+)(zB + zC − h − zD)
]
+

̺0g

2

[
z2

B + z2

C − h2 − z2

D + tan2(α+)(z2

B + z2

C − h2 − z2

D)
]
+

kg

6

[
z3

B + z3

C − h3 − z3

D + tan2(α+)(z3

B + z3

C − h3 − z3

D)
] }



2. Aufgabe

x

y

uu
ρ

A2A1 21 KF

a) Volumenstrom-, Energie- und Impulserhaltung:

Konti: u1A1 = u2A2

IES x:
dIx

dt
= −̺u2

1A1 + ̺u2

2A2 = (p1 − p2)A2 = ̺u2A2(u2 − u1)

Bernoulli 1-2: ∆pv1,2 = p1 +
̺

2
u2

1 −
(

p2 +
̺

2
u2

2

)

= ̺u2

1

u2

u1

(
u2

u1

− 1

)

+
̺

2
u2

1 −
̺

2
u2

2

−→ ζ = 2

(
u2

u1

)2

− 2

(
u2

u1

)

+ 1 −

(
u2

u1

)2

=

(

1 −
u2

u1

)2

=

(

1 −
A1

A2

)2

b) ζ =
1

9

c) zwei Rohrerweiterungen:

Bernoulli 1-2: p1 +
̺

2
u2

1 = p2 +
̺

2
u2

2 + ζ1

̺

2
u2

1

Bernoulli 2-3: p2 +
̺

2
u2

2 = p3 +
̺

2
u2

3 + ζ2

̺

2
u2

2

mit Hinweis: ∆pv1,3 = p1 +
̺

2
u2

1 −
(

p3 +
̺

2
u2

3

)

= p2 +
̺

2
u2

2 + ζ1

̺

2
u2

1 −
(

p2 +
̺

2
u2

2 − ζ2

̺

2
u2

2

)

ζ = ζ1 + ζ2

(
u2

u1

)2

= ζ1 + ζ2

(
A1

A2

)2

aus a): ζ1 =

(

1 −
A1

A2

)2

, ζ2 =

(

1 −
A2

A3

)2

ζ =

(

1 −
A1

A2

)2

+

(
A1

A2

−
A1

A3

)2

d) ζ = 0.139

e) m ≡
A1

A2

, k ≡
A1

A3

→ ζ = (1 − m)2 + (m − k)2



∂ζ

∂m
= −2(1 − m) + 2(m − k) = 0 → m =

k + 1

2

∂2ζ

∂m2
= 4 > 0

→ Minimum beim =
k + 1

2
=

(
A1

A2

)

min



3. Aufgabe

a) V̇ = vebh = va,n2πRh, va,n = va cos(α), va,t = va sin(α)

→ ve =
V̇

bh
, va =

V̇

2πRh cos(α)
, va,n =

V̇

2πRh
, va,t =

V̇

2πRh
tan(α)

b) Impulsmomentensatz: Moment~ML auf den Leitapparat:
~ML = ~Mp,e + ~Mp,a − ~Mk,a − ~Mk,e

Eintritt: Mk,z,e = −̺v2

ebhd = −
̺V̇ 2

bh
d

Mp,z,e = pebhd

Austritt: Mk,z,a = ̺va,nva,t2πRhR = ̺2πR2hv2
a sin(α) cos(α)

=
̺V̇ 2

2πh
tan(α)

Mp,z,a = 0

−→ ML,z = ̺V̇ 2

(
d

bh
−

tan(α)

2πh

)

+ pebhd

Ebenes Problem in derx − y-Ebene, d.h.ML,x = ML,y = 0.



4. Aufgabe

a) Kräftebilanz am Volumenelement
in x-Richtung:
(

p −

(

p +
δp

δx
dx

))

dy+
(

τ −
(

τ + δτ
δy

dy
))

dx = 0

τ
x

y

τ+ τ 
p p+ p/ x dx

/ y dy

dp

dx
= −

dτ

dy
1. Integration→

dp

dx
y + C1 = −τ :

1. Randbedingungτ(y = 0) = 0 ⇒ C1 = 0

τ = −η
du

dy
2. Integration→

dp

dx

y2

2
+ C2 = ηu:

2. Randbedingungu(y = 0) = umax ⇒ C2 = ηumax

u(x = L, y) =
1

η

dp

dx

y2

2
+ umax(x = L)

Bestimmung des Druckgradienten: Randbedingungy = ±2h ⇒ u = 0:

dp

dx
= −η

umax(x = L)

2h2

u(x = L, y) = umax(x = L)

(

1 −
( y

2h

)2
)

V̇ = const :

2h∫

−2h

u(x = 0, y)dy =

2h∫

−2h

u(x = L, y)dy

⇒
10

3
hum =

8

3
humax(x = L)

umax(x = L) =
5

4
um ⇒ u(x = l, y) =

5

4
um

(

1 −
( y

2h

)2
)

=================== Alternative 1 ====================

Kräftebilanz am Volumenelement
in x-Richtung:
(

p −

(

p +
δp

δx
dx

))

dy+
(

τ −
(

τ + δτ
δy

dy
))

dx = 0

τ
x

y

τ+ τ 
p p+ p/ x dx

/ y dy

dp

dx
= −

dτ

dy
1. Integration→

dp

dx
y + C1 = −τ :

1. Randbedingungτ(y = 0) = 0 ⇒ C1 = 0

τ = −η
du

dy
2. Integration→

dp

dx

y2

2
+ C2 = ηu:

2. Randbedingung: Haftbedingungu(y = ±2h) = 0

C2 = −
2

η

dp

dx
h2



Bestimmung des Druckgradienten mit Konti

V̇ = const :

2h∫

−2h

u(x = 0, y)dy =

2h∫

−2h

u(x = L, y)dy

⇒
10

3
hum = −

16

3η

dp

dx
h3

dp

dx
= −

5

8
η
um

h2
⇒ u(x = l, y) =

5

4
um

(

1 −
( y

2h

)2
)

=================== Alternative 2 ====================

ausgebildete Rohrströmung + Newton’sches Fluid⇒ Parabel

u(y) = ay2 + by + c, Randbed : u(±2h) + 0, du
dy

∣
∣
∣
y=0

= 0

b = 0, c = −4ah2

Kontinuitätsgleichung:̇V = const :

2h∫

−2h

u(x = 0, y)dy =

2h∫

−2h

u(x = L, y)dy

⇒
10

3
hum = −

32

3
ah3 ⇒ a = −

5

16

um

h2
⇒ u(x = l, y) =

5

4
um

(

1 −
( y

2h

)2
)

======================================================

b) Impulssatz in x-Richtung:

−̺

2h∫

−2h

u2(x = 0, y)dy + ̺

2h∫

−2h

u2(x = L, y)dy =

−2

L∫

0

τ(x)dx + (p1 − p2)4h

L∫

0

τ(x)dx =
τ(x = 0) + τ(x = L)

2
L

x

y

p pFr

1u u2

1 2

τ(x = 0) = −η du
dy
|x=0,y=2h = 2η um

h

τ(x = L) = −η du
dy
|x=L,y=2h = 5

4
η um

h







⇒

L∫

0

τ(x)dx =
13

8
ηum

L

h

2h∫

−2h

̺u2

1(y)dy =
46

15
̺hu2

m,

2h∫

−2h

̺u2

2(y)dy =
10

3
̺hu2

m

∆p = p1 − p2 = −
23

30
̺u2

m +
5

6
̺u2

m +
13

16
ηum

L

h2
=

13

16
ηum

L

h2
+

1

15
̺u2

m



5. Aufgabe

a) • Energieerhaltungsgleichung für kompressible Strömungenunter Vernachlässigung
von Reibungseffekten.

• Gültig für ein ideales Gas mit konstanter spezifischer Wärmekapazität und Tempera-
turleitfähigkeit.

b) Dimensionslose Größen:

¯̺ =
̺

̺∞

, T̄ =
T − T∞

Tp − T∞

=
T − T∞

∆T
, t̄ =

t

∆t
, p̄ =

p

∆p
, v̄ =

v

u∞

, ∇̄ = ∇L.

̺∞cV ¯̺

(
∆T

∆t

∂T̄

∂t̄
+

u∞

L
∆T~̄v · ∇̄T̄

)

=
λ

L2
∆T ∇̄2T̄ −

∆pu∞

L
p̄(∇̄ · ~̄v)

̺∞u∞cV ∆T

L

(
L

u∞∆t
¯̺
∂T̄

∂t̄
+ ¯̺~̄v · ∇̄T̄

)

=
λ

L2
∆T ∇̄2T̄ −

∆pu∞

L
p̄(∇̄ · ~̄v)

L

u∞∆t
︸ ︷︷ ︸

K1

¯̺
∂T̄

∂t̄
+ ¯̺~̄v · ∇̄T̄ =

λ

̺∞u∞LcV
︸ ︷︷ ︸

K2

∇̄2T̄ −
∆p

̺∞cV ∆T
︸ ︷︷ ︸

K3

p̄(∇̄ · ~̄v)

c) inkompressible Strömung:∇ · ~v = 0, stationäre Strömung:∂T
∂t

= 0

−→ ̺cV

(

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)

= λ

(
∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2

)

Einführen dimensionsloser Größen:

x̄ =
x

L
, ȳ =

y

δ
, ū =

u

u∞

, v̄ =
v

δu∞
L

, T̄ =
T − T∞

∆T
,

̺cV

(
u∞∆T

L
ū
∂T̄

∂x̄
+

δ

L

u∞

δ
∆T v̄

∂T̄

∂ȳ

)

= λ

(
∆T

L2

∂2T̄

∂x̄2
+

∆T

δ2

∂2T̄

∂ȳ2

)

ū
∂T̄

∂x̄
+ v̄

∂T̄

∂ȳ
=

λL

̺u∞δ2cV






δ2

L2

︸︷︷︸

≈0

∂2T̄

∂x̄2
+

∂2T̄

∂ȳ2






ū
∂T̄

∂x̄
+ v̄

∂T̄

∂ȳ
=

λL

̺u∞δ2cV

∂2T̄

∂ȳ2



6. Aufgabe

y

x

x=k

x=0

a) F (z) setzt sich aus zwei Potentialwirbeln und zwei Senken zusammen:

F (z) = −
iΓ

2π
ln z −

E

2π
ln z −

iΓ

2π
ln(z − k) −

E

2π
ln(z − k)

Γ > 0, E > 0

b) Wirbel gleicher Stärke und gleichen Drehsinns: Es existiert ein Staupunkt auf der Verbin-
dungslinie zwischen beiden Wirbeln, d.h. beix = k

2
.

c) Symmetrisches Problem; Winkelgeschwindigkeit um das Zentrum beix = k
2
:

ω =
v

k/2
=

2v

k

Betrachte den Wirbelsturm bei(x, y) = (k, 0):

w = u − iv =
dF

dz
= −

iΓ + E

2π

x − iy

x2 + y2
−

iΓ + E

2π

x − k − iy

(x − k)2 + y2

v(x = k, y = 0) =
Γ

2πk
−→ ω =

2v

k
=

Γ

πk2

d) Die Winkelgeschwindigkeit wird größer, da der Abstandk der beiden Wirbelstürme auf-
grund der Senken kleiner wird.

e) ΓA = Γ, ΓB = −2Γ, ΓC = 0



7. Aufgabe

a) Randbedingungen:

(a)
y

δ
= 0 →

u

ua

= 0 → a0 = 0

(b)
y

δ
= 1 →

u

ua

= 1 → a1 + a2 = 1

(c) Wandbindung:v(x, 0)
∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

=
η

̺

∂2u

∂y2

∣
∣
∣
∣
y=0

→ v(x, 0)
ua

δ

∂ u
ua

∂ y

δ

∣
∣
∣
∣
y=0

=
η

̺

ua

δ2

∂2 u
ua

∂
(

y

δ

)2

∣
∣
∣
∣
∣
y=0

→ a1 = −2a2

η

̺k

→ a2 =
1

1 − 2 η

̺k

, a1 = 1 −
1

1 − 2 η

̺k

b) Verlauf der Grenzschichtdicke:

τ

̺u2
a

∣
∣
∣
∣
y=0

= −
η

̺u2
a

ua

δ

∂ u
ua

∂ y

δ

∣
∣
∣
∣
y=0

= −
η

̺uaδ
a1

δ2

δ
=

∫
1

0

u

ua

(

1 −
u

ua

)

d
(y

δ

)

ξ =
y

δ
→

δ2

δ
=

∫
1

0

(
a1ξ + (1 − a1)ξ

2
)
−

(
a1ξ + (1 − a1)ξ

2
)2

dξ

→
δ2

δ
=

2

15
+

1

15
a1 −

1

30
a2

1

v. Kármán-Polhausen:
δ2

δ

dδ

dx
+

τ

̺u2
a

∣
∣
∣
∣
y=0

=
v(x, 0)

ua

eingesetzt:

(
2

15
+

1

15
a1 −

1

30
a2

1

)
dδ

dx
+

(

−
η

̺uaδ
a1

)

= −
k

uaδ

→
δ2

2
=

1

ua

(
η

̺
a1 − k

)

2

15
+ 1

15
a1 −

1

30
a2

1

x + c

Anfangsbedingung:x = x0 → δ(x0) = δ0

c =
δ2
0

2
−

1

ua

(
η

̺
a1 − k

)

2

15
+ 1

15
a1 −

1

30
a2

1

x0

δ(x) =

√
√
√
√

2

ua

(
η

̺
a1 − k

)

2

15
+ 1

15
a1 −

1

30
a2

1

(x − x0) + δ2
0



8. Aufgabe

a) Massenerhaltung (Kontinuitätsgleichung):
∂̺

∂t
+ ∇ · (̺~v) = 0

→
∂̺

∂t
+ ∇ ·







̺u

̺v







= 0

∂(̺u)

∂x
+

∂(̺v)

∂y
= 0

u
∂̺

∂x
+ ̺

∂u

∂x
+ v

∂̺

∂y
+ ̺

∂v

∂y
= 0

In inkompressibler Strömung gilt∇̺ = 0, d.h.̺ = konst..

̺

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)

= 0

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 → ∇ · ~v = div~v = 0

b) Eindimensionale Eulergleichung:u du = −
dp

̺

Mit dp = c2d̺: u du = −c2
d̺

̺

→
d̺

du
= −

̺u

c2

Mit
d̺

du
=

1

u

(
d(̺u)

du
− ̺

)

:
d(̺u)

du
= ̺

(

1 −
u2

c2

)

= ̺
(
1 − M2

)

−→ d(̺u) = ̺
(
1 − M2

)
du

Diskussion: Im Unterschall wird die Stromdichte mit zunehmender Geschwindigkeit grö-
ßer. Im Überschall nimmt sie mit zunehmender Geschwindigkeit ab.


