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Die Losungen diirfen ausschlieflich die gegebenen Groéfien enthalten.

Klausur Aerodynamik II

Fragenteil, Skelett-Theorie, Uberschall und numerische Verfahren



Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
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o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)

e sin(z) = 2-sin(z/2) - cos(x/2)
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o cos?(z) = %(1 + cos(22))
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1. Aufgabe: Fragenteil ( 14 Punkte)

1. Gegeben ist eine reibungsfreie Stromung iiber eine Wellenoberfliche mit der Kontur y = esin(ax) bei
zwei Machzahlen My, 1 > 1 und M2 < 1.

Skizzieren Sie das Stromlinienbild iiber die Wellenoberflache fiir diese beiden Machzahlen und erklaren
Sie stichpunktartik die Ursache fiir die Entstehung des Wellenwiderstandes.

Ordnen Sie die folgenden Ausdriicke fiir den Druckbeiwert den beiden Machzahlen zu und begriinden
Sie Thre Antwort:

— 2ex :

(a) ¢ = T sin(ax)
_ 2ex

(b) ¢, = T cos(ax)

2. Zeichnen Sie qualitativ den Widerstandsbeiwert als Funktion der Machzahl 0 < Ma < 1 fiir ein
klassisches Profil. Erldutern Sie die Begriffe kritische Machzahl M ag,;; und Divergenzmachzahl M a4;,
und tragen Sie diese in Thre Skizze ein.

3. Gegeben ist ein unverwundener Tragfliigel mit elliptischem Grundriss, der anhand der Prandtl’schen
Traglinientheorie untersucht werden soll. Zeichnen Sie qualitativ die folgenden Funktionen

(a) Zirkulationsverteilung I'(y),
(b) Auftriebsbeiwert Cj(y) und

(c) induzierten Anstellwinkel o;(y)

entlang der Spannweite y.

Erldutern Sie wie sich die Verldufe fiir einen unverwundenen Tragfliigel mit rechtwinkligem Grundriss
verhalten wiirden.

Wie lésst sich die Zirkulationsverteilung fiir den rechtwinkligen Tragfliigel hinsichtlich des induzierten
Widerstandes verbessern?



2. Aufgabe: Skelett-Theorie ( 18 Punkte)

Ein Tragfliigelprofil der Liange [ mit Heckklappe wird durch seine Skelettlinie dargestellt. Das Profil liegt in
einer Parallelstromung mit der Anstromgeschwindigkeit Uy und dem Anstellwinkel «.

e - ~
T U, O 0.75 1 X

Die Gleichungen der Skelettlinie des vorderen, starren Profilteils Z}s) (X) und der hinteren Heckklappe
ZI(‘?(X ) sind in dimensionslosen Koordinaten gegeben durch:

, 4
Z9(x) = FX X% fir0<X <075

ZW(X)=C-D(X -0.75) fir 0.75< X <1

mit X = 7, Z0s) = Z(l—s) und den Profilkonstanten C' und D.

1. Leiten Sie die Gleichung fiir die kinematische Stromungsbedingung der Skelett-Theorie her.

2. Ermitteln Sie die Koeffizienten A; der ersten und zweiten Birnbaum-Ackermannschen Normalvertei-
lungen in Abhéngigkeit der gegebenen Grofien.

3. Leiten Sie die allgemeine Formel fiir die Druckbeiwertdifferenz Ac, = %j:) aus dem Energiesatz fiir
inkompressible Stromungen (Satz von Bernoulli) her und bestimmen Sie diese fiir das gegebene Skelett.

4. Bestimmen Sie den Auftriebsbeiwert ¢; und den Nullauftriebs-winkel oy des untersuchten Profils.
Zeigen Sie dafiir, dass der Zusammenhang ¢; = 2mw(Ag + %) gilt.

5. Bestimmen Sie die Koeffizienten C' und D so, dass sich die abgebildete valide Skelettlinie ergibt.

Gegeben: Anstellwinkel o, Anstromgeschwindigkeit Uy, Sehnenlénge [
Hinweise:

e Koordinatentransformation:

X = %(14—605(@))

e Birnbaum-Ackermannsche Zirkulationsverteilung und dimensionslose, induzierte Abwértsgeschwindig-
keit:

N
v(p) = 2Ux (Ao tan (g) + Z An sin(ngp))

n=1
w N
we(p) = o= —Aog — ZA” cos(nyp)
> n=1
e dimensionslose, induzierte Storgeschwindigkeit:
ua(p) = £ 17



3. Aufgabe: Uberschall und numerische Verfahren (18 Punkte)

Die Umstémung eines schlanken bikonvexen Uberschallprofils mit stumpfer Hinterkante wird bei einer Mach-
zahl von Ma; = 3.5 untersucht. Der Offnungswinkel an der Vorderkante betrigt e = 20° und der Hinterkan-
tenwinkel ¢ = 5°. Durch Messungen wurde gezeigt, dass die Stromung an der Hinterkante symmetrisch mit
einem Winkel von 1 = 20° abstromt. Der Anstellwinkel betrigt o = 0° und es wird von einer zweidimensio-

nalen

Stromung ausgegangen.

M, Ds @

. Ubertragen Sie die obere Skizze in Thre Aufgabenbliitter und skizzieren Sie sorgfiltig das zu erwarten-

de Stromungsfeld unter Beriicksichtigung moglicher Verdichtungsstéfle, Expansionsfacher sowie Mach-
schen Linien. Vervollstéindigen Sie weiterhin den Verlauf der in der Skizze eingezeichneten Stromlinie S.

Zeichnen Sie qualitativ die Zustandsénderungen fiir die Stromung entlang der gesamten Stromlinie S
in der Hodographenebene.

Bestimmen Sie die relativen Werte des statischen Druckes auf der Oberseite des Profils fiir die einzelnen
Zusténde 2 (unmittelbar stromab der Vorderkante), 3 (unmittelbar stromauf der Hinterkante) und 4

(an der stumpfen Hinterkante) bezogen auf den statischen Druck der Anstrémung (%, %, %).
pl>plop

. Bestimmen Sie den Auftrieb des untersuchten Profils.

Ergénzen Sie Thre Skizze um ein sinnvolles unstrukturiertes kartesisches Gitter mit dem die zu erwar-
tenden Uberschalleffekte erfasst werden kénnen.

Die Profiloberfliche wird als adiabat angenommen. Formulieren Sie die mathematische Randbedin-
gung fiir den statischen Druck auf der Profiloberfléche.

Leiten Sie nun aus der Taylor-Reihenentwicklung die numerische Bestimmungsgleichung fiir den stati-
schen Druck (p; ;) auf der Profiloberfliche im Punkt A mittels einseitiger Differenzen fiir das gegebene
Gitter her. Vernachléssigen Sie dabei Terme dritter und hoherer Ordnung.

i-1j+2 (i,j+2 (i+1,j+2

= m!  Oz™ 0 8
m= (i-1j+1) (i,j+1) (i+1j+1) Any
x T
A

) . ny
(i-13) (i,3) (i+1,j)

Gegeben: Ma; = 3.5, n =20°, ( = 5° und € = 20°.

Hinweise:

Beachten Sie die gegebenen Abb. 3.1-3.4

a

10°£2° | 15°4+£2° | 20°£2° | 25°+£2° | 30° £2° | 35° £2°

sina~ | 1/6 1/4 1/3 3/7 1/2 3/5
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Abbildung 3.1: Prandtl-Meyer-Winkel v iiber Machzahl M
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Abbildung 3.2: Machzahlverhéltnis M; zu Ms iiber einen senkrechten Verdichtungsstof3
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Abbildung 3.3: Druckverhéltnisse iiber senkrechten Verdichtungsstofl und isentropes Druckverhéltnis iiber
der Machzahl M
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Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (14 Punkte)

1. Stromungsverhéltnisse iiber der Wellenoberfléche:

Moo,2 <1 Moo,l >1

Wegen der Vorzeichenumkehr in der linearisierten Potentialgleichung (1 — M2.)@.. + Yyy = 0im Uber-
schall durch den Term (1 — M?2) wird diese zur Wellengleichung. Die Strémungsinformationen breiten
sich nun nur stromab entlang der Charakteristiken aus. Die Druckédnderungen erfolgen nur aufgrund

lokaler Anderungen der Oberfliche (Prandtl-Meyer: positive Kriimmung — Kompression, negative
dy
dzx

Kriimmung — Expansion, oder Formel ¢, = ). Die sich daraus ergebende Druckverteilung auf

VME -1
der Wellenoberfléche ¢, ~ cos(x) ist phasenverschoben zum Oberflichenverlauf. Dies ergibt eine finite
resultierende Kraft von der Strémung auf die Oberfdche in axialer Richtung, die als Wellenwiderstand

bezeichnet wird.

Die Machzahl M, 2 gehort zum ¢, Ausdruck a), da fiir diesen Fall die Wellenoberfléiche und der Druck-
beiwert ohne Phasenverschiebung zueinander laufen. Die Machzahl M, ; gehort zum ¢, Ausdruck b),
da fiir diesen Fall die Wellenoberfliche und der Druckbeiwert mit Phasenverschiebung zueinander

laufen.

2. Widerstandsbeiwert fiir transsonische Profilstromung;:

cal

. .
M""hut&l Mﬂs
!
Moé Aty

7

Bei der kritischen Machzahl der Anstrémung tritt erstmalig an einem Punkt des Stromungsfeldes des
Tragfliigels Schallgeschwindigkeit auf.

Die Divergenzmachzahl ist die Machzahl der Anstrémung, ab der ein starker Anstieg des Widerstandes
zu beobachten ist. Im Allgemeinen wird in der angewandten Literatur der starke Anstieg mit > 20

Drag Counts angesetzt.



3. Prandtl’sche Traglinientheorie:

Fiir einen unverwundenen, elliptischen Tragfliigel:

a) elliptische Verteilung 7(y)
A /

///_\\\
Y
—b/2 elliptische Verteilung Ci(y) b/2
A /
Y
—b/2 b/2
i (y)
c) A
(Y
—b/2 b/2

Fiir einen unverwundenen Rechteckfliigel ergibt sich eine weitesgehend konstante Zirkulations- und
Auftriebsbeiwert- verteilung, die an den Fliigelspitzen zu Null abfillt. Der induzierte Anstellwinkel ist
an den Fliigelspitzen erhoht.

Der induzierte Widerstand des unverwundenen Rechteckfliigels ist aufgrund der nicht elliptischen Auf-
triebsverteilung hoher als der induzierte Widerstand eines unverwundenen Fliigels mit elliptischem
Grundriss. Der Recheckfliigel kann aerodynamisch oder geometrisch verwunden werden, um eine ellip-
tische Auftriebsverteilung anzunidhern und somit den induzierten Widerstand zu reduzieren.

2

_ L
CD—ﬂ_A(l—f—(S)

In der Formel entspricht dies einer Reduktion von §, welches fiir den elliptischen Tragfiigel Null ist.
Alternativ kann die Streckung A erhoht werden.



Losung 2. Aufgabe: Losung: Skelett-Theorie

1. Die Verteilung der Wirbeldichte iiber die Sehne ergibt sich aus der kinematischen Strémungsbedingung,
demnach die Skelettlinie eine Stromlinie ist, d.h. die Normalkomponente der Geschwindigkeit ist Null.

Herleitung iiber Uy s = 0: Die Geschwindigkeit normal zur Skelettlinie ist Null:

Uson +wp =0

Z

A |y
: o 7
: o,
L -F--=U ey

(o ‘
%b
0 = Uso sin(a — ) — usin(vy) + w cos(y)
& 0= Uy [sin(a) cos(y) — sin(7y) cos(a)] — usin(y) + w cos(7) | : cos(y)

< 0= Uy [sin(a) — tan(y) cos(a)] — utan(y) + w

Linearisieren mit sin(a) ~ «, cos(a) ~ 1, wu - tan(y) ~ 0 fithrt auf die Gleichung der Skelettlinie:

GZ(S)(X) B _|_i -
—ox - o .~ o+ w,
Darin stellt (®)
tan(y) = aZaX(X)

die Steigung der Skelettlinie dar.

Alternative Herleitung: iiber die Definitionsgleichung der Stromlinienfunktion:

02)(X) _wg _ Ussin(a) +w
0X  wup  Uscos(a)+u

Mit den Ann#herungen fiir kleine Winkel (sin(a) ~ «, cos(a) ~ 1 ) und u < Uy, folgt

0Z6)(X)  Usa+w
X Ux

= o+ Wqg.

10



2. Mit der gegebenen Koordinatentransformation:

1 dX 1
X = 5 (14 cos(y)) , dp 2 sin(¢p)
ldsst sich der Winkel ¢ an der Stelle X = 0.75 zu
1 1
0.75 = 3 (14 cos(p)) & p =37

bestimmen. Die Steigung der Skelett-Linie in X-Koordinaten setzt sich aus:

(s)
Z;y (X
M_i(l_p() fir X <0.75

0X 45
02" (X) )

zusammen. Nach Transformation in ¢ ergibt sich

0z (p) 4

—_1L T/ N w() f Z< <
5 = os(p ur3_go_7r
82}5)(@ i
P B S i < -
3 D furO_g0<3

Der gegebene Ansatz der Birnbaum-Ackermannschen Normalverteilungen fiir die dimensionslose Ge-
schwindigkeit

N
wq(p) = —Ap — Z Ay, - cos(nyp)

n=1

wird in die kinematische Stromungsbedingung eingesetzt.

N (s)
Ay + ZA” - cos(np) = _E?ZaX(ap) +a

n=1

Nach Anwenden der Methode der universellen Multiplikation von cos(ng) mit n=0 und Integration

iiber ¢ ergibt sich
T N T 47
Ag + A, -cos(ny) —a|d :—/ dep.
/0 0 n§1 (nep) @ ax

Fiir die Summe auf der linken Seite ergibt sich

™ An K
/ A,, - cos(ngp)dp = — sin(p)| = 0.

0 n 0

Insgesamt folgt
L VAS)
Ay—a) -m=— d

(=) m == [ Tomd

1 ("dz®
Ay=a—— dep.
A=« 71'/0 ax 7

11



Das Integral tiber die Profilsteigung wird in die Teilgebiete aufgeteilt und die Steigungen eingesetzt.

L) (o)
1 (37 dZ; 1 dz;

- — dp— — d

« 77/0 ax 7r/§7r ax ¥

1
B 1 /™ 4
=a+— Ddcp—/ —— cos(p)dy
T Jo T )iz 45
1 1 114 T
— a4 = -mD+ = | —si
oz+ﬂ_ 37 +ﬂ_[45sm(g0)}17r
3
1 2
=Ay=a+ ;D ——+
0 3 1573

Bei Anwenden der Methode der universellen Multiplikation von cos(ny) und Integration iiber ¢ ergibt
sich:

T N T (s)
/0 (Ao + ; Ay, cos(ny) — a) cos(pp)dp = — ; ddZX - cos(py)de peEN

Die Summe auf der linken Seite lasst sich durch

/7r (Ag — a)cos(nyp) =0
0

und

N pm A, T firn=
2 / Ap - cos(pp) - cos(pp)dp = ¢ " 2 P
=170 0 fiirn #p

vereinfachen. Freistellen nach A, ergibt

T ™4z
—Ap= = d
= 5 /0 Tx cos(pp)dy

2

™ 4z
S A, =—— d
T /0 dX cos(py)dp

Fiir n = 1 folgt:

2 [™dZ®
A= —— .
= A - /0 X cos(p)dp

Aufteilen des Integrals und Einsetzen der Profilsteigungen ergibt

1

2 (357 2 [T 4

A== ’ D cos(p)dp + / — cos®(p)dy
T Jo T )iz 45

= 2 Dsin(e)l" + 22 [2 - ism(m)]

T

™

W=

3. Bernoulli:

2
Pu — Poo = %O(Ufo—ui)



mit den induzierten Geschwindigkeiten

Uo = Uso +u
Uy = Uso —

Mit vernachliBigung der hohren Terme (u?) folgt

Po = Poo = B (2uUx)
Pu — Poo = —i—%o - (2uUs).

Fiir den Druckbeiwert ergibt sich:

Pu =P  Po ~ P
UL 5oU%
_ Al 2v(e)

U U
=4. (AO - tan (%) + Ay - sin(@))

V3 V3
<a + %D - 15;\/5) tan (%) + ( :D + % - 4;;) Sm(w)]

Die Riicktransformation in X ergibt schlief$lich:

1 2 1—x V3 8
-D— D+ — Y22
<a+3 157n/§> Vi — 22 + < e 135 457r> ]

. Fiir den Auftriebskoeffizienten gilt:
1
= / AcpdX
0

mit der gegebenen Koordinatentransformation sowie Ac, aus dem vorangegangenen Aufgabenteil folgt:

/ ) sin(yp) de

Die Zirkulationsverteilung fiir die ersten beiden Birnbaum-Ackermann’schen Normalverteilungen lau-
tet:

Acp = Cpy — Cpo =

Acp=4-

Y(p) = 2Ux (Ao tan (%) + Ay sin(go))

= = 2/ (Ao tan (g) + Ay sin cp)) sin(p

= 2[/ Aotan f Sln dcp—l—/ Ay sin?( ]
0

1
= / Ao (1 —cos(p))dp +2 A Lz sin(2y)
9 1° 0
= 2A07T + 2A1*
A
= 2o 5)
i = 1p_ f 8 _ B
Unter Verwendung der Koeffizienten Ag = o + 3D T \f und A; = D + 135 15> sowie dem

Zusammenhang ¢; = 27 (o — ) folgt:

Ay 1 2 V3 4 /3
—or A+ 2L) =2 “D- Yy 2 V) Con(a—
“ ”< 0ot 2) 7T<O‘+3 157v3 | 2n 135 907 ™ (@ —ao)

13



somit folgt fiir den Nullauftriebswinkel ag:

D 1 3 2 4 N V3
(8 = — —_ _— —_— —— _—
0 157/3 135 907

5. Bestimmung des Profilparameters C'
Eine valide Skelett-linie bzw. Profilkontur muss stetig sein, sodass

Z}s) (0.75) = Zﬁ) (0.75) gelten muss.

4 (3 32
—_ (- =C
45 \ 4 42

4 3

45 16
1
—=C
60

Fiir die abgebildete valide Skelett-Linie gilt auflerdem:
Z9(1.0)=0
C—-0.25D=0

Somit ergibt sich

14



Losung 3. Aufgabe: Uberschall und numerische Verfahren (18 Punkte)

1. + 4. Stofsystem und numerisches Gitter: (3 Punkte)

schrager
StoB Expansion
Expansion
// ]
o d) G H schrager
4 RS =N B VAN e g
Ma_ ESLEL L Tyt = O B St
Q0
ghin
N T S schrager
N N StOB
Expansion
schrager Expansion
StoB

Abbildung 3.1: Stofsystem und Gitter

2. (2-3 Punkte) Hodograph entlang der Stromlinie:

V 4 StoBcharakteristik
c

€/2

Expansioncharakteristik
3. (3 + 2 +1 Punkte) Zustandsénderungen fiir die Oberseite:
Kompression von 1 nach 2 = (192 =¢/2 = 10°
M, =3.5 (Abb 34) = 012~ 25°

My, = 3.5-sin25° &~ (Tabelle aus dem Hinweis)

=1.5
Fiir das gesuchte Druckverhéltnis folgt:

NN
| w

(Abb. 3.3) = 220y, =15)~25
P

15



Bestimmung des Zustandes 2:

My, =15 (Abb.3.2) = My, ~0.7

M. 0.7 0.7
n = ~ (Tabelle aus dem Hinweis) 0.7 -4 = 2.8

M = =
> sin(o1o — Br2)  sin(25° — 10°)  sin15°

Expansion von 2 nach 3 =  v3 =19+ |e/2] + [(]

My =28 (Abb.3.1)= 1,=45° = 13=45°+10°+5°=60° (Abb.3.1)= Mz~ 3.6

Fiir das gesuchte Druckverhiltnis folgt:
Py _ P3P P

p1 Po2 P2 D1
(Abb. 3.3) = I;ﬂ(Mg = 3.6) ~ 90, %(MQ = 2.8) ~ 30
3 2

D3 1 5
—=—-30-25=-
90 6

Expansion von 3 nach 4 = vy =v3+ |n| — ||

vy =60° 4+ 15° =75° (Abb. 3.1)= My~438
Fir das gesuchte Druckverhéltnis folgt:

pr_p1 P2 P2

D1 Po2 P2 P1

Und fiir isentrope Expansion gilt:
Po2 = Po3 = Po4

(Abb. 3.3) = 7%(1\@ = 4.8) ~ 400
4

j 2 1 3
—=—-30-25=—
oL 400 16

4. (1 Punkt) Es handelt sich um ein symmetrisches Profil, welches sich in einer symmetrischen Strémung
befindet. Der Auftrieb ist in diesem Fall A =0

5. (2 Punkte) Siehe Unterpunkt 1.

6. (1 + 2-3 Punkte) Mathematische Formulierung der Randbedingung: g—ﬁ =0

Numerische Bestimmungsgleichung:

op 10%p 10%p

i = piit | Ani+ -5 Ant4 | And
Dij+1 pz,]+8n g 1+28n2 g 1+68n3 g i
op 10%p 5 1% 3

i = pij+t | Ano+-==| Any+ = n
Pij+2 Pij + on i 2+ 2 On2 i 2 + 6 On3 i 2

16



Nach dem Einsetzen der mathematischen Randbedingung %h,j = 0 folgt:

10%p 10%p
. — . I A 2 2P A 3
pl:]‘f‘l pl,j + 9 8”2 i ny + 6 8713 i nq
10%p 10%p
e = pijt o And+ 2| And
Pij+2 Pij+ 2 On? i nat 6 On3 i 2

Eliminierung von %\i,j durch Multiplikation der 1. Gleichung mit An3, der 2. Gleichung mit An?
und Subtraktion der beiden Gleichungen:

103p
Pij+1 An% — Dij+2 A"% = Di,j (An% - An%) + 6ond An%An% (Any — Ang)
ihj
Somit folgt fiir p; ;:
.. An2 — p. - An?2
_ Dig+1 AN — Py j+2 ANg n O(hg)

Dij =
J An% — An%
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