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Kapitel 1

Numerische Stromungsmechanik I

Einleitung

Die numerische Fluiddynamik ist ein Teilgebiet der Stromungsmechanik, in dem die Stro-
mungsgleichungen, meist partielle Differentialgleichungen, numerisch mit Hilfe von Digital-
rechnern gelost werden. Dadurch ist man in der Lage, Losungen von Stromungsproblemen
zu ermitteln, fiir die auf Grund mathematischer Schwierigkeiten keine analytischen Losun-
gen zu erhalten sind. Durch stindig verbesserte Losungsmethoden und wachsende Rech-
nerkapazititen ist die numerische Stromungsmechanik zu einem sehr wichtigen Bereich in
Forschung und Industrie geworden. Anwendungsbereiche sind iiberall dort gegeben, wo
Stromungsprobleme dominieren, wie z.B. in der Luft- und Raumfahrtindustrie und in der
Automobilindustrie, aber auch in grundlegenden Untersuchungen von Strémungsproble-
men, wie z.B. in der Turbulenzforschung.

Die numerische Stromungsmechanik basiert auf Néherungen der zugrunde liegenden
Differentialprobleme, z.B. durch Uberfithren von Differentialen in Differenzen an diskre-
ten Punkten eines Integrationsbereiches. Durch die Ndherungen werden Fehler verursacht,
durch die die numerische Losung von der exakten Losung des Stromungsproblemes ab-
weichen kann. Wichtigste Aufgabe der numerischen Strémungsmechanik ist es deshalb
Néherungen so zu formulieren, daf die Fehler begrenzt bleiben und, dafs die numerische
Losung mit feiner werdender Auflésung, d.h. kleineren Schrittweiten, gegen die exakte Lo-
sung strebt (Konvergenz des numerischen Problemes).

Die Grundkenntnisse zur numerischen Formulierung der Stromungsgleichungen mittels
Differenzenapproximationen sollen in dieser Vorlesung vermittelt werden. Im 1. Kapitel die-
ser Vorlesung werden zunéchst die Stromungsgleichungen mit ihren wichtigsten Formen und
Néaherungen vorgestellt. Eine mathematische Einordnung dieser Gleichungen mit Hilfe der
Charakteristiken wird im 2. Kapitel gegeben. Die Grundlagen der numerischen Formulie-
rung von partiellen Differentialgleichungen werden im 3. Kapitel behandelt. Es werden die
Herleitung konsistenter Differenzenapproximationen und Bedingungen fiir numerische Sta-
bilitdat und Konvergenz von Anfangswertproblemen aufgefiihrt. Die iterative Losungen von
elliptischen partiellen Differentialgleichungen vom Typ der Poisson- und Laplacegleichung
werden im 4. Kapitel behandelt. Es werden hierfiir die wichtigsten Iterationsverfahren und
ihre Grundlagen behandelt.

Im zweiten Teil der Vorlesung wird auf wichtige Systeme von Stromungsgleichungen
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eingegangen. Im ersten Kapitel wird die numerische Integration der Prandtlschen Grenz-
schichtgleichungen diskutiert und ein Losungsverfahren hierfiir entwickelt. Im weiteren Teil
der Vorlesung wird die numerische Losung der Eulergleichungen fiir kompressible, instatio-
nare Stromungen behandelt. Die Losung dieses hyperbolischen, nichtlinearen Systemes ist
eine wichtigsten Aufgaben der numerischen Stréomungsmechanik, nicht nur zur Berechnung
reibungsfreier Stromungen, sondern auch als Grundlage fiir die Losung der Navier-Stokes
Gleichungen (die in dieser Vorlesung nicht behandelt werden kénnen). Fiir die Eulerglei-
chungen werden die Losungseigenschaften diskutiert. Diese beinhalten sowohl stetige als
auch unstetige Losungen (Verdichtungsstofe). Um beide Losungen numerisch zu erfassen,
ist sogenannte konservative Diskretisierung nétig. Hierzu werden die wichtigsten Differen-
zenschemata diskutiert.



1.1 Grundgleichungen der Stromungsmechanik

e Die Stromung eines Kontinuums (Gas, Fliissigkeit) wird durch die Erhaltungssétze
von Masse, Impuls und Energie beschrieben.

e Zur Losung dieser Erhaltungsgleichungen sind zusétzliche Beziehungen notig:

— Kalorische Zustandsgleichung z.B. e=¢,T
— Thermische Zustandsgleichung z.B. p=pRT

— Ansétze fir Transportkoeffizienten z.B. n=n(T), A = X(T)

e Die Anfangs- und Randbedingungen legen das Stromungsproblem fest.

1.1.1 Allgemeine Formulierung der Erhaltungsgleichungen

Integrale Formulierung der Erhaltungsgleichungen

Die Integralform der Erhaltungsgleichungen
ergibt sich direkt aus dem fundamentalen Er-
haltungsprinzip der klassischen Physik. Die-
ses Prinzip wird angewendet auf ein durch-
stromtes Kontrollvolumen 7 mit der Oberfla-
che A. Jedem Oberflichenelement dA von 7
ist ein Normalenvektor 7 zugeordnet.

Das Erhaltungsprinzip fiir das Volumen 7 léfst sich in gemeinsamer Form fiir die spezifischen
Grofen Masse, Impuls und Energie pro Volumeneinheit formulieren:

Zeitliche Anderung der Erhaltungsgrofen U im Volumen 7
+ wverallgemeinerter Flufl H (Flisse, Spannungen) normal zu der Oberfliche A
= Wirkung der Volumenkrdifte ﬁwl m T

Mathematisch formuliert ergibt dies die Integralform der Erhaltungsgleichungen:

—d7+j§H RdA = /ﬁwldT
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Hierbei ist U der Vektor der Erhaltungsgrofen mit Masse/Volumen (p),
Impuls/Volumen (p¥) und Energie/Volumen (p E = p (e + 1 #2)) als Komponenten.

~ P
U= | pv
pE

Der verallgemeinerte Flukvektor H fakt die Wirkung der Fliisse und Spannungen zusam-

men. Die erste Komponente von H beschreibt den Massenfluf p v, die zweite Komponente
enthiilt den Impulsstrom po'¢ und den Spannungstensor &, die dritte Komponente setzt
sich zusammen aus dem Energieflu p o' E, der Leistung der Spannungsanteile ¢ und dem
Wiérmestrom ¢ :

pU
H = puv + T
pEV+50+ ¢
Die Volumenkrifte werden durch den Vektor ﬁvol reprasentiert, der die Volumenkraft ﬁ:ol,
z.B. die Schwerkraft f,,; = p g, und die Leistung der Volumenkrafte f,, - ¥ enthélt :

Komponentenweise ergeben sich somit die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und

Energie zu:
/a”d +7§ 7] AdA =

/—d7+]{pvv—l—a] ndA = /ﬁoldT

dT—i—f[pEzH—av—kq] ndA = /ﬁal-ﬁdT

8t

T

Auf Grund der einheitlichen Gestalt der Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und
Energie und infolge der direkten Anwendbarkeit auf durch Gitternetze definierte Kontroll-
volumina ist die Integralform der Erhaltungsgleichungen ein wichtiger Ausgangspunkt fiir
numerische Diskretisierungsschemata (z.B. Finite-Volumen Methode).



Differentielle Formulierung der Erhaltungsgleichungen

Die integrale Form der Erhaltungsgleichungen lafst sich mittels Integralséitze in ein Sy-
stem partieller Differentialgleichungen iiberfithren. Dies fiihrt direkt zu der konservativen
bzw. Divergenzform der Erhaltungsgleichungen. Diese Form ist gleichfalls ein wichtiges
Ausgangssystem fiir die numerische Diskretisierung.

Weitere differentielle Formen der Erhaltungsgleichungen lassen sich durch Einfiihrung
von anderen abhéngigen Variablen anstelle der Erhaltungsgrofien U herleiten. Diese werden
meist nichtkonservative Formen genannt. Diese Formen haben jedoch bis auf Ausnahmen
(z.B. die Grenzschichtgleichungen) eine geringere Bedeutung fiir die numerische Diskreti-
sierung. Sie lassen sich jedoch oft besser als die konservativen Formen zur Analyse des
Losungsverhalten heranziehen.

a) Konservative (Divergenz-) Form:

Unter Voraussetzung stetiger und geniigend oft differenzierbarer Funktionen in Ort und
Zeit 1aft sich aus der Integralform:

/—dT—|— %H ndA = /ledT

mit Hilfe des Gaufs’schen Integralsatzes:

yfﬁ-ﬁdA — /v-ﬁdT
A T

durch Differentiation nach dem Volumen 7 eine Diffentialform bestimmen:

oU . .
- .H=F,
8t+v !

Dieses System partieller Differentialgleichungen wird allgemein als konservative Form oder
als Divergenzform (wegen V - H ) der Erhaltungsgleichungen bezeichnet. Die Divergenzform
der Erhaltungsgleichungen ist, wie die Integralform, eine wichtige Ausgangsform fiir die
numerische Losung.

Mit den Komponenten des Vektors der spezifischen Erhaltungsgrofen U, des verallgemei-
nerten Flukvektors H = H (U ) und des Vektors der Volumenkréfte Fou (foor) ergibt sich
das System der Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie:

=0
8t+v pU
a — —
;“rv (PTG +F) = fou
ap — = — r —
+V-(pET+a0+q7) = foo- 0

ot
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b) Nichtkonservative Formen

Wihlt man statt der Erhaltungsgrofen U einen Satz anderer GréRen (z.B. p, v, F) als
abhéngige Variable so erhélt man sogenannte nichtkonservative Formen der Erhaltungs-
gleichungen. In diesem Falle kann die Divergenzform nicht aufrecht erhalten werden, als
Kennzeichen der nichtkonservativen Form treten dann Variablen als Koeffizienten vor den
Differentialen auf.

Eine nichtkonservative Form erhélt man z.B. fiir ein mit v mitbewegtes Bezugssystem
(Lagrangsche Formulierung). Hierbei ergibt sich die zeitliche Anderung als “substantielle

Ableitung” im mitbewegten System:
D 0
i AV,
Dt ot '

Damit schreiben sich Erhaltungsgleichungen in der folgenden Form:

“LL,v.-7 = 0

Dt+p v

Dy 1 — 1 -

= -V.o = - V0

Df+p 7 pt
DE 1 _ 1 -
= -V . (o7 7l =  — Jwo U
Dt (60 +q) pfl U

Dieses System stellt nur eine mogliche nichtkonservative Formulierung dar. Insbesondere
fiir den Energiesatz sind noch verschiedene andere Formen moglich, z.B.:
De

pﬁ+§~VU+V~§:0

Thermische und kalorische Zustandsgleichungen

Die Beschreibung kompressibler Stromungen erfordert zur Schliefung der Erhaltungsglei-
chungen zusétzliche Beziehungen zwischen den thermischen und kalorischen Zustandsgro-
fen. Fiir ein thermisch und kalorisch ideales Gas (z.B. Luft fir Temperaturen bis ca.
800 K) gelten folgende Beziehungen:

e Thermische Zustandsgleichung:
p=pRT
e Kalorische Zustandsgleichung:

e==c, T h=e+p/p=c,T mit ¢,=const. und ¢, = const.

Der Zusammenhang zwischen Druck p und innerer Energie e ergibt sich somit zu:

p=(—1)pe mit y=2
Co
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Transportkoeffizienten

Zur Berechnung der Schubspannungen und des Warmestromes sind Schliefungsansétze
notig, die diese Groken mit den Stromungsvariablen verkniipfen. Man unterscheidet hierbei
zwischen laminarer und turbulenter Stémung.

In laminarer Stromung kann fiir die meisten Gase und Fliissigkeiten in einem weiten Giil-
tigkeitsbereich die Nédherung eines Newton’schen Fluids verwendet werden, nach der die
Schubspannung linear vom Geschwindigkeitsgradient abhéangt, z.B. in der Form 7 = —n fliy‘.
Analog dazu gilt das Fourier’sche Gesetz fiir einen linearen Zusammenhang zwischen Wiér-
mestrom und Temperaturgradient, d.h. = —-AVT.

Die Proportionalitatsfaktoren sind die die Transportkoeffizienten fiir den molekularen Im-
pulsaustausch (Viskositidt 1) und fir den Energicaustausch (Wéarmeleitfdhigkeit A). Diese
sind Materialkonstanten und héngen nur noch vom thermodynamischen Zustand des Fluids
ab. Fiir Gase ist die Viskositdt im wesentlichen eine Funktion der Temperatur, die nidhe-
rungsweise durch ein Potenzgesetz ausgedriickt werden kann:

T w
ﬁ:(—) mit S5<w<l (Luftw=.72)
o To

Die Warmeleitféhigkeit ist unter der Voraussetzung konstanter Prandtl-Zahl Pr = %! und
konstantem ¢, Wert proportional zur Viskositat.

Fiir turbulente Stromungen, bei denen der Impuls- und Energieaustausch iiber stochasti-
sche Schwankungsbewegungen erfolgt, ist die mathematische Formulierung der Vorgénge
wesentlich schwieriger und noch nicht eindeutig geldst.

Im Allgemeinen bauen die Ansétze turbulenter Stromung auf der Mittelung nach Reynolds
auf (siehe z.B. Vorlesung Stromungslehre IT). Hierbei wird eine augenblickliche Stromungs-
grofe f in einen zeitlichen Mittelwert f und einen Schwankungsanteil f’ aufgespalten. Nach
Einfiithren dieser Ansétze in die Erhaltungsgleichungen und zeitlicher Mittelung erhélt man
die sogenannten zeitlich gemittelten Gleichungen, die sich von den urspriinglichen Glei-
chungen durch zusétzliche Spannungs- und Wirmestromanteile (Schein- oder Reynolds-
spannungen) unterscheiden. Solche Anteile, wie z.B. das Kreuzprodukt der Geschwindig-
keitsschwankung /v, sind zusitzliche Unbekannte, die durch Schliefungsannahmen mit
den zeitlich gemittelten Grofen verkniipft werden miissen. Hierfiir existieren eine Anzahl
von Schliefungsansétzen vom Mehrgleichungsmodell (z.B. k — e Modell) bis zum einfache-
ren algebraischen Modell. Einer der einfachsten algebraischen Schliefungsansétze ist die
Prandtlsche Mischungsweghypothese

on on__ o

w' = —I? = —Nturb —

Mit einem solchen sogenannten Wirbelviskositatsansatz kann der Ansatz fiir ein New-
ton’sches Fluid beibehalten werden, indem die Viskositat n durch die effektive Viskositét
aus der Summe von laminarer und turbulenter Viskositét, d.h. nerr = Miam + Nurs, ersetzt
wird. Somit &ndert sich die prinzipielle Struktur der Erhaltungsgleichungen nicht.
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1.1.2 Erhaltungsgleichungen in kartesischen Koordinaten (x,y,t)

In diesem Abschnitt werden die Erhaltungsgleichungen in kartesischen Koordinaten herge-
leitet und die Navier-Stokes Gleichungen und ihre wichtigsten Ndherungen fiir kompressible
und inkompressible Stromungen angegeben.

Die Navier-Stokes Gleichungen, die die Stromung mit Reibung und Wéarmeleitung be-
schreiben, stellen die vollstandigste Beschreibung von Kontinuumsstromungen dar. Thre
Losungen sind jedoch sehr komplex und erfordern einen hohen Rechenaufwand. Aus die-
sem Grunde werden dort, wo es physikalisch sinnvoll erscheint, Naherungen dieser Glei-
chungen verwendet. FKEines der wichtigsten Néherungskonzepte ist die Grenzschichttheo-
rie nach Prandtl. Diese Theorie gilt fiir grofse Reynoldszahlen und anliegende Stréomung.
Nach dieser Theorie kann das Stromungsfeld um einen Korper zerlegt werden in eine diinne
reibungsbehaftete Grenzschicht an der Kérperberandung und in eine reibungsfreie Auften-
stromung. Innerhalb der Grenzschicht ist der Druck normal zur Berandung konstant, er
wird somit durch die reibungsfreie Aufenstromung bestimmt. Entsprechend dieser Auftei-
lung der Stromung konnen auch die Navier-Stokes Gleichungen in einfachere Syteme von
Gleichungen aufgespalten werden. Fiir die Grenzschichtstromung ergeben sich die Grenz-
schichtgleichungen, wihrend die reibungsfreie Aufenstrémung durch die Eulergleichungen,
bzw. deren Naherung, die Potentialgleichung, bestimmt wird.

—

Im folgenden wird die Wirkung der Volumenkréfte vernachlissigt (F,o = 0).

Vereinbarungen fiir kartesische Koordinaten

Zur Darstellung in kartesischen Koordinaten sind einige Vereinbarungen nétig:

Hinweis: Es gilt f: ( 2 ) = (f1, f2)T

e Flichennormale: 7idA = (dy, —dx)T
e Volumen: 7 = 7(z,y)

Nabla-Operator: V = (9/dz, 0/0y)*

dyadisches Produkt zweier Vektoren ab z.B. fiir Impulsflufs pv'v
7 Gy b, _ azb, azby,
ay by ayb, ayb,
inneres Vektorprodukt von Tensor mit Vektor Ta , z.B. fiir 70 oder 7 71

S tin ti2 az \ [ tirax+ti2ay
a= —
ta1 too ay o1 Gz + T22 Gy

Geschwindigkeit: v = (u, v)T

QL

°
el

Erhaltungsgréfen: U = (p, pu, pv, pE)T

mit  E=c, T+ 3(u? +v?)
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e Spannungstensor mit Druckanteil und Reibungsanteil & =pl+o

mit o= ( Ozz Oy >
Ozy Oyy
Ogz = —7 (2’&1 - % (uflf + Uy))
und oy = —12vy — 3 (U +vy))
Ony = —1(uy+v,)

e Wirmestrom: ¢= (q,, ¢,)" = —\(T,, T,)"

e verallgemeinerter Flufsvektor mit reibungsfreiem und Reibungsanteil H = ﬁinv+ﬁvis

in kartesischen Komponenten: Hny = (Einy , Fino)T  Hyis = (Fuis , Fyis)©

mit
Eirw — (pua PU2 + p, puv, pUE + up)T Evis = (07 Ozzy Ogy , UO gy + VO gy + q:L’)T
Fiw = (pv, puv, pv* +p, pvE + UP)T Fuis = (0, 0uy , Oyy, U0wy + 00y +q,)"

Erhaltungsgleichungen fiir kompressible Stromungen

Navier-Stokes Gleichungen

Die Navier-Stokes Gleichungen beschreiben die Kontinuumsstromung mit Reibung und
Warmeleitung. Unter dem Begriff Navier-Stokes Gleichungen wird hier das vollstdndige
System der Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie verstanden.

a) Integralform

Mit obigen Vereinbarungen ergibt sich die Integralform nach Ausfithrung des Skalarpro-
duktes H - ndA

a_UdT + % (Einv+Evis) dy_ % (anv +Fm's) d.]? = O
T at A A

Die Anteile E dy — F dzx entsprechen der Normalprojektion des Flusses H = (E, F)T auf
ein Oberflichenelement dA = +/dz? + dy?, multipliziert mit dA.

b) Konservative Form (Divergenz-Form)

Mit den kartesischen Komponenten von V und H ergibt sich die Divergenzform zu:

—

ou 0 B,
“ 4 (B + Euis) + — (Finp + Fuis) =
at _l— am ( muv + ’UZS) + ay ( muv + ’UZS) 0
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In komponentenweiser Darstellung ergeben sich die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Im-
puls und Energie:

G A b & -
S + (o’ +p+ou) + & (puv + 0yy) =
S (pv) + Z(puv+oyy) + a% (pv* +p+ oyy)

S (pE) + Z(puE +up+uoe, +vo,y+q,) + 8% (pvE +vp +voy, +uoy, +q,) =

c¢) Nichtkonservative Form

Fiir die vorn aufgefiihrte, nichtkonservative Form mit den Variablen V= (p,u,v, E)T
und der substantiellen Ableitung D% = % + ua% + va% ergibt sich folgendes System in
kartesischen Koordinaten:

Dp 4+ plu + pgv =0

Dt T 5Pt ou) + L& o = 0

oV T %a%gwy + %a%@+‘7yy) =0

ok + 2 (up + U0y + V04 + ¢z) + 5 aﬁ(vp +UOgy +VOyy +qy) = 0
Eulergleichungen

Die Eulergleichungen erhélt man aus den Navier-Stokes Gleichungen durch Vernachlés-
sigung der Reibungsterme (0 = 0) und der Warmeleitungsterme (¢ = 0). Durch diese
Vereinfachung éndert sich jedoch auch der Typ und das Losungsverhalten der Erhaltungs-
gleichungen. Die Eulergleichungen werden ausfiihrlich im Teil II der Vorlesung behandelt.

Analog zu den Navier-Stokes Gleichungen konnen folgende Formen dargestellt werden:

a) Integralform

U 4 7{ (Ep) dy — ]{(Fmv) dr = 0
; Ot A A

Die Anteile F dy — F dx entsprechen der Normalprojektion des Flusses H = (E, F)T auf
ein Oberflachenelement dA = +/(dz? + dy?), multipliziert mit dA.

b) Konservative Form (Divergenz-Form)

Mit den kartesischen Komponenten von V und H ergibt sich die Divergenzform zu:

ou 0 0
—FE, ZF =
at + ax mv + ay mo O

o O O O
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In komponentenweiser Darstellung ergeben sich die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Im-
puls und Energie:

TR X () + 5 (pv) =0
Gu) + L +p)  + £ (puv) =0
&)+ 4% (puv) + Z(p*+p) =0
S (pE) + Z(puE+up) + (%(va+vp) =0

c¢) Nichtkonservative Form

Fiir die vorn aufgefiihrte nichtkonservative Form mit den Variablen Vo= (p,u,v, E)T

und der substantiellen Ableitung % =

= 9

5 T ua% + Ua% ergibt sich folgendes System in

kartesischen Koordinaten:

Lo + pEu + pgv = 0
%u + %a%p + 0 =0
Lov 4+ 0 + tap =0
nE + smww) + S5 wp) =0

Potentialgleichung

Potentialstromung erfordert drehungsfreie, isoenergetische Stromung. Die Annahmen sind:

drehungsfreie Stromung V x ¢ = 0,

identisch erfiillt durch das Potential ¢, wenn v = V¢  bzw. u=¢, v =0,
stationdre Stromung % =0

isoenergetische Strémung H; = h + 3(u? + v?) = const.

daraus T/Ty=1/(1+ 77_1 Ma?)

isentrope Stromung folgt aus Croccoschem Wirbelsatz (v x (V x ¢) = VH; — T'V.S),

y—1

daraus V.S = 0 und somit T/Ty = (p/po)” ' = (p/po) ™

Die Dichte p und die Schallgeschwindigkeit a sind hierbei Funktionen, die noch vom Poten-
tial ¢ abhéngen. Man berechnet sie mittels der Isentropenbeziehung und dem Energiesatz
als Funktion von v = V ¢.

Damit reduzieren sich die Eulergleichungen zu der Potentialgleichung. Auch fiir die Poten-
tialgleichung lassen sich verschiedene Formen angeben.
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a) Konservative Form

Diese Form erhélt man aus der Kontinuitétsgleichung und der Definition des Potentials

(P Pz)e + (pdy)y =0

b) Nichtkonservative Form

Eine nichtkonservative Form ergibt sich aus den Eulergleichungen mit dp = a®dp fiir
s = const. ) ) )
¢ ¢ ¢
2 2 2 2
A )| =L =
(u “ >6x2 e 0x0y + (v —a )8y2

Grenzschichtgleichungen

Die Grenzschichtgleichungen werden aus den Navier-Stokes Gleichungen mit Hilfe der
Prandtl’schen Grenzschichttheorie hergeleitet (siche dort, z.B.: H. Schlichting: “Grenz-
schichttheorie”). Die wichtigsten Annahmen hierfiir sind grofe Reynoldszahlen Re > 1
und anliegende Stromung. Die Reibung ist dann nur in einer diinnen koérpernahen Grenz-

schicht der Dicke § wirksam mit den Groéfsenordnungen % ~ g~ }%e .

dpu  Opv
i il 0
ou ou  OJp 0 ou
Moe Ty o T a—y(”a—y)
dp B
=
oh oh op o (. 0T ou\ >
mg g, v = 5 0a) (3)

Erhaltungsgleichungen fiir inkompressible Stromungen

Viele Fluide, z.B. Fliissigkeiten, konnen in weiten Bereichen als inkompressibel betrachtet
werden, d.h. die Dichte p ist konstant. Als Konsequenz hieraus reduziert sich die Kon-
tinuitatsgleichung zu div v = 0, was zu verdnderten Losungseigenschaften fiihrt, da keine
Zeitableitung in dieser Gleichung auftritt.

Weiterhin ist der Druck nicht mehr iiber eine Zustandsgleichung an Dichte und Tempe-
ratur gekoppelt. Eine Folge davon ist, dafs die Energiegleichung von den iibrigen Gleichun-
gen entkoppelt ist (eine gewisse Kopplung besteht iiber die Transportkoeffizienten, z.B.
die Viskositét n(T"), die hier vernachlassigt wird). Deswegen reicht fiir die Berechnung der
Stromung die Losung der Kontinuitats- und Impulsgleichung.
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Als weitere Konsequenz der Entkopplung des Druckes lafit sich fiir den Druck keine
explizite Bestimmungsgleichung herleiten, die gleichzeitig die Kontinuitatsgleichung erfiillt
(divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld). Aus diesem Grunde wird in Losungsverfahren, die
auf den Gleichungen mit Druck und Geschwindigkeit als Variable autbauen, der Druck als
Parameter so iteriert, dak zu jeder Zeit die Kontinuitatsgleichung erfiillt ist.

Diese Druckiteration wird durch die Formulierung der Gleichungen mit der Stromfunk-
tion und dem Wirbelvektor als Variable vermieden, da hierbei der Druck eliminiert wird.
Diese Formulierung ist fiir zweidimensionale Stromung sehr geeignet, ihre Erweiterung auf
drei Dimensionen ist jedoch sehr aufwendig.

Beide Formulierungen der Navier-Stokes Gleichungen werden im folgenden aufgefiihrt.

Navier-Stokes Gleichungen

a) v, p Formulierung

Fiir konstante Dichte ergibt sich folgendes System von Kontinuitédts- und Impulsgleichung
mit Geschwindigkeit und Druck als abhéngige Variable:

ou ov

%jta—y =0
ou ou ou 1dp 9
ov Ov v  10p _ v

mit dem Laplace-Operator V? = 8—;2 + g—;

und der kinematischen Viskositdt v =mn/p

b) ¢ — ¢ Formulierung (Stromfunktions- und Wirbeltransportgleichung)

Die Druckterme werden durch Anwendung des Rotationsoperators auf die Impulsgleichun-
gen eliminiert (V x I'mpulssatz). Hierdurch erhdlt man die Wirbeltransportgleichung mit
der z-Komponente des Wirbelvektors ¢ als Variable.

_ Ov Ou

C_%_a_y

Die Kontinuitétsgleichung wird durch die Definition der Stromfunktion identisch erfiillt.

v o
oy ’ or

—v

Die Poissongleichung fiir die Bestimmung der Stromfunktion ¢ ergibt sich durch Einsetzen
der Stromfunktion in die Definition von (.
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Somit lassen sich die Navier-Stokes Gleichungen als Stromfunktions- und Wirbeltransport-
gleichung schreiben:

2 2
?97% T (3715 = —C || Poissongleichung fiir ¢
2 T u% +v g _ vV3(¢ | Wirbeltransportgleichung

ot ox oy

Der Druck p kann nachtréglich aus der Poisson-Gleichung fiir den Druck bestimmt werden,
die durch Bildung der Divergenz der Impulssétze hergeleitet wird:

u\” o\ > ou Jv
2, _ ou z bl
Vip = [(8x) - <8y) 2 oy 8$]

Eulergleichungen

Die Eulergleichungen fiir inkompressible Stréomungen erhélt man fiir verschwindende Vis-
kositiat (v = 0). Wie fiir die Navier-Stokes Gleichungen gibt es die zwei Formulierungen:

a) v, p Formulierung

ou o0 _
or Oy
%—l—u%—i—v%%—l@ = 0
ot Ox oy pox
Ov u@—l—v@ 1@ = 0

ot ox dy ; dy

b) 1 — ¢ Formulierung (Stromfunktions- und Wirbeltransportgleichung)

2 2
27% + gTTf = —C || Poissongleichung fiir ¢
% ™ u% + v o =0 | Wirbeltransportgleichung
6t 8[)3 3y

Der Druck p kann nachtréglich aus der Poisson-Gleichung fiir den Druck bestimmt werden.
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Potentialgleichung

Die Potentialgleichung erhélt man aus den Eulergleichungen fiir drehungsfreie (( = % —

9u = 0) und stationére (2 = 0) Strémung. Je nach abhéngiger Variable unterscheidet
Y t
man:

e Geschwindigkeitsformulierung  (Chauchy-Riemansche Gleichungen)

Die Bedingung der Drehungsfreiheit ersetzt die Impulssétze, die Kontinuitéatsglei-
chung bleibt erhalten.

@4_@ = 0
oxr Oy
o _du _
or Oy

e Stromfunktionsformulierung

Die Definition der Stromfunktion (erfiillt die Kontinuitétsgleichung), in die Gleichung
der Drehungsfreiheit eingesetzt, ergibt die Laplace-Gleichung fiir die Stromfunktion:

A
ox2 = 0y

e Potentialformulierung

Die Definition des Potentiales, ¥ = V@, in die Kontinuitatsgleichung eingesetzt, ergibt
die Laplace-Gleichung fiir die Potentialfunktion:

¢ P

R

Die Integration der Impulsgleichungen unter Beriicksichtung der Drehungsfreiheit ergibt
die Bernoulli-Gleichung zur Berechnung des Druckes:

Po=p+ g(zﬂ +v%) = const.

Grenzschichtgleichungen

Die Prandtlschen Grenzschichtgleichungen einer inkompressiblen Stromung lauten:

@4_@ = 0
or Oy
KENTRY A P
ox dy  p Ox oy y
dp
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1.1.3 Anfangs- und Randbedingungen

Die Anfangs- und Randbedingungen defininieren das Strémungsproblem, welches durch
Losung der Erhaltungsgleichungen bestimmt werden soll.

Die Anzahl der vorzuschreibenden Bedingungen ist durch die hochste Ableitung ei-
ner unabhéngigen Variablen gegeben. Thre Aufteilung in Anfangs- und Randbedingungen
wird durch den Typ der partiellen Differentialgleichungen bestimmt. Elliptische partielle
Differentialgleichungen fiihren auf Randwertprobleme, d.h. dort sind auf allen Rédndern
Randbedingungen vorzuschreiben. Hyperbolische und parabolische partielle Differential-
gleichungen haben reelle Charakteristiken, und somit einen begrenzten Einflutbereich, fiir
den auf einer nichtcharakteristischen Berandung Anfangsbedingungen vorgeschrieben wer-
den (Anfangswertproblem). Ist der Einflufbereich zusétzlich durch Rénder begrenzt, miis-
sen dort noch Randbedingungen vorgeschrieben werden (Anfangs-Randwertproblem).

Die Art der Randbedingungen werden durch das zu l6sende physikalische Problem festge-
legt. Die wesentlichen Arten der Randbedingungen sind:

e 1. Art (Dirichlet’sche Randbedingung)
U = ¢i(x,y) Wert der Variable ist auf Rand gegeben
z.B. Haftbedingung « =0, v =0

e 2. Art (Neumann’sche Randbedingung)

g—g = go(z, ) Normalgradient der Variablen ist auf Rand gegeben

z.B. adiabate Wand Gn = /\g—z =0

e 3. Art (Linearkombination aus 1. und 2. Art)

alU + Bg—g = g3(z,y) Normalgradient und Wert sind kombiniert

z.B. 7slip” Stromung auf Wand bei verdiinnten Gasen ag—z +u=0

e 4. Art Periodische Randbedingung

U(zy,11) = U(za,y2) Randwerte zweier Integrationsgrenzen Cy und C; gleich

z.B.:  Turbinengitter

Wichtigste Voraussetzung fiir die Losung ist die Formulierung eines sachgeméfen Problemes,

d.h. kleine Anderungen der Anfangs-oder Randwerte von O(g) diirfen auch nur kleine An-
derung der Lésung von O(e) bewirken!



Typische Randbedingungen der Stromungsmechanik

Integrationsbereich:

symmetry line

inflow C B outflow
boundary boundary
—>

wall

A. Randbedingung Wand:

e reibungsfrei:

v, = 0 — undurchléssige Wand

bzw. ¢ = v, — Tangentenbedingung } Wand ist Stromlinie

Randbedingung fiir Eulergleichungen und Potentialgleichung.

e reibungsbehaftet:

RB wie reibungsfrei v, = 0
-+ zuséatzlich Haftbedingung: v, = 0
+ zusatzlich thermische RB: T = T, isotherme Wand
oder ¢, = —)\g—g = 0 adiabate Wand

B. Randbedingung Symmetrielinie:

%:0 f:p7p7T7Ut
v, = 0

C.+D. Randbedingungen Ein- und Ausstrémrand:

— Problemabhéngig, da meist Schnitt durch unbekanntes Stromungsfeld
— Anzahl der Randbedingungen (d.h. vorzugebende Variable)
oft aus (reibungsfreier) Charakteristikentheorie bestimmt

z.B. fiir 2-D Stromung ist vorzugeben:
Ma < 1 Einstromung 3 Variable (z.B. T, p,, u)
Ma > 1 Einstromung 4 (alle) Variable
Ma <1 Ausstromung 1 Variable (z.B. p)
Ma > 1 Ausstromung  keine

21
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1.2 Klassifizierung und Charakteristiken partieller Dif-
ferentialgleichungen

Charakteristische Losungen sind ausgezeichnete Losungen von partiellen Differentialglei-
chungen. Diese Losungen sind dadurch gekennzeichnet, daf sie unabhéngig von der benach-
barten Losung sind, d.h. das Anfangswertproblem kann von einer solchen Loésungskurve
aus nicht eindeutig fortgesetzt werden. Mathematisch bedeutet dies, dafs Ableitungen der
Losung quer zur Losungskurve unbestimmt sind.

Die Steigung der entsprechenden Grundkurve der charakteristischen Losung wird i.a.
als Charakteristik bezeichnet. Die Charakteristiken sind unabhéngig vom Koordinatensy-
stem und damit ,charakteristische” Eigenschaft einer partiellen Differentialgleichung. Der
Wert der Charakteristik, reell oder komplex, bestimmt die Losungsverhalten der parti-
ellen Differentialgleichungen und dient der Klassifizierung der Gleichungen in elliptische,
parabolische und hyperbolische partielle Differentialgleichungen.

Die Charakteristiken legen den physikalischen Einflukbereich fest. Reelle Charakteri-
stiken (hyperbolische und parabolische Gleichungen) fithren auf Anfangswertproblem mit
einem begrenzten Einflufbereich (z.B. Machkegel). Komplexe Charakteristiken bei ellipti-
schen Gleichungen fiithren auf Randwertprobleme ohne bevorzugte Einflufrichtung.

Fiir die numerischen Losungsverfahren sind die Charakteristiken notwendig z.B. fiir die
Entwicklung stabiler und genauer Differenzenschemata und zur Darstellung von Randbe-
dingungen.

1.2.1 Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die einfachste Herleitung und Interpretation der Charakteristiken ist fiir skalare partielle
Differentialgleichungen 1. Ordnung moglich. Diese Gleichungen fiithren zu reellen Charak-
teristiken und sind somit von hyperbolischem Typ.

Charakteristikenbedingung
Fiir die Herleitung der Charakteristik wird die folgende Gleichung betrachtet:

auy + bu, = ¢

Uber der Grundkurve Cj, gegeben durch Q(z,y) = const., sei die Losung u(x,y) auf
der Losungskurve C bekannt (Anfangsbedingung). Zur Darstellung der Charakteristiken
muf zunachst untersucht werden, fiir welche Grundkurven die Querableitungen der Losung
unbestimmt werden. Hierzu transformiert man die Differentialgleichung in ein Koordina-
tensystem (5, €2), mit S tangential zu Cy und €2 quer zu Cj
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Losungsfliache u(x, y)

C' : char. Losungskurve
Cy : char. Grundkurve ) = const.

dy

: char. Richtungsableitung
dr |q,

Fiir die Transformation (z,y) — (5, 2) erhélt man mit den Ableitungen

Uy = Spus + Qpug; u, = Syus + Qyug
die Differentialgleichung au, + bu, = c im neuen Koordinatensystem:
(@ + 0Qy)ug + (aS, + bSy)us = ¢

Fiir die Untersuchung des Verhaltens der Querableitung ug ist der Wert des ersten Klam-
merausdruckes ) = a ), + b2, entscheidend:

e a) Der Wert von Q ist ungleich Null.
Q = aQy + bQ, # 0

In diesem Falle ist die Querableitung ug eindeutig durch die Losung bestimmt. Die
Nachbarlosung auf einer Kurve ©Q + AQ kann eindeutig aus der Losung u(x,y) auf
Q) = const. fortgesetzt werden.

— w2+ AQ) = u(Q) + ug(2) - AQ + ---
Das Anfangswertproblem ist eindeutig!

e b) Der Wert von Q ist Null.
Q=aQ, +bQ, =0

In diesem Falle ist die Querableitung ug unbestimmt (0 - ug = ...). Die Losung héngt
somit nur von Ableitungen ug tangential zur Losungskurve ab. Das Anfangswertpro-
blem kann nicht eindeutig zu einer Nachbarlosung fortgesetzt werden.

Man bezeichnet dann w(z,y) als charakteristische Losung und die Kurve Q = const.
als charakteristische Grundkurve Cy, deren Ableitung g—z die Charakteristik bildet.
Die Bedingung @ = 0 nennt man danach die Charakteristikenbedingung.
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Charakteristik und Gleichung der charakteristischen Grundkurve
Aus der Charakteristikenbedingung ) = 0 und der Gleichung der Grundkurve €2 = const.

Q = aQy +b6Q, =0
dQ Qpdx + Q,dy =0

erhdlt man die Steigung der charakteristischen Grundkurve (= Charakteristik)

dy
dzx

Co

Die Gleichung der Grundkurve Cy ergibt sich durch Integration von
dQy  dy

-Q, dx

b
dx—dy:gdx—dyzo

Co

mit vorgebenen Anfangswerten g, yo der Grundkurve zu:

b
y:yO‘i‘a(l‘—SEo)

Die charakteristischen Grundkurven der Gleichung au, + bu, = c bilden somit eine Schar
von Geraden mit der Steigung b/a.

y
Q=const

Charakteristische Losung

Die charakteristische Losung (Vertraglichkeitsbedingung) ist die Losung langs der charak-
teristischen Grundkurve. Zur Darstellung dieser speziellen Losung der Ausgangsgleichung
wird diese in ein neues Koordinatensystem {(z,y), 7(z,y) transformiert. Eine Koordi-
nate, hier £ = const., reprisentiert die charakteristische Grundkurve Q = const. (der
Allgemeinheit halber hier £ = const. genannt), die andere Koordinate ist (fiir Gleichungen
1. Ordnung) frei wéhlbar, hier z.B. 7 = z.

b
d¢ = —dxr — dy
a

dr = dx
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Aus der Gleichung au, + bu, = c folgt mit der Kettenregel

b
Ux=§xug+7a;u7=au5+u7 ) uyzgyU’{"}_TyuT:—Ug
die transformierte Gleichung (Normalform der Gleichung)

@
or

Cc
a

E=const.

Die charakteristische Losung iiber der Grundkurve ¢ = gx —y = const. ergibt sich durch
Integration iiber 7:

u(r,§) = =7 +k(9)

Fiir den Anfangswert ug(xo, yo) auf der charakteristischen Grundkurve £ = £, = gxo —Yo =
const. und mit 7 = x erhélt man die Losung:

c
u(r,y) = p (z — o) + uo(zo, Yo)
Im Spezialfall ¢ = 0 bleibt die Anfangslosung ldngs der charakteristischen Linie konstant,

d.h. u(z,y) = u(§) = const. Losungen dieser Art treten in der Gasdynamik ofter auf, z.B.
fiir die Prandtl-Meyer Expansion.

U(X1!y1)
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1.2.2 Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die Herleitung der Charakteristiken erfolgt analog zu den Gleichungen 1. Ordnung. Als
Ausgangsgleichung wird folgende Gleichung betrachtet:

L(u) = augy + 2bugy + cuyy + d(z,y,u,uy,u,) =0

Uber der Grundkurve Cy, gegeben durch Q(x,y) = const., seien die Losung u(z, y) und die
niederen Ableitungen u, und u, bekannt. Zur Darstellung der Charakteristiken (hochste
Querableitungen unbestimmt) transformiert man die Differentialgleichung in ein Koordi-
natensystem (.5, 2), mit S tangential zu Cy und Q quer zu C

Fiir die Transformation (z,y) — (5, 2) erhdlt man die Ableitungen

U = UQQ Qx2 + 2ugq Qx SJ: + uss Sx2 + uq Qxx + ug Sxx
Uyy =  UQO Qyz + -
Upy = UQQ Qny + .-

Alle Ableitungen, aufler der zweiten Querableitung ugg, sind auf der Losungskurve be-
kannt.
Damit erhélt man die Differentialgleichung im neuen Koordinatensystem:

L(u) = Q-uga + [~uas + [~Juss + [~] =0
mit
Q= a®’ +2bQ,Q, + cQ,’

Fiir die Darstellung des Charakteristikenproblems ist entscheidend, dafs die hochste Quer-
ableitung, hier ugq, unbestimmt ist. Dies ist dann der Fall, wenn die Charakteristikenbe-
dingung @ = 0 gilt.
Mit Q=0 und der Grundkurve €2 = const.

Q = aQ? +200,9, +cQ,*=0

dQ = Qudr + Qudy = 0

erhédlt man das charakteristische Polynom
dy 2 dy
=] —2b—= =0
¢ (d:)j) dz e
Die Charakteristiken ergeben sich als Wurzeln dieses Polynomes zu

—1(bim>

dy
1,2 a

dx

Entscheidend fiir das Losungsverhalten ist, ob die Charakteristiken reell oder komplex sind.
Dieses wird durch das Vorzeichen der Diskriminante A bestimmt

A=tV —a-c

Je nach Vorzeichen der Diskriminante erfolgt die Klassifizierung der partiellen Differential-
gleichungen 2. Ordnung in hyperbolischen, parabolischen und elliptischen Typ (in Analogie
zur Kegelschnittgleichung ay? — 2bxy + ca® = 0).
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e hyperbolisch A>0 j—g # g—g reelle Charakteristiken
1 2

e parabolisch A=0 g—z = g—g reelle Doppelcharakteristik
1 2

e clliptisch A<O0 % # % komplexe Charakteristiken
1 2

Fiir Systeme partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung (z.B. Eulergleichungen) gilt die
gleiche Klassifizierung wie fiir Gleichungen 2. Ordnung.

Kanonische bzw. Normalform von Gleichungen 2. Ordnung

Ahnlich wie bei der Herleitung der charakteristischen Losung von Gleichungen 1. Ordnung
lassen sich die partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung durch Transformation auf cha-
rakteristische Koordinaten (bzw. Kombinationen) auf eine typische Form (Normalform)
bringen, bei der die hochsten Ableitungen koeffizientenfrei sind.

Fir die Gleichung

auwx + Qmby + Cuyy + F(uiﬂ7u'y7u7x7y> - 0

mit den Charakteristiken

d b 1
@ _ 2?2 + Vb2 = ac
dz a a
lassen sich mit den Abkiirzungen
a=2 ud B=1/[*— ac

neue Koordinaten einfiithren:

d&y, = adr — dy
dp = pdx

Die Transformation der Gleichung ergibt die folgenden Normalformen:

0? 0?
E‘; - 5 © 4+ ... =0 hyperbolische PDGL
1 m
0? 0?
% + 8771; + - =0 elliptische PDGL
1 1
9% u .
o2 + ... =0 parabolische PDGI.

Fiir hyperbolische Gleichungen existiert eine weitere Normalform mit den charakteri-
stischen Koordinaten

d¢ = d& +dp = —‘1dx—dy

an = dg —dpy =
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Diese Normalform lautet:
0% u
9E
Viele Gleichungen der Stromungsmechanik, insbesondere in kartesischen Koordinaten, tre-
ten in ihrer Normalform auf und sind durch Vergleich mit den Normalformen einzuordnen.
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1.2.3 Vereinfachte Berechnung der Charakteristiken

Aus der ausfiihrlichen Herleitung ldt sich erkennen, daft zur Bestimmung der Charakteri-
stiken die Bedingung ) = 0 geniigt, wobei @) sich aus der Transformation der fiihrenden
Ableitungen nach €2 ergibt. Fiir eine vereinfachte Berechnung kann man deshalb eine Varia-
ble u(z,y) als Funktion von 2 allein betrachten, d.h. u(z,y) = u(Q(x,y)). Die Ableitungen,
z.B. nach x, ersetzt man durch

Die Charakteristiken ergeben sich dann aus der Charakteristikenbedingung () = 0 und aus
Q) = const.

1. Beispiel:  Gleichung 1. Ordnung

auy + bu, = c

(@Qy + bQy)ug = ¢

Q=aldy +0Q, =0
dQ) = Qudx + Q,dy = 0
b

= 2 — hyperbolisch
1

dy
- dx

2. Beispiel: System von Gleichungen (Chauchy-Riemannsche Gleichungen)

Us + 0y =0 = u
E— 9 o =0
Uy Vg By o )

— Q, Qy — 2 2 _ Qq _ —_

Q—det‘Qy —q, =-Q,"-Q,° =0 = Q_-Ul,z_i\/— = 47

— @ = 4] — elliptisch
1,2
3. Beispiel: Wellengleichung

Ut — CLOQ Uge = 0

1. Weg: Q = Q2% — a,2Q0° =0 — 8—; 12::|:a0
fl—f . = +a, — hyperbolisch

2. Weg: Substitution ¢ =u , p=uy — ¢ = D¢
G — a’ps =0

4z — pt:()
Qt —azQ 2
= det ol = Q) 202 =0 — X = 4q,
< ‘ ‘Qm - vra Qaq 9 ¢




30
1.3 Grundlagen der numerischen Losung

Zur numerischen Losung der partiellen Differentialgleichungen unterteilt man den Integra-
tionsbereich in ein Gitternetz diskreter Punkte in der Ebene der unabhéngigen Variablen
(Raum, Zeit). Auf den diskreten Punkten sind die geometrischen Koordinaten und die
abhéngigen Variablen (Erhaltungsgrofen) definiert. Fiir jeden Gitterpunkt werden die Dif-
ferentialgleichungen durch Differenzengleichungen approximiert. Diese Gleichungen und
die diskretisierten Rand- und Anfangsbedingungen ergeben ein System von gekoppelten,
algebraischen Gleichungen, das auf einem digitalen Rechner geldst werden kann.

Die numerische Losung ist auf Grund der Differenzenbildung eine Naherung. Das Ziel
der numerischen Losung ist es, sich der exakten Losung des Differentialproblems zu néa-
hern, d.h. die numerische Losung soll konvergent sein. Eine Losung heift konvergent,
wenn mit kleiner werdenden Schrittweiten die numerische in die exakte Losung iibergeht.
Um konvergente Losungen zu erreichen, miissen einige notwendige Voraussetzungen bei der
Diskretisierung erfiillt werden, ndmlich Konsistenz und numerische Stabilitdt des Differen-
zenschema. Die Grundlagen hierzu werden in diesem Kapitel behandelt.

1.3.1 Entwicklung von konsistenten Differenzenausdriicken

Bei der numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen stehen nur an den diskre-
ten Punkten Informationen zur Verfiigung. Die Differenzenausdriicke, die die Differentiale
an einem bestimmten Punkt (Aufpunkt) approximieren, sind Funktionen der umgebenden
Nachbarwerte.

Die Entwicklung von Differenzenausdriicken fiir die abhéngige Variable erfolgt mit Hilfe
von Taylorreihen um den Aufpunkt. Wichtige Voraussetzung hierfiir ist:

Alle abhéngigen Variablen besitzen lokal eine Reihenentwicklung,
d.h. ihr Verlauf sei stetig und geniigend oft differenzierbar.

Durch die Reihenentwicklung wird das Differential ersetzt durch eine Differenzenapproxi-
mation plus einem Abbruchfehler 7, der die nicht berticksichtigten Terme der Reihe repré-
sentiert.

of Af

—_ % —_

ox Az
Der Abbruchfehler ist die Differenz zwischen Differentialform und der entsprechenden Dif-
ferenzenapproximation.

+ 7

Er ist eine wichtige Grofse zur Beurteilung der Konsistenz, der Genauigkeit und der Lo-
sungseigenschaften von Differenzenapproximationen.

Man bezeichnet die Differenzenapproximation als konsistent, wenn mit kleiner werdenden
Schrittweiten, Az — 0, diese gegen das Differential strebt. Damit muf auch der Abbruch-

fehler verschwinden.
. . af  Af
lm 7= lim (= — — ] =0

Az—0 Az—0
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Der Abbruchfehler enthélt die nicht berticksichtigten hoheren Ableitungen der Taylorrei-
henentwicklung, multipliziert mit Potenzen der Schrittweiten. Bei geeigneter Normierung
haben die Variablen und ihre Ableitungen die Grofenordnung O(1). Fiir die Schrittweiten
Az gilt Ar < 1. Somit wird die Grofenordnung von 7 und damit der Disketisierungs-
fehler durch die kleinste Potenz der Schrittweite bestimmt, d.h.

T = O(Ar") k>0

Durch unterschiedliche Wahl der beriicksichtigten Stiitzstellen und Glieder der Reihenent-
wicklung dndert sich der Abbruchfehler und somit die Losungseigenschaften der Differen-
zenniherung. Das bedeutet, daf der Ubergang von Differential zu Differenz nicht eindeutig
ist. Es existieren somit fiir einen Differentialausdruck unterschiedliche Differenzenappro-
ximationen. Dies wird im folgenden fiir die wichtigen ersten und zweiten Ableitungen
gezeigt.

Differenzenausdriicke fiir Ableitungen 1. und 2. Ordnung
Gesucht sind Differenzenausdriicke fiir % oder % einer Variablen f(z) , die an diskreten
Punkten z; gegeben ist (f(z;) = f;). Die maximale Zahl der Stiitzpunkte sei drei. Die

Schrittweiten h; = x; — x;_; konnen variabel sein.

f

hy ho
X
X1 X Xis1
e Taylorreihenentwicklung von f;r; um f;:
) 92 hy? ol ho® ot ho*
() fa=fit 5| he+ G| SRR TR
o) 22 hy? fokd hi o4 hit
() f=fim G| MG S - St
e Approximationen fiir % (durch Kombination von (1) und (2) ):
a) Vorwértsdifferenz
) _ fimi—fi *f h O*f ho? —
ol =M T CEE - m ) r=0(h)
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b) Riickwirtsdifferenz

el i — fi- & 93 2

c) Zentraldifferenz
of | _ fixr1—fia + (ﬂ hi — ho

oz |, hy+ ha

d) Zentraldifferenz (g% eliminiert, genauer als ¢) fir h2 # hy)

af | _ M (fima—fi)+h3 (fi—fio1) _
I |, : +ﬁlh2(h1jhz) -+ (_'h1h2 8:1:3 +0) 7= 0 hy)
e) Zentraldifferenz fiir konst. Schrittweiten h = hy = hy
0 i+1 — fi— 3
8_£i:—f+12hf1 — (=ir2ZL 4+ 7= 0(h?
9 f

e Approximationen fir %

a) Zentraldifferenz

0? 2[(fitrr1—fi) P —(fi—fi—1) R o3
8_;; [(fitr h{i)zgthlghz)f 1) ho] + (h13h2 . Bz};_’_ .)7- :O(hl—hg)

i

b) Zentraldifferenz fiir konst. Schrittweiten h = hy; = hy

9? _ firi—2fit fi 2 o4 _
a—éci— wotpta (L) T = 0(h?)
e Einseitige (3-Punkt) Approximationen fiir % und % mit hg = hy + ho
f
fi+1 fi+2

hs
h, hy
X
X Xis1 Xi+2
Taylorreihenentwicklung von f;y1, fizo um f;
o 8]0 h 2 83f h 3 84f h 4
o =Fit G| o+ G EE A EE
K3 1 K2
o 8f h 2 83f h 3 84f h 4
fira = fi+ G| e + TE| -l 4 B4 g BL e
K2 K2
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a) _ Einseitige Differenz  fiir 2
T

2] 2 — fi) ho® — (fiq1 — fi) ha® ho h 93

8_£i:_(f+2 fh)2h23(h3(]:71;)f)3 + (263.6_£+...>T:O(h2h3)
Konstante Schrittweiten : h = hy = hs/2

. . . 2 3
%i:_MwSsz dfir (%.%J_..) =0 (h?)
. .. . . 92f
b)  Einseitige Differenz  fiir 35

2 . . _ f. _ . _ f. 3

% i _ 2[(figo hfzf)L;L?hg (j;:;l) fi) hs3 ] + (_hngrhz % + )7 =0 (hy+h3)
Konstante Schrittweiten : h = hy = hy/2

% = fi+2—2h,éi+1+fi + (_h.%+...) T:O(h)

Differenzenschemata

Die Losung einer Differentialgleichung erfolgt numerisch durch Ersetzen der Differentiale
durch Differenzen. Hierdurch erhélt man fiir jeden Gitterpunkt eine Differenzengleichung,
die i.a. fiir jeden Punkt gleich ist und deshalb als Differenzenschema bezeichnet wird.

Die Differenzengleichungen aller Gitterpunkte bilden ein System algebraischer Gleichungen,
das zu losen ist. Entsprechend der verschiedenen Differenzenbildungen fiir eine Ableitung
kénnen unterschiedlich starke Kopplungen der Unbekannten zwischen den Gitterpunkten
auftreten. Im wesentlichen unterscheidet man hierbei zwischen expliziten und impliziten
Differenzenschemata.

Explizite Differenzenschemata fithren auf Verfahren, bei denen die Unbekannte an einem
Gitterpunkt direkt aus bekannten Werten ermittelt werden kann, da keine Kopplung zu
den Nachbarpunkten besteht (Losungsmatrix ist eine Einheitsmatrix). Der Vorteil ist die
einfache, und somit schnelle Auflésung des Gleichungssystems. Der Nachteil ist jedoch eine
Beschrankung der Schrittweiten durch numerische Stabilitét.

In impliziten Differenzenschemata sind die Unbekannten zwischen den Nachbarpunkten ge-
koppelt (Losungsmatrix mit Bandstruktur). Infolge der Kopplung ist i.a. keine Schrittwei-
tenbegrenzung aus Stabilitdtsgriinden notig, jedoch ist die Losung des Gleichungssystems
wesentlich aufwendiger, da sie rekursiv erfolgt.

Beispiele fiir implizites und explizites Schema:

Diskretisierung der parabolischen Fouriergleichung

2
%:V% v = const. > 0

Diskrete Variable:

t, = n-At T = 1- Az ul' = u(x;, ty)

e Explizites Schema : Zeitableitung vorwérts und Ortsabl. zentral fiir Punkt ¢,,, x;.

n+1
ui -

u’ ul g —2ul tu 9
- =V o + O (At, Ax?)

— Auflésung nach Unbekannter —u)'*!
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n+l _ ,n n n n : _ At
up = u? + oo(ul, — 2ul 4+ ul ) mit o = v s

e Implizites Schema: Zeitableitung riickwérts und Ortsabl. zentral fiir Punkt ¢, 1, x;.

uptt —up “;Lrll —2upt p ) 2
Z N L = U ) + O (At, A:C )
— Auflsung nach den Unbekannten u*', w*', wuf
n+1 n+1 n+1 _ n
—ou7 + (1 +20)u)™ —oully = u

—> gekoppeltes tridiagonales Gleichungssystem

= Auflésung mit Gauftschem Eliminationsverfahren

Erginzung: Losung eines tridiagonalen Gleichungssystems

Die Losung tridiagonaler Gleichungssysteme, z.B. aus einem impliziten Differenzensche-
mata, erfolgt mit einem Gaufsschen Eliminationsverfahren. Das Verfahren, speziell fiir
tridiagonale Systeme, wird auch Thomas—Algorithmus oder Richtmeyer—Algorithmus ge-
nannt.

Das tridiagonale Gleichungssystem fiir die Unbekannten u; sei:

azu,_l—f—bzuz%—quzﬂsz z:2,,zm—1 (11)

Die Randbedingungen fiir = 1 und ¢ = #m seien in allgemeiner Form von 3. Art, welche
Dirichlet’sche und Gradienten-Randbedingungen einschliefsen.

0
ozu+/6’a—z=7

uz—u1 __

Diese Randbedingung diskretisiert, z.B. fiir i = 1 ergibt awu; + %" = v
und somit die Randwerte fiir i = 1 und ¢ = im in der Form

Uy =71 U2 + S1 und Ui = Tim Uim—1 T Sim

Mit einem Rekursionsansatz wird Gl. (1) auf ein bidiagonales Gleichungssystem (hier obere
Dreiecksmatrix) zuriickgefiihrt.

Die Rekursionskoeffizienten E; und F; erhélt man durch Einsetzen von Gl. (2) in die Aus-
gangsgleichung (1) und Elimination von u;_;

—¢; . —a; Fi_
G und F, = i —aiFiog (1.3)

Ei=—
a; E;_1 + b; a; ;1 + b;

Der Losungsablauf erfordert zundchst die Berechnung der Rekursionskoeffizienten fiir ¢ =
2,---im nach Gl. (3). Die Startwerte E; und F; ergeben sich aus dem Rekursionsansatz
und der Randbedingung fiir ¢+ = 1.

w = Fius + B

Uy =Ti1uUs + S

— Ei=n Fi =5
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Nachdem alle Rekursionskoeffizienten FE;, F; fiir i = 2,---4m berechnet sind, bestimmt
man die Losung von w; aus Gl. (2). Hierzu bendtigt man den Randwert w;,, der sich aus
dem Rekursionsansatz und der Randbedingung fiir ¢« = ¢m ergibt.

Uim—1 = Eipm—1 Wim + Fip—1
Uim = Tim Uim—1 + Sim
= Uiy, = —Tim Fim—1—8im

Tim Bim—1—1

Die endgiiltige Losung berechnet man mit dem Rekursionsansatz Gl. (2)

u = Ejuip + F t=wvm—1,m-—2,---,1
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Konsistenz von Differenzenschemata

Fiir ein Differenzenschema ist, wie fiir die einzelnen Differenzen, Konsistenz mit der Dif-
ferentialform nachzuweisen. Die Differenzenformulierung einer partiellen Differentialglei-
chung muf im Grenziibergang Az, At — 0 gegen die Differentialgleichung streben, da
nur dann die numerische Losung gegen die analytische streben kann.

Man bezeichnet ein Differenzenschema als konsistent mit einer partiellen Dif-
ferentialgleichung, wenn mit verschwindenden Schrittweiten Az, At — 0 das
Differenzenschema in die partielle Differentialgleichung tibergeht, d.h. wenn der
Abbruchfehler gegen Null geht.

Fiir ein Differenzenschema La (u) = 0 einer partiellen Differentialgleichung
L (u) = 0 mit der exakten Losung wu ist Konsistenz dann gegeben, wenn

i 20~ rao] = 0] =0

Beispiel : Konsistenznachweis fiir das explizite Schema der Fouriergleichung

PDGL: L(u) = & —p 2% —

ot oz —
Py Ry —2uf ful
FDGL: La(u) = s N i ,/% -0
Taylorreihenentwicklung :
n L 3 M .3 PR
un+1:un+% At+% %+% %*’% A2_2+“_
2 2 3 3 4 4
ikt ZUiig_ZiAx—i_%iATxi%i%"f—%i%i"‘
in FDGI. :
ol Pu A o2 o4
La(u) = G + 5 3 + O(A#) —v [ﬁ + AR Py O(Agfl)]
Abbruchfehler :
%u A Az2 94
T(u) = L(u) — La(u) = =G5 5 + v 55 54 + O (A%, Az?)
Konsistenz :

At,Ax—0
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1.3.2 Numerische Stabilitit
Einfiihrung

Numerische Stabilitét, bzw. Instabilitit ist eine Eigenschaft eines Differenzenschemas, die
das Verhalten der Differenzenlosung auf kleine Storungen beschreibt. Solche Stérungen
werden durch jexterne” Fehler verursacht, wie z.B. der Rundungsfehler infolge endlicher
Stellenzahl eines Rechners. Je nachdem, ob diese Fehler von Zeitschritt zu Zeitschritt
begrenzt bleiben oder anwachsen, spricht man von stabilen bzw. instabilen Schemata.

Die Differenzenlosung eines Differentialproblemes kann instabil werden, obwohl die entspre-
chende analytische Losung stabil ist. Die Ursache liegt an der Approximation, durch die
im Prinzip eine um den Abbruchfehler veréinderte Differentialgleichung gelost wird. Mit
dem Differentialproblem L(%) = 0 und dem Differenzenproblem La (%) = 0 ergibt sich die
verdnderte Differentialgleichung zu:

La(i) = L(@) =7 =0

Durch die hoheren Ableitungen im Abbruchfehler verdndern sich die Losungseigenschaften
und durch die Schrittweiten darin entsteht eine starke Abhéngigkeit der Stabilitdt von den
Schrittweiten (siehe auch Hirtsche Stabilitétsanalyse). Aus diesem Grunde ist es wichtig,
den Stabilitdtsbereich eines Differenzenschemas zu ermitteln.

Ein vereinfachtes Stabilitatskriterium 14t sich wie folgt herleiten:

Die exakte Differenzenlosung zur Zeit t = nAt der Differenzengleichung La(U) = 0 sei U™
und W™ sei die aktuelle Losung (mit Rundungsfehler) dieser Gleichung. Der maximale
Fehlerbetrag der Differenz | ™| = | W™ — U™ | zwischen zwei Zeitschritten ¢ = n At und
t+ At = (n+ 1) At ist proportional einer positiven Konstanten k

max |e" | = k- max|e"| k>0

Nach n Schritten ergibt sich aus einem Anfangsfehler % der maximale Fehlerbetrag

max |e" | = k" - max |&° |

Ein Schema ist dann stabil, wenn fiir n — oo der Fehler begrenzt bleibt, d.h.
E < 1

bzw.
max "t < max|e"|

Zur Stabilitatsuntersuchung von Differenzenschemata setzt man eine bestimmte Fehlerver-
teilung in das Schema ein und iiberpriift das Kriterium. Fiir eine Einzelstorung ergibt sich
die ,diskrete Stortheorie”, fiir eine periodische Storung erhélt man die ,yon Neumannsche
Stabilitatsanalyse”.
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Diskrete Stortheorie der Stabilitat

Die diskrete Stortheorie ist eine empirische Methode zur Untersuchung der Stabilitat. Hier-
bei wird als Anfangsbedingung eine Einzelstorung e auf einem Gitterpunkt vorgegeben.
Diese wird einer exakten Differenzenlosung U iiberlagert. Die aktuelle Losung W ist dann:

W =U +¢

Das zeitliche und rdumliche Verhalten der Storung erhélt man aus der Losung der Diffe-
renzengleichung fiir aufeinanderfolgende Zeitschritte. Das Schema wird instabil, wenn der
maximale Betrag der Storung anwichst.

Bei linearen Gleichungen erfiillt die Storung e (Fehler) dieselbe Differenzengleichung wie
die Losung U selbst, da

La-W = LA-U+4+La-e=0 = La-e=0
0

Fiir lineare Gleichungen kann deshalb der Verlauf der Stérung direkt aus der Differenzen-
gleichung berechnet werden. Dies soll an einem Beispiel gezeigt werden.

Beispiel : Betrachtet wird ein explizites Schema fiir die Fouriergleichung u; = v u,,:

At
el =g 4+ (1—20)e" + ol mit 0 =v—

! Az?

Die Analyse des Fehlerverhaltens ergibt die folgenden Resultate:

e Anfangsbedingung n = 0

gl

. .o . 0_ .o . .
, =¢ fir 1=1s g, =0 fir i # is

e Zeitschritt n =1

5115 = (1 - 20)8 ) gzlsil =0¢
max| e’ |
aus —— g+

1 <1 folgt |o| <1 bzw. |1 —20| <1
max| e |

- 0<o<1

e Zeitschritt n = 2
g2 = (1 —40 +60%)e ; ey = (20 —40?)e ; 2., =0’¢

- 0<o<2/3

e Zeitschritt n (n — o0)

- 0<o<1)/2 asymptotische Stabilitdtsgrenze
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Das Verhalten der Stérung fiir eine stabile Losung mit o = % und fiir eine instabile Losung
mit ¢ = 1 ist in den folgenden Tabellen dargestellt.

e o = 1/2 Fehler max |e| klingt ab — die Losung bleibt stabil

iAz |00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

nAt | Nlloo 1 2 3 =4 5 6 7T 8 9 10
0| oo o o0 0 0 0O 0 0 0 0 0
05| 1 [Jo [0 0 0O 0 0 0 0 0 ]o
10 2 (OO0 O 4 0 3¢ 0 0 0 0 |O
15 3 [J0]|]0 ¢ 0 2 0 e 0 0 0 |O
20 | 4 |0 |4 0 2 0 2 0 i 0 0 |O
25| 5 |0 |0 i 0 2 0 4 0 L 0 |0
30 6 ||[0 |4 0 Le 0 £ 0 He 0 FHe |0

oo =1 Fehler max |e!"| steigt — die Losung wird instabil

iAx | 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1.0

nAt | Nllooo1 P 3 is=4 5 6 78 9 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 € — € 0 0 0 0 0
3 3 0 0 € —2e 3e —2e € 0 0 0 0
4 4 0 € —3e 6e —Te 6e —3e € 0 0 0
5 5 0 —4e 10e —16¢ 19¢ —16¢ 10e —4e € 0 0
6 6 0 14 —30e 45¢ —ble  4b5¢ —30e 15e —be € 0

Folgerungen :

e Fiir eine grofse Anzahl von Zeitschritten ist das Schema stabil, wenn

0<o<1/2 ( bedingt stabiles Diff.-Schema )

e Aus der Stabilitdtsbedingung folgt eine Zeitschrittbegrenzung
Atmax < 1/2- 22

e Eine Ortsschrittverkleinerung bewirkt eine quadratische Verkleinerung von At

At ~ Azx?

e Fiir praktische Rechnungen ist die Stértheorie jedoch zu aufwendig!
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von

Neumann’sche Stabilitatsanalyse

J.von Neumann , Los Alamos (1944) in: O’Brien et.al. : Journ. Math.Phys.,29 ,1951

Statt einer Einzelstorung betrachtet man eine rdumlich periodische Fehlerfunktion
mit zeitabhéngiger Amplitude (Fourierreihe). Durch einen solchen Ansatz wird die
Stabilitdtsuntersuchung analytisch durchfiihrbar, man erhilt sofort das asymptoti-
sche Verhalten fiir n — oco. Die periodische Fehlerfunktion wird in die Differenzen-
gleichung eingesetzt und das zeitliche Verhalten der Amplitude berechnet. Wichst
die Amplitude von Zeitschritt zu Zeitschritt, ist das Schema instabil, umgekehrt ist
es stabil.

Die wesentliche Einschrankung ist:
Die Analyse gilt nur fiir lineare Anfangswertprobleme |,
d.h. der Einflufs von Randbedingungen wird nicht betrachtet.

Trotz der Einschriankung ist die von Neumann Analyse die meist verwendete Sta-
bilitdtsanalyse fiir Anfangswertprobleme. Sie liefert auch fiir nichtlineare Probleme
sinnvolle Aussagen, wenn sie auf die entsprechende linearisierte Differenzengleichung
(mit eingefrorenen Koeffizienten) angewendet wird.

Herleitung der Methode

Die Herleitung erfolgt fiir eine skalare, lineare Differenzengleichung in (x,t).

Die Fehlerfunktion wird in Form einer Fourierreihe angesetzt, mit der Amplituden-
funktion V und einer periodischen Ortsfunktion e*?:

kmaz

e(x,t) = Z V (t, k) - e

kmin
mit der Wellenzahl £ = 27” und [ = /-1
Fiir das diskrete Differenzenproblem mit x = ¢ Az und ¢t = n At folgt fiir den Ansatz

kmaz emaz
8? _ Z vn (k?) . e]kiAx _ Z Vn (@) X el@i
kmin Gmin

Hierbei ist © = k Az der Wellenwinkel. Die Wellenzahlen ki, , kmaz bzw. die Wel-
lenwinkel ©,,;, , O maz folgen aus den minimal und maximal auflésbaren Wellenlangen
Amin = 2Ax und A\, = 2 L des diskreten Problems (L=Integrationsldnge). Damit
sind der untere und obere Wert des Wellenwinkels ©,,;,, = 0 und 0,,,,, = 7. Fiir
diesen Bereich mufl die Stabilitdt untersucht werden.

Dieser Ansatz wird in die Differenzengleichung eingefiihrt. Ein allgemeines Differen-
zenschema fiir zwei Zeitebenen lautet:

ma2

l2
Z dj-u(z + jAz, t + At) = Z ¢j-u(z + jAx, t)

J=—h Jj=—my
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Ein Beispiel hierzu ist das explizite Schema fiir u; = v Uy, :

1

n+l __ n n n n+l __ on

ut = ouly + (1-20)uf +oulyy,  — Z dj iy’ Zl Cj Uit j
j=—

Fiir lineare Gleichungen kann die Variable v durch den Fehler ¢ ersetzt werden. Mit
dem Ansatz fiir €] erhélt man fiir das allgemeine Schema:

Z dj . Z Vn—H (@) . 6]@(i+j) — Z c; Z Vn . I10(i+j)
J © ]
Nach Vertauschung der Summanden
Z vn+1 (@) . Z dj . 6I@(i-&-j) _ Z Vv (@) . Z ¢ - 6I@(i—l—j)
e j e j

kann die Gleichung fiir jeden Wellenwinkel einzeln erfiillt werden (d.h. )" weg).

Damit ergibt sich fiir einen Wellenwinkel © der gesuchte Zusammenhang zwischen
den Amplituden zur alten und zur neuen Zeit

Z ¢ O(i+7)

n+1 o
V(o) = E d; - eTOG+]) '

VH(©)

Der Proportionalitdtsfaktor zwischen den Amplituden V' ist der Verstdrkungs- oder
Amplifikationsfaktor G .

Z ¢ I@(i+j)
G(@, At, AI, Gy, d])

Z d elO(i+j)

Das Stabilitatskriterium, dafs dieser Faktor zu erfiillen hat erhélt man durch wieder-
holte (n-fache) Anwendung bis zur Anfangsamplitude V°(0).

V'(©) = [G(©-)]" - V()

Damit der Fehler fiir n — oo begrenzt bleibt, mufs gelten:

GO) <1 fir 0<O<7

Diese Ungleichung ist die Stabilitdtsbedingung fiir skalare Differenzenschemata.

Die Stabilitatsanalyse lakt sich analog fiir Systeme herleiten. In diesem Falle ist 1%
der Vektor der Amplituden der einzelnen Variablen und G die Verstdrkungsmatrix.
Es gilt dann:



42

Die Matrixnorm muf folgende Bedingung erfiillen :
IG™|| < const. fir n— oo
Das Stabilitatskriterium fordert fiir die Eigenwerte Ay von G:

e <1

Anwendungsbeispiele der von Neumann Stabilitdtsanalyse

Die von Neumannsche Stabilitdtsanalyse ist eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Untersu-
chung von numerischen Losungsverfahren fiir Anfangswertprobleme. Die Anwendung der
Analyse soll deshalb an Beispielen demonstriert werden, um zu zeigen, wie die Analyse sich
in formalen Schritten durchfiihren l&afst.

e 1. Beispiel:

Fiir die 2-D Fourier (Wéarmeleitungs-) Gleichung
Uy = v (Ugz + Uyy)

ist die Stabilitéit eines expliziten Schemas zu untersuchen. Das explizite Differenzen-
schema besteht aus einer Vorwértsdifferenz in der Zeit und zentralen Differenzen in
x und y Richtung:

n+1 n n _ n n n _ n n
w =gy ooe (U = 2l g ) ooy (U — 2 )
i — vAL — vAtL
mit o, = %% und o, = T

Als periodische Storung wird ein zweidimensionaler Fourieransatz fiir die Variable uj’;
( = Ansatz fiir Fehler £} ;) vorgegeben.

up, = vn. elka-ztky-y) — yn . l(kzidaz+kyjAy) — J/n . I(Ozi+Oyj)
Der Verstiarkungsfaktor ergibt sich aus V" = G- V" zu:
G=1-20,(1—-cosO,) —20,(1 — cosO,)
Die Stabilitdtsbedingung |G| < 1ist fiir 0 < © < 7 zu tberpriifen. Da G im
allgemeinen komplex ist, empfiehlt es sich statt des Betrages das Quadrat vom Betrag

zu untersuchen, d.h. |G |? = (ReG)? + (ImG)? < 1. Fiir den vorliegenden reellen
Ausdruck fiir G ergibt sich:

IGI?=1 —20,(1 —c0s0,) —20,(1 — c0s0,)]* <1
Die Ungleichung ist fiir 0 < © < 7 erfiillt, wenn gilt

— 0, + 0y < %

Das untersuchte Schema ist somit bedingt stabil. Der Zeitschritt ist danach begrenzt
durch:

At < 1/2v(zz + 32))
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e 2. Beispiel:
Als zweites Beispiel soll die Anwendung der Stabilitdtsanalyse auf ein System von
Differenzengleichungen gezeigt werden. Das Ausgangssystem von partiellen Differen-
tialgleichungen fiir die Variablen u und v ist hierbei:
u + avy, =0
v +bu, =0
Das System kann zusammengefafst werden zu:

U, + AU, = 0 mit O = (" und A = 0 a
v b 0

Fiir das System wird ein explizites Schema mit Vorwartsdifferenz in der Zeit und
zentraler Differenz im Ort, fiir beide Variablen gleich, formuliert. Dies ergibt:

ﬁz‘nﬂ = [jzn - Aﬁ((jﬁrl - U’ln—l)

2Ax
Der eindimensionale Fourieransatz ist auf den Vektor der Variablen anzuwenden:

Or = U7 el® it P = (g)

Die Verstarkungsmatrix G erhilt man aus der Umformung Vrtl = GV zu:

Az

N (—b%[sin@ 1

Qll

1 —aAtIsin@)

Die Stabilitédtsbedingung fordert, dafs die Betrége der Eigenwerte von G Kleiner gleich
Eins bleiben, d.h.  |AG)| < 1.

Die Eigenwerte A folgen aus:
|G — AE| = (1= A2+ ab(&L sin®)2 = 0
Die Wurzel dieser Gleichung ergibt:

Mo =1=% ]\/ab(% sin ©)2

Eine Uberpriifung der Betriige fiir 0 < © < 7 zeigt, daf mindestens ein Eigenvektor
den Betrag Eins iiberschreitet fiir a - b > 0.

[ Ma2| =14 ab(£t sin®)?

Somit ist dieses Schema instabil fir a - b > 0.
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e 3. Beispiel:

In diesem Beispiel wird die Stabilitdt eines Schemas mit drei Zeitebenen untersucht.
Ein solches Schema wird fiir eine hyperbolische Transportgleichung formuliert.
u + auy, = 0

Durch Verwendung von zentralen Differenzen in Zeit und Ort um ¢t = n At ergibt
sich ein explizites Schema O (Az? At?) mit den Zeitindizes n-1, n und n+1 (Dufort-
Frankel Schema).

Wty Lo M g
2 At 2Azx
n+l _ n—1 n n : __ aAt
bzw. w" = wT = C(uf, — ui ) mit ' = 7

Mit dem tiblichen Fourieransatz
n o __ n 103
up = V"-e

und der Bedingung, daf der Verstéarkungsfaktor fiir alle Zeitebenen gilt, d.h.

7vn+1ivn
G—w—m

erhélt man eine quadratische, komplexe Gleichung fiir G
G? + 12Csin® -G =1

mit den Wurzeln:
Gis = —1Csin® £ /1 (Csin®)?2

Fiir beide Losungen ist die Stabilitatsbedingung |G| < 1fiir 0 < © < 7 zu
iiberpriifen. Es miissen hierbei Fallunterscheidungen getroffen werden:

a) (Csin®)* >1— C >1 Wurzel imaginér
2
|G |? = (—C’sm@ + \/(Csin@)2—1>
—|G|? > 1

instabiles Schema fiir C > 1

b) (Csin®)? <1— C <1 Wurzel reell
|G|? = (Csin®)* + (1 — (C sin®)?)

= |G|12 =1
bedingt stabiles Schema fir C < 1
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Hirtsche Stabilitatsanalyse

C.W.Hirt : Heuristic Stability Theorie for Finite Difference Equations, J. of Comp.Phys., vol 2,
1968.

Die Ursache der Instabilitdt von Differenzenlosungen liegt an der endlichen Reihenent-
wicklung, durch die im Prinzip eine um den Abbruchfehler verénderte Differentialgleichung
gelost wird. Mit dem Differentialproblem L(u) = 0 und dem Differenzenproblem La (@) = 0
ergibt sich die Differentialgleichung der Differenzenapproximation zu:
La(a)=L(a)—7=0

Der Abbruchfehler enthélt die hoheren Ableitungen, multipliziert mit Potenzen der Schritt-
weiten. Dadurch verdandern sich die Losungseigenschaften der Differentialgleichung der Dif-
ferenzenapproximation, wodurch die Losung instabil werden kann, obwohl die Losung des
Originalproblems stabil bleibt.

Die Idee der Hirtschen Analyse ist es, die Eigenschaften der Differentialgleichung der Diffe-
renzenapproximation zu untersuchen und mit dem Verhalten bekannter analoger Gleichun-
gen zu vergleichen und deren physikalischen Inhalt zu interpretieren (z.B. positive Z&higkeit
oder Charakteristiken). Dadurch liefert die Hirtsche Analyse z.T. sehr anschaulich die Aus-
wirkung numerischer Approximation. Die Analyse ist jedoch nicht immer zu verwenden,
da es oft an Vergleichslosungen fehlt!

Das Prinzip der Hirtschen Analyse, d.h. die Entwicklung eines gegebenen Differenzen-
schema mittels Taylorreihen in eine Differentialgleichung bei festen Az, At--- und der
Interpretation, soll anhand von zwei Beispielen erfolgen.

e 1. Beispiel

Fiir die hyperbolische Transportgleichung (Modellgleichung fiir reibungsfreie Stro-
mung)

u + auy, = 0 a = const.

wird ein explizites Schema mit Vorwartsdifferenzen in der Zeit und Riickwartsdiffe-
renzen im Ort betrachtet ("upwind” Schema, falls a > 0).
ntl

u’L

—uy wl —ul g
A tao——Fx— =0

Mittels Taylorreihen fiir « um den Punkt (z;,t,) und durch Ersetzen der zweiten
Zeitableitung uy mit Hilfe der Differentialgleichung, d.h.

Uy = — AUz = _a(ut)x - a2uz:v
erhédlt man die Differentialgleichung der Differenzenapproximation:
u 4 au, = (a8 — a®8l) - ug + O(A2? At?)
Aus der urspriinglichen hyperbolischen Gleichung ergibt sich fiir feste Schrittwei-
ten eine parabolische Gleichung! Diese Gleichung hat die gleiche Struktur wie die
Konvektions- Diffusionsgleichung (Modellgleichung fiir die Navier-Stokes Gleichung):
Ut + AUy = V- Ugy

Die Losung dieser Gleichung ist fiir positive Zahigkeit v immer geddmpft, d.h. Sto-
rungen klingen ab.
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In Analogie dazu bezeichnet man den Faktor vor der zweiten Ableitung der Differen-
tialgleichung der Differenzenapproximation als numerische Zahigkeit v,

_ Az 2At Az : _ At
Vnum_GT_CLT_aT'(l_C) mit C—CLE

Aus der Analogie folgt fiir positive numerische Zahigkeit eine gedampfte, d.h. stabile
Losung und umgekehrt eine angefachte, d.h. instabile Losung.

Aus dieser Forderung ergibt sich fiir Stabilitat
a>0: Vpn >0 fir C = a% < 1 — bedingt stabil
a<0: Vpum <0 fur alle C —  instabil

Diese Bedingungen folgen auch aus der von Neumann Stabilitdtsanalyse.

Die numerische Zédhigkeit hat eine grofse Bedeutung bei der numerischen Lésung hy-
perbolischer partieller Differentialgleichungen, wie z.B. der Eulergleichungen. Sie ist
zum einen notwendig fiir die numerische Stabilitdt zum Ausddmpfen kleiner Storun-
gen (Rundungsfehler), zum anderen verursacht sie quasi-viskose Effekte, wie ,Ver-
schmieren” der Losung. Ein wichtiges Ziel ist es deshalb, solche Effekte auf ein Mini-
mum zu reduzieren.

2. Beispiel
Fiir die parabolische Diffusionsgleichung
Ut = VUgy

wird ein explizites Schema betrachtet:

u?+1—ui _ v (un — 2yl 4y )
At - Azx? i+1 7 1—1

Mittels Taylorreihen erhélt man die Differentialgleichung der Differenzenapproxima-
tion zu

U — Vg, = — Sluy + O (Az?, A?)
Die Gleichung umgeschrieben, ergibt:

Upy — %utt = ll/ut + O (Ax?, At?)

Das urspriinglich parabolische Problem wird somit numerisch fiir At # 0 zu einem
hyperbolischen Problem (vergl. Wellengleichung uy — a2 t,, = 0).

Als Vergleichslosung kann die anologe Losung eines hyperbolischen Problems einer
Wellengleichung betrachtet werden. Der Einflufsbereich dieser Gleichung ist durch die

Charakteristiken j—; li2 = 4/ % festgelegt. Fiir die numerische Losung hyperboli-
scher Gleichungen ist es notwendig, dak der numerische Einfluftbereich grofer gleich

dem Einflufsbereich der Charakteristiken ist, d.h.:

Ax dz
At 2 dt e
At

Daraus folgt mit ﬁ—; </ 7. eine Stabilitdtsaussage fiir das explizite Schema:

At
0 =Vxz <

N =
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Diese Beziehung fiir das bedingt stabile Schema wird durch andere Analysen besté-
tigt.
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1.3.3 Konvergenz

Das Ziel jeder numerischen Rechnung ist es, der exakten Losung einer partiellen Differenti-
algleichung moglichst nahe zu kommen, wobei die numerische Losung mit feiner werdendem
Gitter die analytische Losung immer besser annahern soll. Dies wird als Konvergenz der
Losung bezeichnet.

Der Konvergenznachweis fiir ein Schema lafst sich in allgemeinster Form nicht durchfiihren.
Fiir lineare Anfangswertprobleme jedoch ist es moglich nachzuweisen, daf die Erfillung
der Konsistenz und Stabilitéit eines Differenzenschemas hinreichend ist fiir Konvergenz der
numerischen Losung. Dies soll im folgenden erlautert werden.

Gegeben sei ein lineares Anfangswertproblem
L(u) =20
mit der exakten Losung u und der Anfangsbedingung
B(u) =0
Die Differenzenapproximation dieses Problemes mit der exakten Differenzenlésung U sei
LAa(U) =0 und Ba(U) =0

Die aktuelle Rechnerlosung W = U + ¢ mit dem Rundungsfehler ¢ erfiillt ebenfalls die
Differenzenapproximation.

LaA(W) =0 und Ba(W) =0

Mit der Definition des Konvergenzfehlers e = @ — U und dem Rundungsfehler £ erhélt man
fiir die Rechnerlosung W

W=U+e=u+U—-tu+ec=u—e+e¢

Die Konvergenz des Problemes léafst sich jetzt wie folgt definieren:

Eine Differenzenlosung ist konvergent, wenn sich in jedem Punkte P (7, ¢t) die Differen-
zenlosung der exakten Differentiallosung nahert, falls die Schrittweiten Ax, At gegen Null
streben. Daraus folgt, dafs e und ¢ in diesem Falle verschwinden miissen.

Die numerische Stabilitdt beschreibt das Verhalten der Rundungsfehler €. Eine Differen-
zenlosung ist dann stabil, wenn

max |e"T!| = k" - max ||
Das bedeutet, die Rechnerlésung W néhert sich fiir ein stabiles Schema (k < 1) der exakten

Differenzenlésung U (bis auf einen kleinen Anfangsfehler € bei k = 1). Damit ist

W=U=u—e
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Die Konsistenz erfordert, dafs der Abbruchfehler mit den Schrittweiten Ax, At — 0 ver-
schwindet.

Fiir lineare Gleichungen lafst sich ein Zusammenhang zwischen Konvergenz - und Abbruch-
fehler herstellen:

L(u) — La(U) = L(u) — La(4) + La (@) — La(U) = 7(@) + La(e) = 0
Dies gilt auch fiir die diskrete Anfangsbedingung.
8 (1) + Ba(e) = 0

Fiir eine konsistente Approximation mit 7 — 0, 75 — 0 fiir Az, At — 0 und ein korrekt
gestelltes Anfangswertproblem folgt:

L(e) =0 und B(e) =0
Die Losung dieses Problemes fiihrt auf
e=u—-U=0
Daraus folgt Konvergenz.

Der Beweis wurde von P. Lax in allgemeiner Form als Laxscher Aquivalenzsatz durchge-
fiihrt.
Laxscher Aquivalenzsatz

P.D.Lax, R.D.Richtmeyer: Comm. on Pure and Appl. Math., vol 9, 1956

Fiir eine konsistente Differenzenapproximation
eines korrekt gestellten linearen Anfangswertproblemes
ist die numerische Stabilitdt notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz der Losung.

Fiir lineare Anfangswertprobleme bietet der Laxsche Satz die Moglichkeit, den Konvergenz-
nachweis durch den einfacheren Nachweis von Stabilitdt und Konsistenz zu ersetzen. Fiir
nichtlineare Anfangs— und Randwertprobleme fehlt der allgemeine Konvergenznachweis.
Deshalb wird der Konvergenznachweis von Lax vielfach auf eine linearisierte Form eines
nichtlinearen Problems angewendet, um auch hierfiir eine Aussage iiber die Verwendbar-
keit eines Schemas zu erhalten. Der Laxsche Aquivalenzsatz zum Nachweis der Konvergenz
ist somit eines der wichtigsten Hilfsmittel fiir die Entwicklung von Differenzenschemata.
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1.4 Iterationsverfahren fiir elliptische Differentialgleichun-
gen

1.4.1 Einfiihrung

Eine wichtige Klasse von Gleichungen der Stromungsmechanik ist von elliptischem Typ
(siehe auch Kapitel 1. und 2. dieser Vorlesung). Gleichungen dieser Art beschreiben vor
allem stationédre Stromungen, sowohl reibungsbehaftete als auch reibungsfreie (Unterschall-
) Stromungen. Beispiele hierfiir sind die Potentialgleichung, die Poissongleichung fiir die
Stromfunktion oder den Druck, aber auch Systeme, wie die stationdren Navier-Stokes Glei-
chungen. Typische, in der Stromungsmechanik auftretende elliptische Gleichungen haben
die Form

Pu  Pu ou Ou _ 0
@+8_y2+f(%’8_y’u’x’y) =
oder sie bilden Systeme, wie z.B. die Chauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:
Ou 0v_ o 0v_du_
ox dy ox dy
Die bisherigen Grundlagen der numerischen Behandlung von partiellen Differentialgleichun-
gen, wie z.B. Stabilitdtsanalyse und Konvergenznachweis, setzten Anfangswertprobleme
voraus. Anfangswertprobleme entstehen durch einen begrenzten Einflulkbereich infolge re-
eller Charakteristiken bei parabolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen. Hier-
durch ist die Informationsausbreitungsrichtung vorgeschrieben, entsprechend schreitet die
Losung in einer Richtung voran, z.B. in der Zeit. Im Gegensatz zu diesem Losungsverhal-
ten fithren die elliptischen partiellen Differentialgleichungen zu Randwertproblemen. Bei
diesen Problemen wird die Information im Losungsfeld gleichzeitig und aus allen Richtun-
gen iibertragen. Damit beinflussen auch sdmtliche Randwerte einen Feldpunkt im Inneren.
Dieses unterschiedliche Ausbreitungsverhalten von Informationen bei Anfangswertproble-
men und Randwertproblemen erfordert auch unterschiedliche Losungsverfahren. Deshalb
spricht man oft bei Anfangswertproblemen von Marschrichtungsverfahren, wahrend bei
elliptischen Randwertproblemen von Feldverfahren gesprochen wird.

Die numerische Losung bei elliptischen Randwertproblemen erfordert entsprechend der
Informationsiibertragung die direkte, gleichzeitige Losung fiir alle Gitterpunkte des diskre-
tisierten Integrationsgebietes. Dies kann durch direkte Invertierungsverfahren fiir Matrizen,
wie z.B. durch den Gauftschen Algorithmus erfolgen. Dieser Algorithmus ist fiir nicht zu
groke Systeme die gilinstigste Methode. Fiir grofle Systeme, wie sie oft bei der numeri-
schen Losung von Stromungsproblemen mit hohen Gitterpunktzahlen entstehen, steigt die
Rechenzeit und Speicherbedarf von direkten Methoden iiberproportional an. Aus diesem
Grunde werden fiir die Losung solcher Probleme sehr haufig Iterationsverfahren verwendet.
Hierbei wird ein (einfacherer) Teil der Losungsmatrix direkt invertiert, wéhrend der andere
Teil der Losungsmatrix auf einen gendherten Losungsvektor angewendet wird. Die Losung
erfolgt, ausgehend von einer Startlosung, schrittweise bis zu einer konvergierten Losung,
die numerisch durch ein Abbruchkriterium definiert wird. Der Rechenzeit- und Speicherbe-
darf pro Iterationsschritt ist wesentlich kleiner als der fiir direkte Methoden. Der gesamte
Rechenaufwand bis zur konvergierten Losung héangt jedoch noch von der Iterationszahl
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und damit von den Konvergenzeigenschaften des verwendeten Iterationsverfahrens ab. In
diesem Kapitel sollen deshalb anhand der numerischen Losung der Poissongleichung einige
der wichtigsten Iterationsverfahren vorgestellt und ihre Eigenschaften diskutiert.

1.4.2 Diskretisierung der Poissongleichung

Fiir die Diskussion von Iterationsverfahren fiir Randwertprobleme soll die numerische Lo-
sung der Poissongleichung betrachtet werden. Gleichungen diesen Types treten auf als
Bestimmungsgleichungen fiir die Stromfunktion und fiir den Druck bei inkompressibler
Stromung. Thre Losung umfasst aber auch bei verschwindender rechter Seite die Losung
der Laplace-Gleichung, mit der die Potentialstromung beschrieben wird.

Definition des Randwertproblemes

|/ ————————————— g ———————

Die Losung in einem rechteckigen In- im+1
tegrationsgebiet D soll durch die Pois-

songleichung in kartesischen Koordinaten AX

o

(x,y) beschrieben werden. T Ay
j i rY

2 2
Py Puo f(z,y)

Auf der Berandung C sind Dirichletsche
Randbedigungen vorgeschrieben. 0 X

0 ima+1
u = g(z,y) —

Die Diskretisierung des Randwertproblemes erfolgt in einem Integrationsbereich mit den
Kantenldngen a und b unterteilt in (im + 1) bzw. (jm + 1) Intervalle mit konstanten
Schrittweiten:

b
_ Ay = -
m+1 jm+1

Die zweiten Ableitungen der Gleichung werden durch zentrale Differenzen der Ordnung

Ax =

O(Ax?) bzw. O(Ay?) approximiert. Die diskretisierte Poissongleichung fiir einen Punkt
(7,7) mit 1 <7 <4mund 1 < j < jm lautet damit:

Ujj — @x (ui—l,j + Ui+1,j) — @y (Uz’,j—l + Ui’j+1) = §2 fm'

Folgende Abkiirzungen wurden hierbei definiert:

o — Ay? o — Az? 9 Az?Ay?
T 2(Az? + Ay?) Y 2(Az2 + Ay?) ©2(Az? + Ay?)

Zusammen mit den Randbedingungen erhélt man ein gekoppeltes System von im - jm
algebraischen Gleichungen, deren Losung fiir die diskreten Punkte (7, j) gesucht ist.
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Matrix - Vektor Darstellung

Zur Diskussion der Losungsverfahren ist es zweckmiéfig, das Differenzengleichungssystem
in einer kompakten Matrix - Vektor Darstellung zu formulieren. Hierzu betrachtet man
zunéchst die Differenzengleichungen fiir eine Zeile 5 = const.

i=1 wy; =6 + ouzg) —Oy(urj-1 + up) = 6% fiy + O uoy
l wij = O (uim1y Huipry) —Oy(uij-1 + i) = 8 fiy
i =1m Upm; — Oz (Uim—1,+ ) — Oy (Uimj—1+Uimjt+1) = 02 fimj + O Uimt1,

Die bekannten Grofsen, f;; und die Randwerte g, wim+1,; , werden auf die rechte Seite
geschrieben. Die gesamte Zeile 7 = const. mit den Gleichungen fiir 1 < ¢ < im 14t sich in
kompakter Form zu einer einzelnen Gleichung zusammenfafsen, mit:

e (im) - dimensionalen Vektoren

U1 fii e
Uu2,j foj
: : 0
Uim,j flm,] Uim41,5
e quadratischen Matrizen der Ordnung (im)
0 01
: : 10 0
B - | P I -
0 0 1
1 10 0

Damit reduziert sich das System auf einen Spaltenvektor mit jm Elementen

ji=1 |[E —@I(Li+Lf)]ﬁl -0, ( + Uy = 62(71+ﬁ31+ﬁy270)

i (B - 0L+ INT;  —0,(Tj +U) = &(F;+ 28))
j=im [Ei = Oy (Li + L)] ﬁjm -6y (ﬁjm—lJr ) = & (7jm + xgz @ + A%ﬂﬁjmﬂ)
Die Struktur dieser Gleichungen erlaubt eine weitere Zusammenfassung fiir den gesamten

Losungsvektor U, der als Komponenten die (im) - dimensionalen Vektoren U; enthilt. Die
folgenden Definitionen von Kompaktvektoren und Matrizen werden bendétigt:

e Kompaktvektoren mit (im) - dimensionalen Komponenten
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i it
7, IE

U = _ F—
ﬁjm 7J'm

e Quadratische Matrizen der Ordnung (im - jm)

Lw + 50
ﬁw2 + 0

1

+
+
+
+ Rz Wim + ﬁﬁjm+l

Ez‘ Li 0

% Li E; 0

Die transponierte Matrix von B ist BT, die Matrix L entspricht der Matrix L, jedoch mit
den Elementen L!.

Damit lafst sich das gesamte System von im - jm Gleichungen darstellen:

A-U = §F

Hierbei ist U der Losungsvektor, F der Vektor der bekannten Grofen und A ist die Lo-
sungsmatrix mit den Anteilen

A=E-0,(L+L")-6,B+B"

1.4.3 Prinzip der Iterationsverfahren

Direkte Verfahren invertieren die vollstdndige Losungsmatrix des Differenzengleichungssy-
stems ohne Iteration. Man erhélt den Losungsvektor aus:

U= A16F

Der wesentlichste Algorithmus hierfiir ist das Gaufssche Eliminationsverfahren, das in ver-
schiedenen Varianten verwendet wird. Fiir grofe Systeme (im - jm > 1) besteht jedoch
ein sehr grofser Bedarf an Rechenzeit und Speicherplatz, aufserdem besteht die Gefahr der
Akkumulation von Rundungsfehlern.

Die Iterationsverfahren, bei denen eine vereinfachte Matrix invertiert wird, sind fiir Losun-
gen grokerer Systeme effektiver. Infolge der Entkopplung der einzelnen Iterationsschritte
sind stabile Iterationsverfahren nicht empfindlich gegeniiber Rundungsfehlern.

Zur Entwicklung eines Iterationsverfahrens spaltet man die Losungsmatrix A auf in

A=N-P

Die Teilmatrix NV hat eine einfachere Struktur und wird direkt gelost, wahrend die Matrix
P auf einen gendherten Losungsvektor angewendet wird. Fiir das System der Differenzen-
gleichungen A-U = §*F folgt damit die Iterationsvorschrift mit v als Iterationszihler.

NU” = PU"" + §*F
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Die Korrekturform dieser Iterationsvorschrift wird mit der Differenz der Losungsvektoren
AUY = UY — U""! (Korrekturgréke) gebildet.

NAU” = §*F — AU = — Res(U"™")

Das Gleichungssystem Res(U*™!) = AUY"! — §*F wird als Residuum bezeichnet.

Mit der Iterationsvorschrift erhélt man eine Folge von Losungsvektoren UY, beginnend
mit einem Startvektor U©. Das Ziel der Iteration ist es, der exakten Losung des Diffe-
renzenproblems beliebig nahe zu kommen, d.h. die Konvergenz des Iterationsverfahren zu
erreichen. In praktischen Rechnungen wird hierzu eine Konvergenzschranke vorgegeben,
bei deren Unterschreitung die Iteration abgebrochen wird. Diese Schranke hingt z.B. von
der gewlinschten Genauigkeit ab. Die Konvergenzschranke kann in verschiedenen Formen
vorgegeben werden, z.B.:

maz|UY — U | ey mazx [UYY

<
maz| Res(U") | < eymaz | Res(UO) |

1.4.4 Konsistenz und Stabilitat der Iterationsverfahren

Der typische Iterationsablauf, d.h. die von einer Anfangslosung ausgehende schrittweise
Losung, entspricht der Losung eines Anfangswertproblemes. Betrachtet man die Iterati-
onsschritte als ,,Zeitschritte” eines durch die Iterationsvorschrift gegebenen ,Zeitverlaufes”,
dann kann man ein Iterationsverfahren als Anfangswertproblem auffassen. Somit lassen
sich auch die vorher behandelten Konsistenz- und Stabilitdtsuntersuchungen der Anfangs-
wertprobleme auf ein Iterationsverfahren iibertragen.

Zur Darstellung des Iterationsverhaltens wird von der Iterationsvorschrift ausgegangen.

NUY = PUY ! + §°F

Man definiert eine kiinstliche Zeit 7 = v - A7 mit dem Iterationszéhler v und entwickelt
den Losungsvektor U” mittels einer Taylorreihe um v — 1
oy v-1
U’ =U" '+ A1 — +o.
or
Die quasi-zeitabhéngige Form des Iterationsverfahrens erhilt man durch Einsetzen der
Reihenentwicklung in die Iterationsvorschrift:

NAr—— = #?F—(N—-P)U = —(AU - §’F)
T

Die rechte Seite der Gleichung repréasentiert die diskretisierte Poissongleichung, die im
konvergierten (,stationéren”) Zustand gleich Null sein muff (A-U = §*F).

Die Konsistenzuntersuchung lafst sich aufteilen in die Untersuchung des diskretisierten
Randwertproblemes und in die des Iterationsverfahrens. Das Randwertproblem, d.h. die
diskretisierte Poissongleichung fiir den Punkt (4, j) ergibt nach Umformung und Einsetzen
der Taylorreihen in x und y Richtung

Ax? Ay?

Ugr —|—Uyy + f+ ?Uzm::c + Euyyyy + e = O
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Aus der Gleichung folgt, da die Diskretisierung der Poissongleichung von O (Az?, Ay?)
genau ist und fiir verschwindende Schrittweiten Az, Ay konsistent ist.

Die Konsistenzuntersuchung des Iterationsverfahrens muf nachweisen, dafs die konvergente
Losung unabhéngig vom Iterationsverfahren ist. Dies ist der Fall fiir die quasi-zeitabhéngige
Form des Iterationsverfahrens. Die linke Seite (N A7 %—ITJ) verschwindet fiir A7 — 0, was
gleichbedeutend ist mit ¥ — oo fiir ein festes, beliebiges 7.

Die Stabilitdtsuntersuchung eines Iterationsverfahrens kann mit den Analysen fiir Anfangs-
wertprobleme erfolgen. Zur Untersuchung mit der von Neumannschen Stabilitédtsanalyse
ersetzt man in der Iterationsvorschrift die Variable v ; durch eine Fourierkomponente

u’;] — VV . el(kszrkyy)
Die Amplitude V¥ beschreibt hier das Verhalten einer Stérung von Iterationsschritt zu
Iterationsschritt. Stabilitdt ist dann gegeben, wenn die Amplitude nicht anwéchst, d.h.
wenn

G| <1

Ein Beispiel hierzu wird spéter gegeben.

Auf die Konvergenz eines [terationsverfahrens, hin zur exakten Differenzenlésung des Rand-
wertproblemes, kann aus der Betrachtung des kiinstlichen Anfangswertproblemes mit Hilfe
des Laxschen Aquivalenzsatzes geschlossen werden. Eine etwas andere, quantitative Kon-
vergenzanalyse, die den Vergleich verschiedener Iterationsverfahren fiir die Poissongleichung
ermoglicht, wird in einem spéteren Abschnitt angegeben.

1.4.5 Darstellung wichtiger Iterationsverfahren

Fiir die Losung elliptischer Gleichungen existiert eine Anzahl von verschiedenen Iterations-
verfahren. Man kann sie grob einteilen in sogenannte klassische Verfahren und in neuere,
weiterentwickelte Verfahren.

Klassische Iterationsverfahren sind z.B.

Jacobi-Iteration (Gesamtschrittverfahren)

Gauf-Seidel-Punktiteration (Einzelschrittverfahren)

Beschleunigte Gaufs-Seidel-Punktiteration

Gaul-Seidel-Linieniteration

Beschleunigte Gaufs-Seidel-Linieniteration

Linieniteration mit alternierender Richtung
Neuere Iterationsverfahren bzw. -konzepte sind z.B.
e Angeniherte Faktorisierungsmethoden

e Fourier-Losungsverfahren
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e Konjugierte Gradientenmethoden

e Mehrgittermethoden
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In den folgenden Abschnitten wird auf die sogenannten klassischen Verfahren einge-
gangen. Diese sind auch derzeit noch in Anwendungen stark genutzt und bilden oft die
Grundlage fiir das Verstdndnis der weiterentwickelten Methoden.

Jacobi—Iterationsverfahren

Das Jacobi—Verfahren ist das einfachste Iterationsverfahren. Es hat eine relativ schlechte
Konvergenzrate. (Die Konvergenzrate, die spéter definiert wird, ist ein Maf fiir die An-
zahl der notigen Iterationsschritte um den Anfangsfehler auf eine vorgebene Schranke zu
reduzieren.) Das Jacobi—Verfahren wird jedoch wegen der einfachen Struktur oft als Ver-
gleichsverfahren benutzt. Ausgehend von der Iterationsvorschrift

NUY = PU"! + §°F

wird fiir die Jacobi—Iteration die einfachste Matrix, die Einheitsmatrix F, als zu invertie-
rende Matrix N definiert.

N=FE und P=N-A=0,(L+ L") +6,(B+ B
Die Matrixformulierung der Jacobi-Iteration ergibt sich somit zu:

EUY = [0, (L + L") + ©,(B + BNHJU"! + §F

Die Formulierung zeigt, dafs fiir die Jacobi-Iteration der neue Wert U” jeweils aus den
benachbarten alten Werten U¥~! berechnet wird.

Die punktweise Formulierung des Jacobi—Verfahrens ergibt den Algorithmus des numeri-
schen Losungsablaufes flir 1 <i<im;1<7<7im

ufy = Os (W5 + winh) + O, (it + ulfh) + 8 iy

ivj_

Die Korrekturform des Jacobi—Verfahrens lautet:

v v—1
Aui’j = —Res(uiyj )
v v—1 v
ui; = up; + Aug

mit dem Residuum Res(u; J_l) der Poissongleichung

Res(uZ;l) = uf;l - 0, (u;’:ll’j + uz':ij) -0, (uz";_ll + uz’;il) — 6 fij

Zur Untersuchung der Stabilitdt mit der von Neumann Analyse wird der Fourieransatz

U'ZVJ = Vv esza: . elk’yy = Vv 6]041 . elﬁj

in die punktweise Iterationsvorschrift eingefithrt. Nach Umformung erhélt man daraus den
Verstarkungsfaktor G' zu

G =0,(+e) + 0, +ef) =20, cosa + 20, - cos 3
Eine Abschétzung des Betrages fir 0 < a < 7; 0 < g < 7 ergibt
G| <1

Das Jacobi—Verfahren ist somit uneingeschrankt stabil.
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Gauf-Seidel-Punktiterationsverfahren

Das Gaufs-Seidel-Punktiterationsverfahren gehort ebenfalls zu den einfacheren Iterations-
verfahren. Es hat jedoch eine um den Faktor 2 bessere Konvergenzrate gegeniiber dem
Jacobi-Verfahren. Das Verfahren benutzt die in den Nachbarpunkten neu ermittelten
Werte, sobald sie zur Verfligung stehen. Damit wird das Verfahren richtungsabhéngig,
d.h. es hangt von der Bearbeitungsreihenfolge ab. Durchlduft man die Gitterpunkte z.B.
von ¢ = 1 bis ¢ = #m und von j = 1 bis j = jm, dann sind fiir den Aufpunkt (i, j) die Werte
links, (i — 1,7), und darunter, (i,j — 1), bereits auf der neuen Iterationsstufe v. Damit
ergeben sich die Iterationsmatrizen N und P zu

N = E-06,L—-6,B
P= N-A =6,L" +0,B"

Die Matrixformulierung des Gaufs-Seidel-Punktiterationsverfahrens lautet somit:

(E-06,L-06,B)U" = (0,L"+6,B")U"! + §#F

Die punktweise Formulierung des Gaufs-Seidel-Verfahrens ergibt den Algorithmus des nu-
merischen Losungsablauf fir ¢=1,---,em;j=1,---,jm

-1 -1 2
Ufg = 0O, (Uilil,j + Uiljﬂ,j) + Oy (uil,/jfl + ui’jj+1> + 07 fij

Die Korrekturform des Verfahrens ist dann:

Au/; = —Res(uf;') + O, Au/ | ; + O, Au/

i—1,7 7,7—1
v v—1 v
Ui = u; ;i + Aum

mit dem Residuum Res(u! J_l) der Poissongleichung
v—1\ _ ,v—1 v—1 v—1 v—1 v—1 2 r
Res(ui,j ) = W5 — O, (Uz‘—l,j + ui+1,j) - 0, (uz‘,j—l + “i,j+1) — 0" fij

Die Stabilitdtsuntersuchung des Gauf-Seidel-Iterationsverfahrens ergibt uneingeschrankte
Stabilitét.

Beschleunigtes Gaufs-Seidel-Punktiterationsverfahren

Beschleunigte Iterationsverfahren, in der Li-
teratur auch {iberrelaxierte oder extrapo- U
lierte Verfahren genannt, haben in der Re-
gel eine wesentlich bessere Konvergenzrate
als das Ausgangsverfahren. Die Idee hier-
bei ist, den neuen aus der Iterationsvorschrift
berechneten Wert als Zwischenwert, hier U
genannt, zu benutzen. Aus dem Zwischen-
wert U und dem alten Wert U”~! wird ein
neuer Wert U" mittels linearer Extrapola-
tion ermittelt. Wieweit extrapoliert wird,
hangt von dem Beschleunigungs - oder Re- v

laxationsfaktor w ab. yv-1 0 uv
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Der neue Wert U ergibt sich somit aus der Extrapolation zu:
U’ =U"" +w(U-U""

Der Ablauf der beschleunigten Gaufs-Seidel-Punktiteration vollzieht sich in 2 Schritten:
1. Schritt:  GauR-Seidel-Punktiteration fiir den Zwischenwert

EU-(6,L +0©,B)U" = (6,L" + ©,B7)U"! + §*°F
2. Schritt:  Uberrelaxation (Extrapolation)
EUY = EU" ' 4+ wE(U-U"Y)
Beide Schritte kénnen durch Elimination von U zusammengefalst werden.
[E - w(©,L +6,B)U"=[1-wE+w®O,L" +6,B")U"" +wsF

Die punktweise Formulierung des Gaufs-Seidel-Verfahrens ergibt den Algorithmus des nu-
merischen Losungsablauf fir ¢=1,---,om;j=1,---,jm

~ —1 —1 2
Uiy = Op (w1 + ujii;) + Oy (uf;y + uiiyy) + 0 fij
14

up; = uf?l + w(t;; — u?7t)

1,J
Zusammengefasst ergeben beide Schritte

up; = (1-w) ullj‘]_l + w0 (u_y; + quJ:llj) + Oy (ug; 4 + uzyj_il) + 07 fig)

Die zusammengefafste Korrekturform des Verfahrens lautet:

Au; = —w(Res(uZ;I) — 0, Au’,; — 0, Au’; )

i—1,j ij—1

v _ . v—l1 v
ui; = up; + Augy

mit dem Residuum Res(u};") der Poissongleichung

v— v— v— v— v— v—1 2
Res(ui,jl) = ui,jl - 6, (ui—ll,j + ui+11,j> — 0y (ui,j—ll + ui,j+1) — 0" fij
Die Stabilitdtsuntersuchung des beschleunigten Gauf-Seidel-Iterationsverfahrens weist Sta-
bilitat nach fiir Werte des Relaxationsfaktors 0 < w < 2. Werte w < 1 bedeuten Unterrela-
xation (manchmal fiir nichtlineare Probleme nétig), w = 1 entspricht der Punktrelaxation
und w > 1 bedeutet Uberrelaxation.

Die Anzahl der Iterationen um eine vorgege- Vv
bene Konvergenzschranke ¢ zu erreichen, ist

in der Skizze in Abhéngigkeit von w gezeigt.
Die beste Konvergenzrate fiir die Losung der
Poissongleichung wird fiir einen Wert wep
erreicht, der zwischen 1 und 2 liegt.

e=const
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Der optimale Wert w,,; hangt wesentlich von den Schrittweiten ab. Aus einer Konvergenz-
analyse erhélt man fiir die diskrete Poissongleichung mit Dirichletschen Randbedingungen
den optimalen Wert

Wopt = 2 <1—7T-5-\/2(1/a2 n 1/b2)> =9 (1_ﬂ-\/2(@i/(im+1)2 + @y/(jm+1)2)>

Fiir andere Randbedingungen und andere Koeffizienten der Differentialgleichung kann sich
dieser Wert jedoch noch éndern. In diesen Féllen kann der Wert von w,,; durch numerische
Tests gefunden werden. Da die Konvergenz des Verfahrens stark von w abhéngt, sollte fiir
effektive Rechnungen der Wert nahe des optimalen Relaxationsfaktors w,,: liegen!

Beschleunigtes Gaulfs-Seidel-Linieniterationsverfahren

Die Konvergenzrate wird hoher, je mehr Anteile der Losungsmatrix A in der Iterationsma-
trix N beriicksichtigt werden. Bei den Linieniterationsverfahren werden die Variablen auf
den Gitterpunkten einer Linie z = const. oder y = const. gleichzeitig geédndert und damit
der Matrix N zugeordnet. Dadurch entsteht ein gekoppeltes, tridiagonales Gleichungssy-
stem, dafs mit einem Gaufsschen Eliminationsverfahren gelost wird. Die Linieniteration
ist iibertragbar auf das Prinzip der Jacobi-, Gaufs-Seidel- und beschleunigte Gaufs-Seidel—
[teration.

Die beschleunigte Gauf-Seidel-Linieniteration soll im folgenden als Beispiel eines Linieni-
terationsverfahrens erlautert werden. Fiir dieses Beispiel soll die Kopplung auf einer Linie
in x - Richtung erfolgen, d.h. fiir 1 < i < 4m mit j = const.. Die Abarbeitung der Linien
erfolgt von j = 1 bis j = jm. Im ersten Schritt wird ein Zwischenwert mit dem Gauf-
Seidel-Linieniterationsverfahren ermittelt, im zweiten Schritt wird der endgiiltige Wert U”
durch Uberrelaxation berrechnet.

1. Schritt: ~ Gauf-Seidel-Linieniteration fiir den Zwischenwert

[E —0,(L+ L")]U =6,(BU" + BTU" ") + §F
2. Schritt: Uberrelaxation (Extrapolation)
U’ =U""'+w(U-U"")

Die punktweise Formulierung des Gauf-Seidel-Linieniterationsverfahrens ergibt den Algo-
rithmus des numerischen Losungsablauf fir ¢=1,---,om;j=1,---,75m.

~ ~ ~ _ v v—1 2
=0, ui—1j + Uiy — Oy Uiy = O, (uz',j—l + ui,j+1) + 0% fi;

v v—1 ~ v—1
Uiy = Uy + w (t; — U; 5 )

Fiir die Korrekturform ergibt sich folgender Algorithmus:

—O, Auy_y; + Auf; — O, AuY = —w(Res(ul;') — O, Auf; ;)

1717]. 27.771

u” :u'/_.1+Aul./.

1,J 1,7 1,7
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Das Gaufs-Seidel-Linieniterationverfahren, formuliert fiir die Variablen selbst oder als Kor-
rekturform, fithrt auf die Losung eines tridiagonalen Gleichungssystem. Dieses kann mit
Hilfe des Gauftschen Eliminationsverfahrens gelost werden.

Die Gaufs-Seidel-Linieniteration ist stabil fiir den Relaxationsfaktor 0 < w < 2. Der
optimale Relaxationsfaktor der Poissongleichung mit Dirichlet’schen Randbedingungen ist

Wopt = 2 (1 — Ay-m-+/1/a® + 1/b2> fiir Linie in x-Richtung
Wopt = 2 (1 — Az-m-y/1/a® + 1/b2> fiir Linie in y-Richtung

Fiir eine bessere Konvergenz ist zu empfehlen, die gekoppelte Linie fiir die Richtung mit
der kleineren Schrittweite zu wéhlen.

Linieniteration in alternierender Richtung

Die Linieniterationsverfahren mit einer Linie von gekoppelten Punkten iibertragen in dieser
Richtung die Informationen direkt. In der anderen Richtung jedoch erfolgt der Informati-
onstransport nur schrittweise von Linie zu Linie. Dieses verzogert die Konvergenz. Deshalb
ist es glinstiger wiahrend des Iterationsablaufes die Richtung der Kopplung alternierend zu
wechseln. Dies fiihrt zu den Linieniterationsverfahren mit alternierender Richtung. Die-
ses Prinzip kann wiederum auf die Jacobi-Iteration als auch auf die Gauf-Seidel-Iteration
angewendet werden.

Eines ersten dieser Verfahren wurde veroffentlicht in:

Peaceman , Rachford: SIAM — Journal, 3, 1955.

Dieses Verfahren (Alternating Direction Implicit Method (ADI)) basiert auf der Jacobi-
Linieniteration und Uberrelaxation mit abwechselnder Linie in x- und y- Richtung. Der
Algorithmus wird im folgenden als Beispiel angeben.

1. Linieniteration in x- Richtung

E-0,(L+L")-U""? =0,(B+ B")-U"! + §F
Y
Ul/—l/2 — Uy—l =+ w(ﬁ”_l/Q _ Uu—l)

2. Linieniteration in y- Richtung

[E—©,(B+B")]-U" =6,(L+L") U2+ §F
uv — Uz/fl/2 + w(ﬁzx _ UV*1/2)

Die punktweise Formulierung ergibt folgendes System:

1. Linieniteration in x- Richtung

~v—1/2 ~v—1/2 ~v—1/2 v—1 v—1 2
—Oau ;T A+ Uy T = Oy ;T = Oy (u sy ui) + 07 fi

v=1/2 v—1 ~v—1/2 v—1
i o= ug Fwl T - u)
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2. Linieniteration in y- Richtung

~v ~y ~y o v—1/2 v—1/2 2
_@yui,jfl + Uy — ®yui,j+1 =06, (uz‘—l,j T+ Uipq ) + 6% fij

v V—1/2 ~U V—1/2
uig A w(W =)

U5 = Ui

Dieses Verfahren ist stabil fiir alle Relaxationsparameter w. Zur Verbesserung der Konver-
genz verwendet man fiir jede Richtung einen optimierten Relaxationsparameter.

1.4.6 Konvergenz von Iterationsverfahren

Bei der Konvergenzbetrachtung von Anfangswertproblemen (Kapitel 3 dieser Vorlesung)
wird die Anndherung der numerischen Losung an die exakte Losung der Differentialglei-
chung bei verschwindenden Schrittweiten gefordert. Dies gilt im Prinzip auch fiir Randwert-
probleme, wie die hier betrachtete Losung der Poissongleichung. Lost man die diskretisierte
Poissongleichung mit einem direkten Verfahren und besitzt das System eine eindeutige Lo-
sung, dann geniigt die Konsistenz der rdumlichen Diskretisierung (Abbruchfehler gegen
Null) zur Konvergenz der exakten Differenzenlésung gegen die exakte Losung der Poisson-
gleichung bei kleiner werdenden Schrittweiten Az und Ay. Fiir die hier untersuchte Losung
der Poissongleichung ist die Konvergenz der exakten Differenzenlosung gegeben und wird
im folgenden vorausgesetzt.

Fiir die Konvergenz eines Iterationsverfahrens mit schrittweiser Losung einer gendher-
ten Matrix, mufs zusatzlich sicher gestellt werden, dafs die iterative Losung gegen die exakte
Losung des Differenzenproblemes fiir Iterationszahlen v — oo strebt. Dieses Problem wird
im folgenden untersucht.

Eine qualitative Mdoglichkeit des Nachweises der Konvergenz eines Iterationsverfahrens
besteht mit Hilfe des Laxschen Satzes. Betrachtet man ein Iterationsverfahren als kiinst-
liches Anfangswertproblem, dann sind Stabilitdt und Konsistenz des Iterationsverfahrens
hinreichend fiir Konvergenz. Die Aussage reicht jedoch nicht aus, die verschiedenen Itera-
tionsverfahren zu bewerten. Deshalb soll in diesem Abschnitt eine Konvergenzbetrachtung
mittels der Untersuchung des diskreten Eigenwertproblems der Iterationsmatrizen gezeigt
werden. Diese erlaubt die Berechnung der Konvergenzrate, mit der die Verfahren quanti-
tativ verglichen werden konnen.

Definitionen

Die exakte Differenzenlosung der diskretisierten Poissongleichung ergibt sich aus der direk-
ten Invertierung von A

U= A"§F
Erfolgt die Losung mit einem Iterationsverfahren
NU” = PU"! + °F mit A=N-P
dann erhélt man zu jedem Iterationsschritt v eine Naherungslosung

U” = N ' (PU"! 4 §°F)
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Die Konvergenz eines Iterationsverfahrens ist dann gegeben, wenn die Losung des Iterati-
onsproblemes gegen die exakte Losung des Differenzenproblemes strebt, d.h.

lim (U” — U) =0

V—00

Definiert man den Konvergenzfehler mit

e"=U"-1U
und setzt diesen in die Iterationsvorschrift ein, dann erhalt man fiir den Fehler
e’ = N"'(Pe"!) = Me"! mit M=N'P
Schrittweises Einsetzen bis zu einem gegebenen Startfehler e® ergibt
e’ = (M)”e”

Hinreichend fiir Konvergenz ist dann, wenn der Konvergenzfehler fiir v — oo verschwindet,
bzw. wenn

lim (M)” = 0

V—00

Eine Matrix M, die dieser Bedingung geniigt, nennt man eine konvergente Matrix.

Fiir eine konvergente Matrix gilt, dafs die Absolutbetrége aller Eigenwerte \; dieser Matrix
kleiner als 1 sind. Diese Bedingung wird héufig mittels des Spektralradius o(M) ausge-
driickt, d.h. es ist

o(M) = max |\| < 1
Daraus folgt mit einer beliebigen Norm || - || fir M
M| <1

Eine Abschétzung der Iterationgleichung des Konvergenzfehlers mittels einer Norm fiihrt
auf die Ungleichung
le”ll < 1D le”ll

Ersetzt man die Norm von M durch den Spektralradius, so erhélt man den wichtigen
Zusammenhang zwischen Konvergenzfehler und Spektralradius.

le”Il < [o(M)]” |le”l|

Fordert man fiir eine iterative Rechnung, daf die Amplitude des Fehlers um mindestens
den Faktor 10~™ reduziert wird, d.h. [[e”||/||e’]| = [¢(M)]¥ < 10~™, dann folgt aus der
Ungleichung die Mindestanzahl der erforderlichen Iterationsschritte.

m m

> -
— —logo(M) R

Die Konvergenzrate R = —log o(M) ist ein wichtiges Maf fiir Effektivitét eines Iterations-
verfahrens. Ein Verfahren ist umso besser, je grofer die Konvergenzrate R ist, d.h. je
weniger Iterationen benotigt werden, um eine Reduktion des Anfangsfehlers um 10~ zu
erreichen.
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Berechnung des diskreten Eigenwertproblemes

Die Eigenwerte der Matrix M bestimmt man aus der Losung des homogenen Eigenwertproblemes
der Matrix M:

MW = \EW mit W = 0 auf den Réndern

Hierbei ist W die Eigenlosung zum Eigenwert A. Sie entspricht der nichttrivialen Losung
dieses Randwertproblemes.

Am Beispiel der Losungsmatrix A soll die Losung dieses Eigenwertproblemes gezeigt wer-
den. Setzt man M = A, dann ergibt sich das folgende Eigenwertproblem:

AW = MEW mit W = 0 auf den Réndern
Die Differenzengleichung fiir einen Punkt (7, 7) mit 1 <i <im, 1 < j < jm lautet
wij — Oy (Wim1j + Wir1;) — Oy (Wij1 + wiji1) = A Wi 5

Die lineare Differenzengleichung kann durch einen Seperationsansatz erfiillt werden.
(Trennung in einen x- und y-abhéngigen Anteil)

wi,j = gpl.wj = (aelai+be_lai)'(C@Iﬁj—i—de_lﬂj)

Die Koeffizienten a bis d werden aus den Randbedingungen (w = 0) bestimmt.
Zum Beispiel erhalt man fiir

pi=ae* +be ' = (a+b) cosai+I(a—0b)sinai
o 1 =0: 0i=0—>0=a+b

o i=im+1: Yim+1 =0— 0= (a—0) I sin|a(im + 1)]
— erfiillt fiir o (tm + 1) = pr mit p = (0),1,2,--- ,im, (im + 1)

Analog dazu erfiillt man die Randbedingungen fiir ¢; und erhélt somit die Eigenlosung
Wy -

w;; = ;- ;= 2a sin (i) - 2c sin (B)) = a (e’ — e 1) . ¢ (!PT — 7157

g 1,2, jm

mit a=-= p=1,2---,im und ﬁ:ij q=1,2,

im+1

Diese Losung w; ; wird in die Differenzengleichung des Eigenwertproblemes eingesetzt.

Die Eigenwerte der Losungsmatrix A ergeben sich nach Umformung zu

m™-p

T q
2(tm +1) )

A . . ) '
)\p,q:4@x81n2( )+4@y81n2(m p:1’2...72m q:1727...’]m

Zur Umformung wurde benutzt 20z + 20y =1 und sin® (a/2) = 5 (1 — cosa) .
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Konvergenz der Jacobi—Iteration

Die Berechnung der Konvergenzrate R wird beispielhaft nur fiir die Jacobi-Iteration gezeigt.

Das Jacobi—Verfahren ist definiert durch
N=FE und P=N-A=0,(L+ L") +6,B+ B

Fiir die Konvergenzrate wird der maximale Eigenwert von M = N~! P benotigt. Mul-
tipliziert man das Eigenwertproblem MW = AEW mit N = E und ersetzt P durch
P =FE — A, dann erhélt man

AW = (1-\ )W

Das Eigenwertproblem fiir die gesamte Losungsmatrix A ist
AW = MW

Ein Vergleich ergibt sofort
Ao=1-2

Da die Eigenwerte fiir A bereits berechnet wurden, erhélt man fiir die Jacobi-Iteration

N =1-40, sin? (—2 y_ 40, sin? (——9 _ T TR

Den maximalen Eigenwert findet man fiir p = ¢ = 1. Damit ergibt sich der Spektralradius
o(M?7) der Jacobi-Iteration zu:

w2 w2

M) =1 — - _ - -
oM7) O mr1e ~ O Gmr e

Hierbei wurde der Sinus fiir kleine Argumente (im > 1, jm > 1) entwickelt (sinx ~ x).

Die Konvergenzrate, R = — log o(M?”), des Jacobi—Verfahrens erhilt man mit logx ~ 1 —x
zu
) ) 1 1
R(M”) = 72 z Y = 125 (= 4+ =
(M7) = ((im+1)2 T (jm+1)2) g <a2+62>

Damit ergibt sich die Mindestanzahl an Iterationen, um den Konvergenzfehler um 107 zu

reduzieren
m
v = E = f (A:B,Ay,zm,]m)
Nimmt man als Beispiel an, dafs Az = Ay und 7m = jm, dann erhélt man fiir die notwen-

digen Iterationen

2
V=" (im+1)? ~ im?

Es zeigt sich, daff mit zunehmender Punktzahl die Anzahl der notwendigen Iterationen
quadratisch steigt!
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Vergleich der Konvergenzraten von Iterationsverfahren

In dhnlicher Weise, wie fiir die Jacobi-Iteration aufgefiihrt, konnen die Konvergenzraten
anderer Iterationsverfahren bestimmt werden. Die Konvergenzraten der hier behandelten
Verfahren fiir die Differenzenlésung der Poissongleichung mit Dirichletschen Randbedin-
gungen sind in nachfolgender Tabelle aufgefiihrt.

R R/ Ry w
1) Punktiteration
1 1
Jacobi Ry = §%x? <a2 l)2> 1 1
Gauls—Seidel Ras = 2Ry 2 1
beschleunigter Gaufti—Seidel 5 1 1 22 Wopt =
(optimiert) Rpgs = 20my |2 a2 + 2 R, 2 — Rpas
2 ) Linieniteration (Linie in x-Richtung)
. Ay? 1 1 2
Jacobi Ry = TyWQ ((12 + bz) L+ 232 1
Gauf-Seidel Rrgs = 2RLJ 2(1 + %z) 1
beschleunigter Gaufti—Seidel 1 1 7 22 Ay? Wopt =
(optimiert) Rpres = 208ym |2 (a2 T b2> NI <1 + sz) 2 — Rpras
3 ) Linieniteration (Linie in y-Richtung)
Jacobi Rpy = Tﬂ' ((12 b2) 1+ A—zQ 1
Gauli—Seidel RLGS = QRLJ 2(1 + ﬁ;;) 1
beschleunigter Gaufti—Seidel 1 1 | 22 A2 Wopt =
(optimiert) Rpres = 28xmy |2 (a2 T l)2> VR, <1 + Ay2> 2 - Rprcs

Folgende Definitionen sind hierbei verwendet worden:

a=(im+1)Az

b= (jm+1)Ay

52 Az? - Ay?
©2(Az% 4+ Ay?)

Fir die Auswahl eines Verfahrens fiir ein vorgebenes Problem ist zu beachten:

e Die Konvergenzrate R sollte moglichst hoch sein, da v =

m

=

e Es sollte moglichst ein beschleunigtes Verfahren mit optimiertem Relaxationsfaktor
wopt verwendet werden, da die Iterationszahl nichtoptimierter Verfahren i.a. hoher ist
und quadratisch mit der Punktzahl steigt.
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e Der Rechenaufwand pro Gitterpunkt ist proportional der Iterationszahl und der An-
zahl der Gleitkommaoperationen (=FLOPs) eines Verfahrens. Da implizite Linieni-
terationsverfahren mehr Operationen pro Punkt bendtigen (ca. Faktor 3 mehr), ist
abzuschétzen, ob ein Linien- oder ein Punktverfahren giinstiger ist.

e Fiir die Ubertragung der Randbedingungen ins Feld (insbesondere anderer als Dirich-
letsche Bedingungen) sind i.a. die Linienverfahren giinstiger, da auf einer Linie der
Informationstransport direkt erfolgt. Die beste Konvergenz erzielt man mit Linieni-
terationsverfahren in alternierender Richtung.

Fiir mehr Details zur Bestimmung der Konvergenzraten siche:
E. Isaacson, H. B. Keller: Analyse numerischer Verfahren. Verlag Deutsch, Ziirich, 1973
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Kapitel 2

Numerische Stromungsmechanik 11

2.1 Numerische Losung parabolischer, partieller Diffe-
rentialgleichungen

2.1.1 Einfiihrung

Eine wichtige Klasse von Gleichungen der Stromungsmechanik ist von parabolischem Typ,
siehe auch Kapitel 1 und 2 dieses Scripts. Kennzeichen dieser Gleichungen ist, dak die
Losung des charakteristischen Polynoms eine Doppelwurzel fiir die Charakteristiken ergibt
(siche Kap. 2). Thre Losungen beschreiben Phénomene, bei denen die Informationsausbrei-
tung mit unendlicher Signalgeschwindigkeit in einem Halbraum der unabhéngigen Variablen
erfolgt. Betrachtet man die allgemeine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

AUyy + 20Uy + cuy, + F (ug, uy,u,z,y) = 0

dann ergeben sich die Charakteristiken zu

d b 1
ﬁl,g = aig\/ bQ—GC

Die Gleichung ist dann parabolisch, wenn die Diskriminante b? — ac verschwindet. Damit
ergibt sich eine Doppell6sung fiir die Charakteristiken zu g—g l12 = g . Die meisten Gleichun-
gen der Stromungsmechanik in kartesischen Koordinaten treten in ihrer Normalform auf,
d.h. die Mischableitung in obiger Gleichung verschwindet (b = 0). Die Gleichung ist dann
parabolisch, wenn dann zusétzlich eine der zweiten Ableitungen verschwindet, d.h. wenn
a = 0 oder ¢ = 0. Beispiele hierfiir sind die Warmeleitungsgleichung (Fourier-Gleichung)

Up = V Uy
oder der Impulssatz der Grenzschichtgleichungen:
Uly =V Uy — VUy — Dy
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Betrachtet man z.B. die Losung der Warmeleitungsgleichung
mit ihrer Charakteristik %]1,2 = 0 im x —t Raum fiir einen
Punkt (zp,tp), so ergibt sich aus der Charakteristik der Ein-
flukbereich fiir diesen Punkt als der untere Halbraum. In der
Richtung der Zeit ¢ ist ein Anfangswertproblem zu l6sen, bei
dem die Losung von einer Anfangsbedingung, z.B. zur Zeit
t = 0, bis zur Zeit tp fortschreitet. Gleichzeitig sieht man, daf
fiir die x-Richtung ein Randwertproblem vorliegt, da entspre-
chend der zweiten Ableitung u,, Randwerte links und rechts
des Punktes vorgeschrieben werden miissen. Die Losung ei-
nes solchen Anfangs—Randwertproblemes ist typisch fiir pa-
rabolische, partielle Differentialgleichungen, und gilt auch fiir
komplexere Gleichungssysteme, wie z.B. fiir die Navier-Stokes
Gleichungen.

X0
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Die numerische Losung mittels finiter Differenzen kann sowohl mit impliziten, als auch
mit expliziten Schemata erfolgen. Die direkte, implizite Losung ist dem Randwertproblem
besser angepaft, da die Informationsausbreitung mit unendlich hoher Geschwindigkeit er-
folgt. Der Zeitschritt ist nicht durch numerische Instabilitdt eingeschrankt. Bei einer ex-
pliziten Losung parabolischer, partieller Differentialgleichungen wird im Prinzip durch die
numerische Approximation eine hyperbolische Differentialgleichung mit einer endlichen,
von den Schrittweiten abhéngigen Signalgeschwindigkeit gelost (ein Beispiel ist in Kap. 3,
Hirt’sche Stabilitdtsanalyse angegeben). Das explizite Schema bendtigt wesentlich weniger
Rechenoperationen pro Zeitschritt als das implizite, der maximal verwendbare Zeitschritt
ist jedoch begrenzt.

Die Losung parabolischer, partieller Differentialgleichungen soll im folgenden durch zwei
Beispiele demonstriert werden.

2.1.2 Losung der Fourier-Gleichung

Anhand eines einfachen Stromungsproblemes, der zeitlichen Entwicklung einer Couette-
Stromung, soll die Losung der Fourier-Gleichung demonstriert werden.

Zwischen zwei parallelen, unendlich ausgedehnten Platten befindet sich ein inkompressi-
bles Fluid ( Dichte p , Zahigkeit n) in Ruhe. Zur Zeit ¢ = 0 wird eine Platte plotzlich
auf konstante Geschwindigkeit ug beschleunigt. Die zeitliche Entwicklung der Grenzschicht
zwischen den Platten bis zur asymptotischen, stationdren Losung soll mit einer Differen-
zenlosung der vereinfachten Navier-Stokes Gleichungen bestimmt werden.

7

Ug
t=0

u=0

Wegen der Annahme paralleler Stromung und unendlich ausgedehnter Platten ist die Quer-
geschwindigkeit v = 0. Alle Gradienten in Stromungsrichtung verschwinden, d.h. % =0
fir f = w, v, p. Mit diesen Annahmen reduzieren sich die Navier-Stokes Gleichungen
eines inkompressiblen Fluids auf eine einzige Gleichung vom Typ der Fourier-Gleichung.
Diese lautet:

ou 0%u

o "oy

Die Randbedingungen dieses Problemes fiir ¢ > 0 sind dann:
y =0 u=0 und y=nh U = U

Als Anfangsbedingung zur Zeit t = 0 wird angenommen:
0<y<h wu=0 und y=h U = ug
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Fiir dieses lineare parabolische Anfangs-Randwertproblem kann zum Vergleich eine analy-
tische Losung entwickelt werden. Diese lautet:

w = uy - i_'éo{erfc[znnh + ] = erfe[2(n + 1)m — 7}

erfc(arg) =1 —erf(arg) =1 — \% [ exp(—2*)dz
0

mit n = #ﬁ und n, = #ﬁ Die stationédre Losung fiir % = 0, ergibt ein lineares

Geschwindigkeitsprofil u = ug - ¥.

Die numerische Losung erfolgt in einem Gitter mit (ja, — 1) (konstanten) Ortsschrittwei-
ten Ay und den Zeitschrittweiten At.

t

Ay = —h

n+1 (]maz*l)
y=(G—-1)Ay 1<j<jmazx
t=m—-1)xAt 1<n<nmazx
u(y,t) = uf

y
n 1
-0 -1 j j+1 y=h
j=1 j=jmax

Die numerischen Randbedingungen der Couettestromung sind dann:

n
jmax

y=0(=1): u!=0 und y=~h(j=jmax): u = ug
Die Differenzenlosung der Differentialgleichung erfolgt mit einem allgemeinen Schema, das
durch einen Verfahrensparameter © zwischen explizitem und implizitem Schema geschal-
tet werden kann. Mit der Abkiirzung (numerische Diffusionszahl) ¢ = v AA—yZ lautet die
diskretisierte Gleichung:

u?“ =u; + (1-0)o(u]; — 2uj + uj,,y) + @a(u?fll — 2u?+1 + u;‘ill)
Fiir © = 0 erhilt man ein explizites Schema O(Ay?, At), fiir © = 1 ein implizites Schema
O(Ay? At) und fiir © = 1/2 das implizite Crank-Nicholson Schema O(Ay?, At?). Damit
sind die wichtigsten Schemata zusammengefafit.
Die implizite Losung fiihrt auf ein gekoppeltes, tridiagonales Gleichungssystem fiir den
unbekannten Losungsvektor u}”l j=2,---,7max — 1. In vielen Féllen, insbesondere bei
nichtlinearen Gleichungen, wird das Gleichungssystem nicht nach der Unbekannten u}’“,
sondern nach deren zeitlicher Korrektur Auj = u?“ — uj aufgelost. Der Vorteil liegt
darin, daf hierbei die stationire Losung (Ortsoperator) unabhéngig von der Form der
Losungsmatrix wird und diese somit vereinfacht oder iterativ gelost werden kann.
Die diskretisierte Gleichung, formuliert fiir die zeitliche Korrektur Au” = u}l“ — u} und
sortiert, ergibt dann:
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[~ O0] Auj | + (1 4+ 200 )Auj + [-O0] Auj, = o (u)j, — 2uj + uj,,)
Diese Differenzengleichung fiihrt auf ein tridiagonales Gleichungssystem der Form:
aj Aui_y + by Auj + cj Aujy, = 1y

Die Losung mit der Gaufschen Eliminationsmethode (Thomas-Algorithmus) wurde im er-
sten Teil der Vorlesung behandelt. Hat man somit die Losung fiir Au™ ermittelt, konnen
die neuen Variablen u;-‘“ berechnet werden.
Wt =l + Au”

Der detaillierte Losungsweg in Form eines FORTRAN Programmes und Ergebnisse werden
in der entsprechenden Ubung behandelt.
Die Abbildung zeigt als Beispiel

fiir die Couette-Stromung die Lo-

sung des Geschwindigkeitsverlau-

Solution of the Fourier equation

u/ug

fes &~ = f(%) fiir verschiedene ! 1

. 0 . . 0.8 0.8
Zeitschritte n, berechnet mit dem s 06 \ o
o _ 5 04 NN ‘
1m£>11121tem Schema © = 1 und 0'(2) \\\\\\\\\\i\\\ \\ g;
T = :

1000

2.1.3 Grenzschichtgleichungen

Als Beispiel fiir Systeme parabolischer, partieller Differentialgleichungen soll im folgenden
die numerische Losung der Grenzschichtgleichungen fiir zweidimensionale, inkompressible
Stromungen behandelt werden.

Die Grenzschichtapproximation nach Prandtl ist eine wichtige Naherung der Navier-Stokes
Gleichungen. Danach kann die aufwendige Losung der Navier-Stokes Gleichungen zur Be-
rechnung der reibungsbehafteten Stromung um einen Koérper aufgespaltet werden in die
Losung zweier einfacherer Gleichungssysteme. Danach ergibt die Losung der reibungsfreien
Aufenstromung (Potential- oder Eulergleichungen) die Druckverteilung auf dem Koérper.
Fiir diese Druckverteilung kann dann die reibungsbehaftete Stréomung in der Grenzschicht
durch Losung der Grenzschichtgleichungen bestimmt werden.

Voraussetzung fiir die Grenzschichtapproximation sind groke Reynoldszahlen Re > 1 und
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anliegende Grenzschichten mit einer Dicke ¢ sehr viel kleiner als die Korperlange L, i.a.
§ ~ L/v/Re. Unter diesen Annahmen erfolgt die Herleitung der Grenzschichtgleichungen
aus den Navier-Stokes Gleichungen mittels geeigneter Normierung aller Variablen und an-
schliefendem Grenziibergang Re — co.

Fiir eine zweidimensionale, inkompressible Grenzschicht werden folgende normierte, dimen-
sionslose Variable eingefiihrt:

r = z°/L, y=y"/L*xVRe, u=u"/usx, v=10"/u,x*VRe,
= 0/les P=0"Pe=1 p=p"/(pocti)

Als Bezugsgrofen werden i.a. die konstanten Werte der ungestorten Anstromung (Index
o0) gewahlt. Die Reynoldszahl Re wird dann mit diesen Bezugsgrofen gebildet.

_ Poolico L
Mo

Re

Nach dem Grenziibergang Re — oo ergeben sich somit die Grenzschichtgleichungen in
dimensionsloser Form.

Uy +v, = 0
uuy +vuy +p = (nuy),
by = 0

Die Zahigkeit n ist fiir laminare Strémung eine Materialgrofe und meist nur eine Funktion
der Temperatur, d.h. n = n(7T). Fir turbulente Stromung ist eine zusétzliche Schlie-
flungsannahme fiir die Reynoldschen Spannungen einzufiihren. Diese wird oft {iber einen
Wirbelviskositétsansatz approximiert, so daf eine effektive Zahigkeit 7.s; eingefiihrt wer-
den kann, die sich aus einem laminaren und einem turbulenten Anteil zusammensetzt, d.h.
Neff = Mam + Nwrp- Die Losungseigenschaften der Grenzschichtgleichungen dndern sich
durch einen solchen turbulenten Schliefungsansatz nicht, so daf der hier gezeigte Losungs-
weg auch fiir turbulente Grenzschichten gilt. Einzelheiten der Grenzschichtgleichungen und
ihrer Losung sind in der Fachliteratur zu finden, z.B. in H. Schlichting: Grenzschichttheo-
rie. Verlag G. Braun, Karlsruhe.

Der Druck p ist normal zur Grenzschicht konstant (p, = 0), seine Verteilung p(z) ldngs
zur Grenzschicht ist durch die reibungsfreie Aufsenstromung bestimmt und somit bekannt.
Am Grenzschichtrand d§(x) erreicht die Stromungsgeschwindigkeit u(x,y) den Wert der
reibungsfreien Stromung u.(x). Als Verkiipfungsbedingung zur AufRenstromung miissen
dort alle Gradienten in y-Richtung verschwinden, d.h. u, = u,, = --- = 0. Daraus ergibt
sich sofort eine Kopplung von Druck p und Aufengeschwindigkeit u, am Grenzschichtrand.

Ue Ue gz + Dz = 0

Eine Integration liefert den bekannten Zusammenhang der Bernoulli-Gleichung zwischen
Druck und Aufengeschwindigkeit, p + u?/2 = const. .
Fiir die Integration der Grenzschichtgleichungen ist es zweckméfig, den Druck durch die
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Auflengeschwindigkeit u. auszudriicken. Man erhélt damit das zu 16sende Gleichungssy-
stem fiir die Unbekannten » und v zu:

Uy + vy, = 0

U U, + VUy — UeUenx = (nuy)y

Das Gleichungssystem ist von parabolischem Typ und fiithrt auf ein Anfangswertproblem
fiir die x-Richtung (diese entspricht der Zeit ¢t bei der Fourier-Gleichung) und ein Rand-
wertproblem fiir die y—Richtung. Das Randwertproblem fiir die y—Richtung erfordert die
Vorgabe von zwei Randbedingungen fiir « und eine fiir v (entsprechend w,, und v,).

Die Randbedingungen fiir eine Grenzschicht kénnen wie folgt angenommen werden:

e Wand y =0: u(x,y=0) =uw(x) und wv(zr,y=0)=ovw(x)

Damit konnen z.B. die folgenden Fille simuliert werden:

uw = vy = 0 undurchdringliche, haftende Wand
vy < 0 Absaugung der Grenzschicht

uw > 0, v, > 0 gerichtetes Ausblasen in die Grenzschicht

e Rand y = 9: u(x,9) = ue(x)
Zusétzlich kann noch die Verkniipfungsbedingung u,(z,d) = 0 verwendet werden,
um den Grenzschichtrand o festzulegen, z.B. in der Form:

y=40 wenn |%| < €Rang K 1

Die Anfangsbedingung fiir x = xg

erfordert lediglich die Vorgabe des Geschwindigkeitsprofiles u(y), d.h.
r =X : u(zo, y) = uo(y)
Die Quergeschwindigkeit v(xg,y) ist damit eindeutig festgelegt.
Die Losung des Anfangs—Randwertproblemes der Grenzschichtgleichungen erfolgt durch ein
sogenanntes Fortsetzungs- oder Marschierverfahren. Aus der Anfangsbedingung bei z, und

den Grenzschichtgleichungen wird eine neue Losung fiir zo + Az bestimmt. Diese Losung
wird im néchsten Schritt zur Anfangsbedingung fiir die Losung bei g + 2Ax, usw.
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yk
8 — Uiy 1
e ] K
] \ J -
- i Lo Uj_1
> X n-1 n-1/2 n
Xg n-1n X max

Die Entwicklung einer numerischen Losung hierfiir soll im folgenden anhand eines einfa-
chen, aber effektiven impliziten Losungsschemas (Laasoonen Schema) gezeigt werden.

Die numerische Losung erfolgt auf einer Linie x = z,, mit der Anfangsbedingung auf x,,_;.
In y-Richtung mit y; = (j — 1) * Ay werden konstante Schrittweiten Ay verwendet. Die
Anzahl der Punkte jmax und Ay werden durch die Anfangsbedingung festgelegt. Da die
Grenzschichtdicke im Verlauf von z jedoch wachsen kann, wird diese fiir jeden neuen z—
Schritt bestimmt und gegebenenfalls weitere Punkte in y-Richtung hinzugefiigt.

Der Impulssatz wird in dem Punkt P(x,,y;) mittels Riickwértsdifferenz fiir u, und zentra-
len Differenzen fiir die y—Ableitungen entwickelt. Dies ergibt ein Schema der Genauigkeit
O(Ax, Ay?). Der diskretisierte Impulssatz lautet:

n n—1 n n n n—1
U, — U, _ (I — U, _ u’ —u
R, = w2 J + " 1/2 %j+1 j—1 unl e e
! j Az j 2Ay e Az
n—1 u.?+1 B u.;l n—1 U? — u?*1 A
; —_ 7. _ =0
(nj+1/2 Ay 77]—1/2 Ay )/ Y

Fiir alle auftretenden Koeffizienten werden die bekannten Werte auf x,_; verwendet, nur
die Quergeschwindigkeit v wird fiir den Ort z,_;/» mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung
neu gelost. Fiir die Kontinuitdtsgleichung ist es deshalb zweckméfig, diese im Punkte
P(xp_1/2,1j-1/2) zu entwickeln.

— n—1/2 n—1/2
1 u 1 n nll v / — v /

_ L uf —uy g j i1 _
= 2( Ax Ax )+ Ay 0

n_

Die beiden Differenzengleichungen R; = 0 und R, = 0, zusammengefafit in einen sogenann-
Ry
Ry

fiir die Unbekannten 17] = ( v”lﬁl /2 ) fiir die Punkte (j — 1, 4,7 + 1). Die diskretisierten

ten Residuenvektor Res = ( ) bilden ein gekoppeltes, algebraisches Gleichungssystem

Grenzschichtgleichungen konnen somit zusammengefafst werden:

—

Res(V) =0

Der Residuenvektor RES(V) koppelt die Variablen der Nachbarpunkte j —1,7,7 + 1, d.h.
es ist
Rés(V) = Res(Viy, U, Vi) = 0
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Da dieses System nichtlinear gekoppelt ist, wird die Losung iterativ mit einem Newtonschen
Iterationsverfahren durchgefiihrt. Mit einer Taylorreihenentwicklung nach dem Iterations-
index v

aRes

Res(VV*1)) = Res(VY) + (VT =V =0

ergibt sich die Iterationsgleichung:

j+1 -
ORes (v vy — _Res(V)
k k J
k=j—1 OV

Das System ausgeschrieben, mit Af/}: = \_/‘k”“ — ‘7;@”7 ergibt ein tridiagonales Gleichungssy-
stem fiir die Vektoren AV”, wobei die Koeffizienten 2%2 Matrizen sind (Block—Tridiagonal-
system).

A;AVY, + B AVY + C; AV, = —Res(VY)

Hierbei sind j, B und C die sogenannten Jacobimatrizen, deren Elemente sich aus der
Differentiation der beiden Gleichungen R; = 0 und Ry = 0 nach den einzelnen Variablen
(u™, v"~Y/?) fiir den betreffenden Punkt (j — 1,7,7 + 1) ergeben. Zum Beispiel ist

8‘_/} A(um, v~ 1/2

g

§~ . (9RES . 8(R1,R2) . ( 1)11 b12 >
J ) ba1  bao

bu = G =i Aa o+ (s 1) /Ay bie = a;iRa/z = (uly, —ul,)/(24y)
by, = 332 =1/(2Ax) boy = = 1/Ay

81}? 1/2

Dieses Block—Tridiagonalsystem wird dhnlich, wie bereits fiir skalare Gleichungen gezeigt,
mit dem Gaufschen Eliminationsverfahren (Thomas-Algorithmus) gelost. Hierzu definiert
man einen Rekursionsansatz mit der Matrix £ und dem Vektor F:

AV = E LAV,

J+1+Fj

Ersetzt man damit AV ", so erhdlt man die Rekursionskoeflizienten zu:

E; = (A4, -E;.1+B) " (=)

i = (4 E;+By) - (—Rés— A, FrLy)
Die Rekursionskoeffizienten berechnet man schrittweise fiir j = 2,--- | jmax — 1, begin-
nend mit der Randbedingung ‘73-:1 = < Uéf%/z ) an der Wand, d.h. A‘7j”:1 = (0 und somit

fj — 0, F;] - O
Somit konnen die Variablen u und v bestimmt werden. Bevor diese jedoch berechnet
werden, mufs noch iiberpriift werden, ob der Integrationsbereich so grofs ist, dals y,e: =
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(jmax — 1) * Ay > §. Der Grenzschichtrand § wird dadurch definiert, dafs dort die Ge-
schwindigkeit u bis auf eine kleine, vorgebene Abweichung €grang ~ 1073 ihren AuRenwert
U, erreicht:

n n,v+1
-5 Ue = Ujmaz—1
y =49 wenn |—u” | < €Rand
e

n71j+1 J— n n,v .
jmaz—1 — U — ujmaa:—l - fl,]maz—l-

mit ul —u
Falls diese Abfrage nicht erfiillt ist, wird ein weiterer Schritt Ay hinzugefiigt, d.h. es wird
jmax = jmax + 1 gesetzt. Fiir diesen neuen Punkt werden die Rekursionskoeffizienten
berechnet und erneut nach dem Rand abgefragt. Ist die Abfrage erfiillt, dann werden die

Variablen fiir die Iteration v + 1 bestimmt.

Die Korrekturvariablen AV; erhélt man aus dem Rekursionsansatz fiir j = jmax—1,--- ,2
mit der Randbedingung u7,,,, = ug, d.h. mit AVﬁmx = 0. (Eine Randbedingung fiir v,

ist nicht gegeben und wird nicht benétigt.) Die Variablen selbst bestimmt man dann aus:

=041 0, —
ijnz/—l- :V;nl/_'_A‘/]y

Die iterative Losung am Ort x™ wird wiederholt, bis die Gleichung Res' = 0 bis auf eine
vorgegebene Schranke erfiillt wird, d.h. wenn

maz|Ry, Ra| < €pes

Ist die Schranke erfiillt, kann die Rechnung fiir den néchsten z—Schritt in gleicher Weise
fortgesetzt werden.

Der hier vorgefiihrte Losungsweg zur impliziten Losung eines gekoppelten Gleichungs-
systems wird in dhnlicher Form auch fiir die implizite Losung der Euler- und Navier-Stokes
Gleichungen benutzt.

Der detaillierte Losungsweg in Form eines FORTRAN Programmes und Ergebnisse werden
in der entsprechenden Ubung behandelt.

Die Abbildung =zeigt als Bei-
spiel fiir die numerische Berech- 0.015
nung von Stromungsgrenzschich-
ten den Verlauf des Reibungsbei-
wertes ¢y = %TTM& tiber der Lénge 0.01

x/L einer ebenen Platte bei lami-
narer Stromung mit Re = 10°.

Cf

0.005

0 005 01 0.15 0.2 025 0.3 0.35
x/L
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2.2 Numerische Losung skalarer, hyperbolischer Diffe-
rentialgleichungen

2.2.1 Einfiihrung

Hyperbolische, partielle Differentialgleichungen haben reelle Charakteristiken, langs derer
sich die Informationen ausbreiten (charakteristische Losung, Vertriglichkeitsbedingung).
Die Charakteristiken bestimmen den Einflufsbereich einer Loésung und sind somit auch
fiir die numerischen Losungsverfahren entscheidend. Thre Herleitung wurden in Kapitel 2
behandelt.

Hyperbolische Differentialgleichungen kénnen in verschie-
denen Formen auftreten. Ein Beispiel fiir eine skalare Glei- At
chung 1. Ordnung ist die Konvektionsgleichung

wy + Aw, =0 C //

Diese Gleichung besitzt eine Charakteristik ‘fl—fh = ), die
die Steigung der charakteristischen Grundkurve bildet.
Die Wellengleichung At

2
Upp — Aj Ugg = 0 iR

und die Stérpotentialgleichung fiir Uberschall , AN

(Ma2, — 1) By — By =0

A
sind Beispiele fiir skalare Gleichungen 2. Ordnung. Diese C‘I N y
Gleichungen haben zwei reelle Charakteristiken, hier ?(X,

&) ) =+ag baw. Y|, = £1/\/(MaZ, —1). Der Einflu- &oc,,:

y
pa

bereich der Losung wird durch die beiden Charakteristiken
begrenzt. C 2 ‘
Systeme von Differentialgleichungen kénnen ebenfalls von
hyperbolischem Typ sein, ein wichtiges Beispiel hierfiir sind i
die zeitabhéngigen Euler Gleichungen einer kompressiblen
Stromung. Fir eindimensionale Strémungen lauten diese 7\
(siehe Kapitel 1): 2V AN

U+ F,=0 | : X

y

AR N
Dieses System fiihrt auf drei reelle Charakteristiken C C C
%h = 1 und %b’g = u £ a. Die aulleren Charakteristiken 1 2 3
bilden den Einflufsbereich.

Der endliche Einflutbereich hyperbolischer Differentialgleichungen fithrt auf die Losung
eines Anfangswertproblems. Hierbei wird die Losung, ausgehend von einer Anfangsbe-
dingung auf einer nicht-charakteristischen Kurve, lings der Charakteristiken fortgesetzt
(Charakteristikenverfahren). Da der Integrationsbereich i.a. endlich ist, miissen an den
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Réndern des Bereiches Randbedingungen vorgeben werden. Somit erhélt man &dhnlich wie
fiir parabolische Gleichungen ein kombiniertes Anfangs—Randwertproblem. Die Anzahl der
vorzugebenden Randbedingungen richtet sich dabei nach der Anzahl der Charakteristiken,
die vom Rand ins Innere des Losungsgebietes weisen.

Bei der Formulierung eines numerischen Differenzenschemas ist die Erfassung des Ein-
flussbereiches einer hyperbolischen Differentialgleichung eine notwendige Bedingung fiir
eine konvergente Losung. Dies wird in der sogenannten CFL Bedingung im néchsten Ab-
schnitt formuliert.

Eine weitere Problematik der numerischen Losung hyperbolischer Differentialgleichungen
entsteht durch die charakteristische Losung, die Wellentransport mit konstanter Ampli-
tude langs der Charakteristiken beschreibt. Wéahrend der numerischen Rechnung enstehen
jedoch Storungen durch Diskretisierungs- und Rundungsfehler; die sich dann im ganzen
Feld ausbreiten und sich der exakten Losung iiberlagern. Um dieses zu vermeiden miissen
die Stoérungen numerisch durch sogenannte Dampfungsterme unterdriickt werden. Die nu-
merischen Dampfungsterme werden dem Differenzenschema entweder hinzugefiigt, wie bei
zentralen Differenzen, oder sie sind in der Diskretisierung enthalten, wie bei Upwindsche-
mata. Diese Problematik wird in einem weiteren Abschnitt diskutiert.

Die wichtigsten Diskretisierungsschemata fiir hyperbolische Differentialgleichungen werden
zunéchst fiir eine skalare Modellgleichung aufgefiihrt.

Fiir das System der Euler Gleichungen werden in einem gesonderten Kapitel die verschiede-
nen Formen und Losungseigenschaften untersucht und numerische Losungsverfahren vor-
gestellt.

2.2.2 Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) Bedingung

Die CFL Bedingung ist eine notwendige Bedingung, die bei der Formulierung von Differen-
zenschemata fiir hyperbolische, partielle Differentialgleichungen eingehalten werden muss.
Die Bedingung lautet:

Fiir die Konvergenz numerischer Losungen von Anfangswertproblemen hyper-
bolischer, partieller Differentialgleichungen ist notwendige Bedingung, daf$ der
numerische Abhdngigkeitsbereich eines Differenzenschemas den Abhdngigkeits-
bereich der Differentialgleichung einschliefSt.

Der Abhéngigkeitsbereich der Differentialgleichung ist durch die Charakteristiken vorge-
geben, wihrend der numerische Abhéangigkeitsbereich eines Differenzenschemas durch die
Schrittweiten (Differenzenstern) festgelegt wird. Die CFL Bedingung fordert danach, dafs
die Schrittweiten so gewéhlt werden, dafs die Charakteristiken innerhalb des Differenzen-
sternes liegen und somit die charakteristische Losung voll erfaft wird.

Fiir eine zeitabhéngige Gleichung ist die Charakteristik durch %‘ o = A gegeben und der
numerische Abhéangigkeitsbereich durch das Schrittweitenverhéaltnis % . Die CFL Bedin-
gung wird dann ausgedriickt durch:

A:z:>dx{ _
At — dt'C
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Diese Bedingung wird oft in Form einer dimensionslosen Kennzahl, der Courantzahl C,
geschrieben:

dx At At

_dm Al 2l oy

dt'®  Ax Az
Die Courantzahl C' kann auch als Verhéltnis von exakter Informationsgeschwindigkeit
% } o = A zu numerischer Informationsgeschwindigkeit i—f bezeichnet werden.
Fiir Gleichungen mit mehreren Charakteristiken, wie z.B. den Euler Gleichungen mit

%} o= (u,u+a, u—a), muk der betragsmiRig grofte Wert gewihlt werden, d.h.:

dx

C:maa:( dt|c

At At
. — p— <
) Ay~ v gy <1

Die Aussage der CFL Bedingung soll im folgenden anhand einer skalaren Modellgleichung
gezeigt werden.

.. t
Beispiel :
. . . . t+At

Betrachtet wird die skalare Konvektionsgleichung;:

Y tgo =~
wy+Aw, =0 mit A = const. >0 / A

t X
Ch

Die Gleichung hat die Charakteristik %o = X und damit die exakte Lésung w(z,t) =
w(z — At). Der Abhéngigkeitsbereich ist die Gerade z — At = const. Die Courantzahl ist
definiert als C' = )\ﬁ—;.

Differenzenschemata:
a) explizites Schema, Riickwirtsdifferenz fir w,

it gl =l
~a A ar 7
— AX — AX
—n+1— lk ‘
A\ At
« N\
\\\
H B /
Ch Ch C
CFL Bed. erfuillt CFL Bed. erfullt CFL Bed. nicht erfiillt
A > Gle = A = Gle =2 A < %le =2
C <1 Cc =1 C>1

von Neumann Stabilitdtsanalyse: Schema stabil fiir C' < 1
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b) explizites Schema, Vorwartsdifferenz fiir w,

n+1 n n n
W — w! Wi — W,
P —"C + )\H‘—

At Az

CFL Bedingung: nicht erfiillt
von Neumann Stabilitdtsanalyse: Schema instabil fiir alle C

Ch

c) explizites Schema, zentrale Differenz fiir w,

nt+l _ w™

wr ., — wh
7 7 A i+1 i—1
At 0T 2As
CFL Bedingung: erfiillt fiir C' <1
von Neumann Stabilitdtsanalyse:  Schema instabil fiir alle C'

=—d.h. CFL Bedingung nur notwendig, nicht hinreichend!

w

=0

Ch

d) implizites Schema, zentrale Differenz fiir w,

1 1
Wt —wp i - e
At 2Ax
CFL Bedingung: immer erfiillt numerical sphere

=Werte w"*! iiber x gekoppelt
von Neumann Stabilitdtsanalyse: uneingeschrinkt stabil fiir alle C'

2.2.3 Numerische Dampfung

Unter numerischer Ddmpfung versteht man dissipative Effekte der numerischen Diskretisie-
rungsfehler. Die Dissipation bewirkt eine Glattung (Verschmierung) der Losung, dhnlich
der Wirkung der Zahigkeit. Sie hat auf numerische Losungen hyperbolischer, partieller
Differentialgleichungen einen merklichen Einfluff, da die exakte, charakteristische Losung
nur Wellentransport, aber keine Dissipation zuldfst. Durch die numerische Dédmpfung der
Diskretisierung kann die Losung verfélscht werden.

Unerwiinschte Auswirkungen der numerischen Dampfung
auf die numerische Losung hyperbolischer Probleme sind z.B.:

e Ausschmieren der Losung
e kiinstliche Wirbelproduktion und Zerfall
e kiinstliche Entropieinderungen
Die numerische Dampfung sollte daher auf ein Minimum reduziert werden.

Zum anderen enstehen jedoch bei jeder numerischen Rechnung Storungen, z.B. durch Run-
dungsfehler, die durch das Schema verstéarkt werden konnen und sich der exakten Losung
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iiberlagern. Um ein Ausbreiten dieser Stérungen im ganzen Losungsfeld zu vermeiden,
miissen diese wiahrend der Rechnung ausgedampft werden. Hierzu nutzt man wiederum die
numerische Ddmpfung aus.

Erwiinschte Auswirkung der numerischen Dampfung
auf die numerische Losung hyperbolischer Probleme ist:

e Ausddmpfen von numerischen Storungen im Losungsfeld

Ohne eine gewisse Dédmpfung durch die Diskretisierung kann somit keine genaue numerische
Losung erzielt werden. Daraus folgt:

Numerische Dampfung so klein wie moglich und so grof$ wie notig !

Die Einhaltung dieser Forderung ist sehr wichtig fiir die Stabilitit und Genauigkeit der
numerischen Losung. Sie erfordert jedoch gute numerische Kenntnisse und viel Erfahrung.

Um die Wirkung der numerischen Ddmpfung zu diskutieren, wird wiederum eine skalare
Modellgleichung betrachtet.

Beispiel fiir numerische Diskretisierungsfehler:

Betrachtet wird die skalare Konvektionsgleichung:
wy +Aw, = 0 mit X = const. >0

Die exakte Losung fiir eine periodische Testfunktion —w(z,t) = V(¢) - €’* mit der Wel-
lenzahl k = 27/ ergibt sich zu:

w(az,t) — % . eIk:(:c—)\At)

Als typische Eigenschaft hyperbolischer Gleichungen beschreibt die Losung den Transport
ldngs der charakteristischen Grundkurve (z — AAt) = const, jedoch keine Amplitudenén-
derung, d.h. es bleibt V(t) = V4.

Zum Vergleich soll eine numerische Losung betrachtet werden, die mit einem expliziten
Upwindschema berechnet wird.

1
A A S S
At Ax
Entwickelt man das Differenzenschema mittels Taylorreihen um z; = ¢- Az und t,, = n- At
und ersetzt mit der Differentialgleichung w;; = M\ w,, + ---, so ergibt sich die partielle

Differentialgleichung der numerischen Approximation zu (siehe auch Kap. 3):

Wy + AWy = AT - Wey + 3AT? - Wapy — CANT® - Wagpw + - - -
Fiir diese Gleichung ergibt sich die Losung der periodischen Testfunktion zu:

_ _ 27.3. _ 2 3.4y,
w(:c,t) — ‘/0 . elk(:p AAL) e Ic3Az”k?-At | e (c2Azk*+caAx®k*)- At

Diese Losung zeigt die Auswirkung typischer Diskretisierungsfehler, die in &hnlicher Form
bei nahezu allen numerischen Verfahren hyperbolischer Gleichungen auftreten.
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Die Fehleranteile sind im einzelnen:

. . _ 21.3Y.
Dispersive Fehler ~ e~/ (e382°k°) AL yom Term ~ 3 AL W,y

Diese Fehler bewirken eine Phasenverschiebung, d.h. eine Abweichung von der cha-
rakteristischen Grundkurve, ohne jedoch die Amplitude zu beeinflussen.

. . . — 2 .
Dissipative Fehler ~ e~ (©2825°)Al yom Term ~ co Az Wy,

Diese Fehler beeinflussen die Amplitude und haben dhnliche Wirkung wie die Rei-
bungsterme. Da der Term von O(Az) grof ist, sollte dieser Anteil durch Diskretisie-
rungen hoherer Ordnung moglichst vermieden werden.

Dissipative Fehler ~ e~ (aAa®k)- At Gom Term ~ CAAT? Wy

Dieser Fehler beeinflufit ebenfalls die Amplitude, hat jedoch nur auf die kurzwelli-
gen Losungsanteile eine wesentliche Wirkung, da die Amplitudenénderung sehr stark
von der Wellenzahl abhéngt (~ k*!). Man bezeichnet deshalb diesen Term oft als
Hochfrequenzdampfungsterm.

Die unterschiedlichen Eigenschaften der dissipativen Diskretisierungsfehler werden bei der
Formulierung numerischer Dampfung zur Unterdriickung von Stérungen ausgenutzt.

Hochfrequenzdéampfungsterme:

Rundungsfehler erzeugen Schwankungen von Gitter-
punkt zu Gitterpunkt, d.h. es sind kurzwellige Sto-
rungen. Zur Glattung dieser Storungen werden deshalb
Terme verwendet, die durch eine diskretisierte 4. Ablei-
tung entstehen.

Hochfrequenzdimpfungsterm: DWW = e®Az? w,ppn

Der Faktor ¢, meist eine Konstante, dient hierbei der
Anpassung und Minimierung der Dampfung.

Stokdampfungsterme:

In Losungen hyperbolischer Gleichungen kénnen auch
Diskontinuitdaten, z.B. Verdichtungsstofe auftreten.
Sind diese im Losungsfeld eingebettet, so entstehen sehr
starke Anderungen der Variablen iiber einige Schrittwei-
ten. Hierdurch werden die Diskretisierungsfehler, ins-
besondere der nichtlinearen Terme sehr groff und die
Losung zeigt starkes Uber- oder Unterschwingen in der
Néhe einer Diskontinuitdt. Um diese Schwingungen zu
glatten, bedarf es eines starken Dampfungsterms. Man
verwendet deshalb hierzu den reibungsdhnlichen Term
~ Azw,,, der jedoch durch einen Faktor e, abhingig
von der Losung, so gesteuert wird, dak dieser Term in
Gebieten geringer Anderungen verschwindet.

Stofdimpfungsterm: D® = @Az w,,
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Die Dampfungsterme zur Kontrolle numerischer Storungen werden entweder dem Schema
hinzugefiigt (zentrale Schemata) oder sie sind bei geeigneter Diskretisierung schon im
Schema enthalten (Upwindschemata). Im Rahmen dieser Vorlesung werden einige Bei-
spiele im Kap. 8 angegeben, weitergehende Einzelheiten der Formulierung kénnen jedoch
hier nicht behandelt werden. Diese Formulierungen sind Gegenstand neuerer numerischer
Entwicklungen und sind in der Fachliteratur zu finden.

2.2.4 Wichtige Differenzenschemata fiir die skalare Konvektions-
gleichung

Zur Darstellung numerischer Losungsverfahren und ihrer Analyse wird die skalare Konvek-
tionsgleichung verwendet.

wy + dw, =0

Diese Gleichung entspricht in ihrer Struktur der charakteristischen Form der Euler Glei-
chungen, so daft damit ein Zusammenhang zu den wichtigen Euler Gleichungen gegeben ist.
Aus den bisher behandelten Grundlagen ergeben sich Forderungen an die Losungsverfahren,
die im folgenden zusammengefalst sind:

1. Konvergenz
Fiir lineare Anfangswertprobleme kann Konvergenz durch den Lax’schen Satz nachge-
wiesen werden, d.h. Konsistenz+Stabilitdt=Konvergenz. Fiir nichtlineare Gleichun-
gen und Randwertprobleme ist der Nachweis meist nicht mathematisch zu erbringen.
Die Richtigkeit der Losung wird oft durch Vergleiche mit anderen Losungen und mit
dem Experiment nachgewiesen.

2. CFL Bedingung

Diese notwendige Forderung, daft der numerische Abhéngigkeitsbereich grofer, bzw.
gleich dem charakteristischen Bereich ist, lafst sich fiir skalare Gleichungen mit nur
einer Charakteristik eindeutig erfiillen. Probleme entstehen aber dann, wenn meh-
rere Charakteristiken mit wechselndem Vorzeichen auftreten, wie z.B. bei den Euler
Gleichungen. Zur Beriicksichtigung der unterschiedlichen charakteristischen Ausbrei-
tungsrichtungen miissen dann spezielle Formulierungen der Ausgangsgleichungen und
der Diskretisierung verwendet werden (z.B. ,, Flux-Splitting” =siehe Kap. 7 und 8
iiber Euler Gleichungen).

3. Genauigkeit
Fir Anwedungen numerischer Rechnungen ist i.a. mindestens eine Genauigkeit von
2. Ordnung (O(A?) im Ortsraum anzustreben, um die numerischen Zahigkeitseffekte
der Diskretisierungsfehler ~ w,, in glatten Gebieten zu vermeiden.

4. Oszillationsfreie Losungen
Um oszillationsfreie Losungen in glatten Gebieten zu erreichen, miissen kurzwellige
Fehlerkomponenten durch geignete Hochfrequenzdéampfungsterme unterdriickt wer-
den.
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5. Diskontinuitaten

Diskontinuitéten (z.B. Verdichtungsstofe) sind Losungen nichtlinearer, hyperboli-
scher Gleichungen. Sie treten vor allem bei gasdynamischen Stromungen auf. Im
Integrationsgebiet eingebettete Diskontinuitdten kénnen durch Differenzenverfahren
nicht exakt (als Sprung) aufgelost werden, da die Verfahren Differenzierbarkeit for-
dern. Numerisch kann jedoch eine solche Diskontinuitdt auf wenigen Schrittweiten
oszillationsfrei dargestellt werden, wenn das Verfahren dafiir geeignet ist (,shock cap-
turing” Methoden). Hierzu gehort die Berticksichtigung der charakteristischen Aus-
breitungsrichtung und die Formulierung von Stofsddmpfungstermen.

Die Erfiillung dieser Forderungen kann durch verschiedenste Differenzenschemata erfolgen.
Fiir die diskrete Formulierung der Konvektionsgleichung w; 4+ Aw, = 0 wird eine sogenannte
konservative Formulierung, wie sie fiir die Euler Gleichungen notwendig ist, verwendet.

n+l wh

_ wh — wn
i i A i+1/2 i—1/2
At + Az

Der Ort i £ 1/2 entspricht dabei dem Ort der
Bilanzflache (Zellwand) zwischen den Punkten i
und ¢ + 1, an dem die Eulerfliissse formuliert werden | ;
miissen. -1/2 | Cis2

w _ 0

i~1 i ! i+1

Zentrale Schemata

Zentrale Schemata sind haufig verwendete Schemata zur Losung der Euler und Navier-
Stokes Gleichungen. Eine rdumliche Zentraldifferenz erhalt man fiir das obige konservative
Schema durch die Formulierung gemittelter Werte

Wit1/2 = B (w; + wix1)
t

Damit erhalt man das zentrale Schema:

n+1 n n n
w; = Wy 4 )\wi—i-l - Wi,

At 2Ax
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Typische Merkmale solcher zentraler Schemata sind:

e 2. Ordnung im Raum, O(Az?), mit nur 3
Ortspunkten

e Erfassung von Stromauf- und Stromabein-
fliissen, von positiven und negativen Charak-
teristiken.

e Zentrale Differenzen fithren zur Entkoppe- w
lung von gerad- und ungeradzahligen Punk-
ten. Zum Beispiel fiihrt die stationére Lo-
sung w;y; = w;_1 auf zwei entkoppelte Lo-
sungen, namlich w; = w3 = ws = --- und
wy = wy = wg = ---. Unterscheidet sich
eine dieser Losungen von der anderen durch
einen Fehler ¢, so entsteht eine oszillierende
Gesamtlosung.

e Zentrale Ortsdifferenzen haben keine dissipa- ) 5 3 4 5 5 i

tiven Abbruchfehler

Wiyl —Wi—1 Az?

e Hochfrequenzdampfungsterme ~ w,,,, mis-
sen deshalb zu der zentralen Ortsdifferenz
addiert werden, um kurzwellige Stérungen zu

déampfen.

wrtt — wr Wis1 — Wi

: Ly — : DW(w) =0
A AT oA, TP

Der Dampfer 4. Ordnung wird meist in folgender Form definiert:

1 1
D(4) (w) = 8(4) E AZLA cWegprr = 5(4) E : (wi+2 - 4wi+1 + 6’(1)Z - 4wi_1 + wi_g)
Hierbei ist ¢ eine Konstante, die i.a. die Grékenordnung O(1072) hat.

Fiir die folgenden zentralen Schemata wird dieser Dampfungsterm nicht extra aufge-
fiihrt.
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Explizite, zentrale Schemata

a)

Einfachstes, zentrales Schema

ntl _ ,n W wh
Wi T W S W 2 Sl R
At 2Ax
Konsistenz : w; + \w, = wttAQ A\ Wy Aﬁx + - = O(At, Azx?)
Stabilitdt :  (von Neumann Analyse) — instabil !

(trotz Erfillung der CFL Bedingung bei C' < 1)
Erkléarung der Instabilitat durch Hirtsche Stabilitétstheorie

mit wy = —A\wy = A2 w,, folgt
W + Awy = = N W, — Mg, A5 4
d.h. negative numerische Zahigkeit v, = — )\2% bedeutet Anfachung!

Lax - Keller Schema

Um ein einfaches, aber stabiles Schema zu erhalten, wird im Schema a) der Wert w?"

durch den Mittelwert w] = % ersetzt.
1
wZH - %( wiy + wity) _’_/\w?Jrl — Wi, —0
At 2Ax
Konsistenz : w; + Aw, = — wy % + % . ﬁf Wopy — )\w:,;mAT"“"2 + - = O(At, Ax)

Stabilitét : stabil fir C = [A[£L < 1

Erklarung der Stabilitdt durch Hirtsche Stabilitdtstheorie

Wy + Aw, = )\2%(1/02 — D wey + -
= U = A2 5L (1/C? — 1) > 0 fiir C < 1

= kaum verwendetes Schema wegen O (Az)!

Lax - Wendroff Schema

Das Lax - Wendroff Schema ist ein genaues und stabiles Zentralschema und sein
Konzept ist deshalb auch Ausgangspunkt fiir weitere Verfahren. Hierbei wird der de-
stabilisierende Term )\2— Wy, des Schemas a) durch einen zusétzlichen, gleichgrofsen
Term kompensiert.

Die Herleitung erfolgt aus der Taylorreihe fiir w] '

with = wl w |} At wyl} ATt FO(AF) = wi = Awg[fF At + N wy, |7 ATtQ + O(AtY)
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Der Zusatzterm ~ w,, wird zentral diskretisiert, so daf die Ortsgenauigkeit O(Ax?)
erhalten bleibt und die Zeitgenauigkeit auf O(At?) erhéht wird. Damit erhélt man
das Lax - Wendroff Schema zu:

wi ™t — i )\wzn-i-l —wity )\zg Wity — 20— wi, 0
At 2Ax 2 Az?
Konsistenz :  w; + AWy = — A Wepy %‘”2 — %wm I O(Atg, Aa:Q)

Stabilitét : stabil fir C = [A[£L < 1

Nachteil Der Zusatzterm verlangt aufwendige Matrixoperationen bei Systemen, wie
z.B. fiir die Euler Gleichungen U; + F, = 0. Mit der Jacobi Matrix A = g—g ergibt
sich fiir den Zusatzterm

Fiir Systeme ist es deshalb giinstiger, das Schema in zwei Schritten abzuarbeiten.
Dies fiihrt auf das Pradiktor - Korrektor Schema von Mac Cormack.

Pradiktor - Korrektor Schema (Mac Cormack, 1969)

Das Pradiktor - Korrektor Schema nach Mac Cormack ist ein oft angewendetes
Schema zur Losung der Euler und Navier-Stokes Gleichungen. Das Zwei-Schritt
Schema besitzt fiir lineare Gleichungen die gleichen Eigenschaften wie das Lax-Wendroff
Schema c), erfordert jedoch bei Gleichungssystemen keine zusétzlichen Matrixopera-
tionen. Die Stabilitdts- und Konsistenzeigenschaften sind die gleichen, wie die fiir
das Lax-Wendroff Schema. Man erhélt dieses aus dem Zwei-Schritt Schema durch
Einsetzen der Zwischenvariable @ aus dem 1. Schritt in den 2. Schritt.

1. Schritt (Pradiktor-Schritt)

N N At
w; = w; — )‘E (wz - wzfl)
2. Schritt (Korrektor-Schritt)
1 N 1 At -

Die Vorwirts- bzw. Riickwartsdiskretisierungen sind fiir die Schritte vertauschbar.
Die Erweiterung auf zwei und drei Dimensionen erfolgt in analoger Weise.

Runge-Kutta Mehrschrittschema

Das Runge-Kutta Verfahren zur Losung von Anfangswertproblemen gewdhnlicher
Differentialgleichungen kann auf partielle Differentialgleichungen iibertragen werden.
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Fiir die Integration nach Runge-Kutta formuliert man die semi-diskrete Differential-

gleichung

0

a—t} = —Res(w)
wobei das Residuum Res(w) den diskretisierten Operator der Ortsableitungen dar-
stellt. Dieses kann z.B. den Ortsoperator der gesamten Euler Gleichungen darstellen,

oder wie hier, den der skalaren Konvektionsgleichung.

Wipy — W
Res(w) = A AL
Die Losung fiir einen Zeitschritt At erfolgt in mehreren expliziten Teilschritten, die
durch den Schrittindex k gekennzeichnet sind. Fiir das Runge-Kutta Verfahren exi-
stieren viele Varianten der Mehrschrittformulierung. Zur Losung partieller Diffe-
rentialgleichungen der Stromungsmechanik hat sich das folgende N—Schritt Schema
bewéhrt (minimaler Speicherbedarf). Fiir die Integration zwischen ¢ = n At und
t+ At = (n+1) At gilt:

=L = \w, + O(Az?)

w® = w® —a; - At-Res(w®)
w* D = w® — ;- At- Res (w*?)
wgk) = w@(o) —ap - At Res (w*D)
wZ(n-‘,-l) _ wl(N)

Die Anzahl der Schritte N wird i.a. zwischen 3 und 5 gewahlt.

Konsistenz : Die Konsistenz soll im folgenden anhand eines 3-Schritt Verfahrens
(N = 3) gezeigt werden. Hierzu eliminiert man die Variablen w®) der Zwischen-
schritte und erhélt damit unter Anahme von linearen Ortsoperatoren Res(w), d.h.
Res(a + b) = Resa + Resb, die Differenzengleichung

W't = w" — azAtRes(w™) +azaa At? Res(Res(w™)) — azaoa; At® Res(Res(Res(w™)))
Mit einer Taylorreihe
At? At

1
W't = w4+ w] At wl —— +wp, —— + -

2 6
und mit Hilfe der Ausgangsgleichung

w? = —Res(w") = —(Aw, + O(Az?))
wy, = (—Res(w")); = —Res(wy;') = Res(Res(w™))
wyy, = —Res(Res(Res(w")))

ergibt sich die Differentialgleichung der Differenzenapproximation zu:

1 1
witAw, = (ag—l)wf+(a3a2—§)w§ At—f-(agozgoq—a) wit, A+ O(A) +O(Ax?)
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Diese Gleichung zeigt, daft das Runge-Kutta Verfahren fiir a3 = 1 konsistent in der
Zeit ist. Die Genauigkeit in der Zeit richtet sich nach der Wahl der restlichen a-
Faktoren. Die Koeffizienten (o < 1) kénnen so bestimmt werden, daf der Abbruch-
fehler in der Zeit minimal wird, d.h. daf grofte Zeitgenauigkeit von der Ordnung
O(AtY) erreicht wird. Fiir das obige Beispiel erhilt man hierfiir die Werte oy, = %, %, 1
oder allgemein:

B 1
C N—k+1

Stabilitdt : Den Stabilitatsfaktor G = % nach der von Neumannschen Stabilitats-

Qy, mit £=1,2,---N

analyse erhélt man ebenfalls durch Einsetzen der Zwischenschritte. Mit dem Fou-
rieransatz w® = V® ¢% und der Abkiirzung AtRes(w®) — V) 10 28 sinf =
V() el% 5 ergibt sich fiir das 3-Schritt Schema:

G=1—a3z+ asas 2> — asasay 2°

Die Abschéitzung der Stabilitdtsgrenze ist sehr aufwendig und wird i.a. numerisch
durchgefiihrt.

Eine interessante Moglichkeit ist es hierbei, die Koeffizienten oy, fiir maximale Stabi-
litdt zu optimieren. Die theoretisch erreichbare Stabilitdtsgrenze ergibt sich fiir ein
N-Schritt Schema zu:

At
Craz = <|/\|E)max =N-1

Ein Satz von Koeffizienten fiir maximale Stabilitéit eines oft verwendeten, zentralen
5-Schritt Schemas O(A#?, Az?) mit C,,, = 4 ist z.B.:

ap =0.25,0.166, 0.375, 0.5, 1

Das Runge-Kutta Verfahren in dieser Form ist zur Zeit eines der meist verwendeten
expliziten Losungsverfahren fiir die Euler und Navier-Stokes Gleichungen kompressi-
bler Stromungen.

Implizite, zentrale Schemata

Implizite Schemata haben im Gegensatz zu expliziten Verfahren keine Zeitschrittbeschrén-
kungen durch numerische Instabilitaten. Dafiir ist jedoch der Rechenaufwand pro Zeit-
schritt wesentlich grofier, so dafs implizite Verfahren dann gewéhlt werden, wenn wesentlich
grofere Zeitschritte, als die eines expliziten Verfahrens, benutzt werden kénnen. Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn Konvergenz zur stationédren Losung gefordert ist.

a) Implizites Schema fiir 1-D Gleichungen

Ein implizites Schema ergibt sich dann, wenn auch der Ortsoperator fiir die neue Zeit
(n + 1)At formuliert wird. Fiir die skalare Konvektionsgleichung lautet ein solches

Schema: » " .
n n n n
w; o wy 1 Wiy — Wi g

At N =0



92

Das Schema fiihrt auf ein tridiagonales Gleichungssystem fiir w"*! mit C' = )\ﬁ—;.

[~C/2] - wp + 1] wptt + [0/2) - Wit = wl

7

Die Auflésung eines solchen gekoppelten Gleichungssystems erfolgt mit der bekannten
Gaufsschen Eliminationsmethode (Thomas-Algorithmus).

Konsistenz: wy + Aw, = 2wy, — )\wxm%"ﬁ +---= O (At, Az?)

2

Stabilitdt: unbegrenzt stabil fiir alle C

In der Literatur werden implizite Verfahren meist in der sogenannten Korrektur-
schreibweise formuliert. Mit der Definition der Korrekturvariablen

n+l . n
i Wy

Aw! =w
und der zusétzlichen Definition eines Differenzenoperators d,

Wi — Wi g

0210i = 2Ax

kann das implizite Schema geschrieben werden als

(1 + AtXd,) Aw! = —AtAd,w!
witt = wl + Awl

Die Losung des tridiagonalen Gleichungssystems erfolgt fiir die Korrekturvariable.

Implizite Schemata fiir mehrdimensionale Gleichungen

Die Formulierung fiir zwei oder drei Dimensionen erfolgt in dhnlicher Weise, wie fiir
eine Dimension. Definiert man als Modellgleichung eine zweidimensionale Konvekti-
onsgleichung der Form

Wy + Mg Wy + Ay wy, =0

und diskretisiert man die y-Richtung ebenfalls zentral

5 ii= 2,j+1 4,j—1
ytig 2Ay
so erhélt man mit der Korrekturvariablen
Aw}; = wif f- w;j
das implizite Schema fiir zwei Dimensionen:
(1 + At(Apde + Aoy ) Awyly = —At (Nl + Ay dy) wy;

n+1 _ n n
wiy = wi; + Awg
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Die Auflésung des zweidimensionalen, gekoppelten Gleichungssystems erfordert je-
doch grofen Rechenzeit- und Speicherbedarf fiir die i.a. grofen Punktzahlen bei
stromungsmechanischen Rechnungen. Deshalb versucht man meist solche mehrdi-
mensionalen Systeme naherungsweise zu l6sen.

Eine Moglichkeit der ndherungsweisen Losung ist die Anwendung von Iterationsver-
fahren, wie sie fiir elliptische Gleichungen verwendet werden (z.B. Gaufs-Seidel Ver-
fahren). Solche iterative Verfahren finden zunehmende Verwendung bei der Losung
der Euler und Navier-Stokes Gleichungen. Eine Voraussetzung fiir solche iterative
Verfahren ist eine diagonal-dominante Losungsmatrix. Solche Matrizen werden je-
doch i.a. nur durch Verwendung von Upwindverfahren erreicht, dann aber erhalt
man sehr effektive Losungsverfahren fiir stationdre Probleme. Fiir zeitgenaue Pro-
bleme sind Iterationsverfahren meist nicht geeignet, da sie nicht konsistent in der Zeit
sind.

Eine andere Moglichkeit der ndherungsweisen Losung ist die Methode der angena-
herten Faktorisierung. Diese erlaubt auch zeit-konsistente Losungen und zentrale
Diskretisierung.

Implizite angenéherte Faktorisierung (Beam, Warming 1970)

Die angenaherte Faktorisierung erlaubt die Zerlegung eines mehrdimensionalen, impli-
ziten Schemas in eine Sequenz von eindimensionalen Schritten. Dies erspart Rechen-
zeit, da jeder eindimensionale Schritt als tridiagonales System gelost werden kann.
Ausgangspunkt ist das oben formulierte zweidimensionale, implizite Schema. Die
linke (implizite) Seite kann néherungsweise in zwei Faktoren zerlegt werden:

(14 AtA 0, ) (1 + At A, 6,) Aw); = (1 + At X, 6, + At 0, + O(A#?)) Aw}

Z‘?j

Unter Vernachlissigung des letzten Termes (Faktorisierungsfehler O(At?)) kann das
implizite Schema jetzt geschrieben werden:

(1 4+ AtX 0, ) (1 + At A, 5y)Aij = —At(N\: 0, + )\yéy)wzj
Definiert man eine Zwischenvariable Afugfj :
Awl, = (1 + AtA,6,) Aw?,
dann kann das Schema fiir einen Zeitschritt in Teilschritten gelost werden:

1. Schritt
(1 + AtX 0, ) Awl, = —At (A6, + AS, ) wl

Fiir A{U?J wird ein tridiagonales Gleichungssystem in x-Richtung gelost.

2. Schritt
(1 + AtAydy) Aw?; = Awp;

Fiir Aw}; wird ein tridiagonales Gleichungssystem in y-Richtung gelst.
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3. Schritt
n+1l __ n n
wi = wi; + Awi’j
Die Methode der angenéherten Faktorisierung ist ein wichtiges implizites Losungsver-
fahren fiir Systeme, wie z.B. fiir die Euler Gleichungen. Ein Nachteil dieser Methode
wird durch den Faktorisierungsfehler verursacht. Dieser Fehler bewirkt eine Verrin-
gerung der Konvergenzgeschwindigkeit bei grofsen Zeitschritten, so dafs in der Praxis
maximale Courantzahlen von nur C' = O(10) verwendet werden konnen.

Upwindschemata

Upwindschemata, teilweise auch advektive Schemata genannt, nutzen raumliche Diskreti-
sierungen, bei denen die Differenzenapproximation einseitig aus der Richtung der Charakte-
ristik gebildet wird (Informationen aus der ,Windrichtung”=—-upwind). Dadurch wird das
charakteristische Verhalten hyperbolischer Gleichungen besser als bei zentralen Differenzen
wiedergegeben. Aus diesem Grunde werden Upwindverfahren zunehmend fir die Simu-
lation gasdynamischer Stromungen mittels numerischer Losungen der Euler Gleichungen
verwendet.
Typische Merkmale von Upwindschemata sind:

Die Ortsdiskretisierung ist unterschiedlich fiir positive und negative Charakteristiken.

In Gleichungssystemen mit mehreren Charakteristiken unterschiedlichen Vorzeichens
erfordert dies eine Aufspaltung der Flufformulierung in die unterschiedlichen Einfluf-
bereiche und entsprechende Upwinddiskretisierung (siehe Euler Gleichungen = Flux-
Splitting).

Upwindverfahren 1. Ordnung genau ergeben oszillationsfreie Losungen, auch fiir Dis-
kontinuitdten. Wegen des Abbruchfehlers O(Az) sind die Losungen jedoch zu unge-
nau (verschmiert).

Upwindverfahren héherer Ordnung genau koénnen mit Hilfe von Extrapolationsansét-
zen konstruiert werden.

Auf Grund der einseitigen Differenzenformulierungen enthalten Upwindverfahren dis-
sipative Abbruchfehler ~ w,, (nur bei 1. Ordnung) und Anteile ~ w,,,,. Kiinstliche
Déampfungsterme werden nicht benéttigt, die Stérke der Dampfung ist durch die Dis-
kretisierung festgelegt.

Upwindverfahren hoherer Ordnung genau erfordern zusétzliche Diskretisierungsele-
mente, damit Diskontinuitdten oszillationsfrei und scharf abgebildet werden konnen
(TVD-Verfahren, Limiter, ...). Fiir Einzelheiten mufs auf die Fachliteratur verwiesen
werden.
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a) Upwindschemata 1. Ordnung

Ausgangspunkt bildet die konservative Diskretisierung der skalaren Konvektionsglei-
chung w; + Aw, =0 :

n+1 n _ n
w; T — w; Wit172 = Wi_qy9
i Y / /2 _

At Ax

Da die Diskretisierung je nach Vorzeichen der Cha-
rakteristik unterschiedlich ist, werden im folgenden
die Werte auf ¢ +1/2 als wi—;uz bei positiven und —
(L bei negativen Charakteristiken bezeichnet.
Ist die Charakteristik ‘jl—f = A > 0, dann werden die
Werte w1/ durch die Knotenwerte aus der Rich-

tung der Charakteristik (von links) ersetzt, d.h. !

- _—e—
——

i+1/2 i+1

w-i-

— . + — .
it1/2 = Wi und W;_y/9 = Wi-1

Damit ergibt sich ein explizites Schema mit einer rdumlichen Riickwértsdifferenz.
— w!

At

ntl

Wi

>\ n n
+ E(wz —wi,) =0

Analog dazu werden fiir negative Charakteristiken fl—? = A < 0 die Werte w;4;/2 durch die

Knotenwerte aus der Richtung der Charakteristik (von rechts) ersetzt, d.h.
wz‘_+1/2 = W41 und wi__l/2 = w;

Damit ergibt sich ein explizites Schema mit einer rdumlichen Vorwértsdifferenz.

n+1 n
w; - w;

A n ny __
AL +A_x(wi+1_wi)_0

Konsistenz w; + \w, = —wtt% + Al 'wm% + .= O(At, Ax)

Stabilitdt  stabil fir C = AL <1

b) Upwindschemata héherer Ordnung

Upwindschemata hoherer Ordnung erhilt man "

durch Extrapolation der Variablen iiber mehrere Wy //
Knotenwerte auf die ,Zellwinde” i + 1/2. Die ge- §

suchten Werte chjEl /2 konnen dann durch ein Poly- /
nom aus den benachbarten Werten dargestellt wer-
den. Fiir ein Schema von 2. bzw. 3. Ordnung ge-
nau benotigt man fiir ein Polynom 4 Stiitzstellen,
z.B.:

w;_l/g = P<wz’—27 Wi-1, Wi, wi—i—l)

- . L2 _
W10 = P(wi*h Wi, Wit1, wi+2) i~1 i i+1 i+2
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Ein haufig verwendeter Polynomansatz von van Leer basiert auf einem Legendre Polynom.
Dieser Extrapolationsansatz lautet:

(i) = i+ o [+ R i — i) + (1= 8) (i — i)

(Wiy12)” = wip — 17 (1 + K)(witr —wi) + (1 — &) (Wir2 — wit1)]
Diese Ansétze werden in das konservative Diskretisierungsschema eingesetzt. Zur Steuerung
dieses Polynomes werden zwei Parameter benutzt.

e Der Schaltparameter ¢ schaltet das Schema zwischen 1. Ordnung (¢ = 0) und min-
destens 2. Ordnung (¢ = 1).
Hinweis: Der Schaltparameter ¢ wird in sogenannten TVD-Schemata dazu verwen-
det, den numerischen Dampfungsterm ~ w,, so zu steuern, dafs Verdichtungsstofe
sehr scharf aufgelost werden konnen. Man bezeichnet ¢ dann als Limiterfunktion, die
abhéngig von den benachbarten Gradienten zwischen den Werten 1 und 0 variiert.

e Der Diskretisierungsparameter x bestimmt das Schema. Die folgenden Formulierun-
gen des Schemas sind damit moglich:

=0 = O(Az) 1. Ordnung upwind
p=1 k=-1 = O(Az?) voll upwind

o=1 k=0 = O(Az?) ’halb” upwind
o=1 k=1/3 = O(Az®) "halb” upwind
po=1 k=1 = O(A2?) zentral

Die Genauigkeit des Upwindverfahrens hoherer Ordnung kann durch eine Abbruchfeh-
leranalyse iiberpriift werden. Als Beispiel hierzu soll der Abbruchfehler der Differenz

wfiy,—wf . : e 1 : :
—H2 2 fiir A > 0 berechnet werden. Hierzu wird fiir die Werte w,, Jo die obige

Extrapolationsbeziehung eingesetzt und die einzelnen Differenzen werden in Taylorreihen

wlh o —wi
entwickelt. Damit ergibt sich fiir den rdumlichen Abbruchfehler 7 = (w, — -2 —=12)

Az
die folgende Beziehung:
Az 3 Az? Ax?
= (1- cp)Twm —-[1- 590(1 — ﬁ)]Tu}mx —Bp(l—kr)—(1 - @)]ﬂwmm + ...

Die Bezichung zeigt zunéchst, dal fir ¢ # 1 die Differenz erster Ordnung genau ist und
daf die numerische Zéhigkeit vy, = (1 — cp)% iiber den Parameter ¢ gesteuert wird. Fiir
¢ = 1 ist die Differenz fiir alle Parameter x mindestens von 2. Ordnung genau. Sie erreicht
Genauigkeit von 3. Ordnung, wenn der Term ~ w,,, verschwindet, d.h. wenn x = %

Die Formulierung von Upwindverfahren in dieser Form bildet die Grundlage fiir viele
moderne Losungsverfahren der Euler Gleichungen.

Die Upwinddiskretisierung kann sowohl in expliziten, als auch in impliziten Verfahren
implementiert werden. Diese Losungsverfahren entsprechen den Verfahren, die hier fiir
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zentrale Differenzen vorgestellt wurden. Als explizite Methode wird hierbei oft das Runge-
Kutta Verfahren verwendet, implizit werden die Methode der angenéherten Faktorisierung
und Iterationsverfahren benutzt.

2.2.5 Skalare, hyperbolische Gleichungen 2. Ordnung

Neben den Gleichungen 1. Ordnung vom Typ der Konvektionsgleichung spielen in der
Stromungsmechanik auch hyperbolische, partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung eine
grofte Rolle. Die Wellengleichung

Uy — ag Ugy = 0
und die Storpotentialgleichung fiir Uberschall
(Ma%, —1)®,, — ®,, =0

sind Beispiele fiir skalare Gleichungen 2. Ordnung.

Zur Demonstration der numerischen Losung solcher Gleichungen soll im folgenden die Lo-
sung der hyperbolischen Stérpotentialgleichung fiir Uberschallanstromung betrachtet wer-
den.

Formulierung eines Stromungsproblemes der Storpotentialgleichung

Mit Hilfe einer Differenzenlosung der Storpotentialgleichung soll das Stromungsfeld um ein
mit Uberschall (Ma,, > 1) angestrémtes symmetrisches Profil der Kontur y;(z) und der
Tiefe L berechnet werden. Das Profil befindet sich in einem Kanal der Hohe 2y,,,, mit ge-
raden Wianden. Da das Problem symmetrisch zur Achse des Kanales ist, wird lediglich eine
Halfte des Stromungsproblemes betrachtet. Der Integrationsbereich ist in der Abbildung
dargestellt.

777 777777 7 77777 7 7%

Ymax Profil:
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Unter der Annahme kleiner Dicke des Profiles, d.h. h < L, und damit kleiner Storun-
gen der Anstromung durch das Profil kann die Stromung durch die Storpotentialgleichung
beschrieben werden. Diese lautet:

—5230m+<pyy:0 mit B2:Mazo—l und Mas >1

Die Geschwindigkeiten und der Druckbeiwert sind Funktionen des Stérpotentials . Es ist

U — Uso v
— =Pz, T = Py , Cp:_2'¢x

Uoo Uoo
Die hyperbolische Storpotentialgleichung beschreibt ein Anfangs—Randwertproblem mit
der z—Kordinate als Richtung des Anfangswertproblemes.
Die Anfangsbedingungen bei x = 0 erfordern wegen der zweiten Ableitung ¢, die Vorgabe
von zwei Grofen am Einstromrand, hier:

x = 0: U = Ug —)(px(o,y)zo und v =0 —>g0y(0,y):0

Die Randbedingungen bei y = 0 (Symmetrielinie) und y = ¥4, (Kanalwand) fir das
Stromungsproblem sind:

y = 0 Ty <x <z, + L 0y (x,0) = ‘% = y;.(z)
y = 0 T < Ty T >Ty + L oy(x,0) = 0
Y = UYUmazx 0 S X S Tmaz QOy(ZL', ymaz> = 0

Eine exakte Losung der Stromung kann mit Hilfe der Charakteristiken fiir ,,,, — oo (freie
Anstromung) bestimmt werden. Die Charakteristiken der Gleichung sind:

d 1 1
d_i = ig = 4 m = t+ tana «a = Machscher Winkel

Mit einer Transformation d¢ = dy — % drz und dn = dy + % dz erhélt man die Normalform
der Potentialgleichung zu
0?p
0&0n

= 0 mit der Losung ¢(x,y) = ¢1(&) + wa2(n).

Fiir die hier interessierende Losung auf der Profiloberseite ergibt sich mit der Randbedin-
gung ¢, = @¢ -1 = y,(x) das Potential ¢ und der Druckbeiwert ¢, zu:

1 1 2
p(r,y) = p(§) = ¢ (y— B%) und ¢, = —2¢, = —2¢¢ - (_B> = By;’c(l’)

Numerische Losung der Storpotentialgleichung

Die Losung erfolgt im Integrationsbereich 0 < = < Zp4 und 0 < y < Y D einem
kartesischen Gitter mit konstanten Schrittweiten Az und Ay. Damit ist z; = (i — 1) Az
und y; = (j — 1) Ay.
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Die Diskretisierung der Stérpotentialgleichung in dem Aufpunkt (4, j) erfolgt mittels zen-
traler Differenzen fiir ¢,,

1
Pyylij — INT (i1 — 20ij + @ije) +O(AY?) = (6 0),; +O(AY?)

und Riickwértsdifferenzen fiir o,
1
Przlij — A2 (i2j — 2¢im1; + ¢ij) + O(Az) = (e ), ; + O(Ax)

Je nach Anordung der Differenz (d,, ¢ ) zum Aufpunkt (¢, j) erhdlt man unterschiedliche
explizite oder implizite Schemata der Ordnung O(Ax, Ay?):

expl. ij expl i impl. i

—3? (51:9690)1',3‘ + (5?#/90)@'72,3' =0 -5 (5969090)1’,]‘ + (dyy%p)pu =0 —p (@cx@)i,j + (5yy90)¢7j =0

Die vollstandige Beschreibung des diskreten Problemes erfordert noch die Diskretisierung
der Anfangs- und Randbedingungen.

Die Randbedingungen sind Gradientenbedingungen der Form ¢, = y; (). Eine Aproxima-
tion des Randwertes von ¢ erhdlt man durch Ersetzen des Gradienten durch eine Differenz,
gebildet mit dem néachst inneren Punkt.

Fiir das Profil bei y = 0 (j = 1) gilt ¢,|1 = y;.(z;). Eine Approximation ergibt sich mittels
einer Taylorreihe fiir ¢ des wandnéchsten Punktes j = 2 um den Wert bei j = 1:

02 = @1 + @y 1 AY + @y |1 AYP/2 + -

Durch Abruch der Reihe nach dem 2. Term erhélt man eine Randbedingung 1. Ordnung,
die der Einfachheit halber im folgenden verwendet wird:

Pil = Pi2 — 3/2 (z3) - Ay

Eine hohere Ordnung erzielt man durch Ersetzen des 3. Termes mittels der Potentialglei-
chung, d.h. ¢;1 = @i — v, (z;) - Ay + B*- ATyQ (03 ©)in

Die Diskretisierung der Randbedingungen auf der Symmetrielinie und auf der Kanalwand
erfolgt analog mit y; (x;) = 0.

Die Anfangsbedingung bei = 0 fordert ¢, = 0 und ¢, = 0. Die Integration von ¢, = 0
ergibt ¢ = const. = 0. Mit einer Randapproximation 1. Ordnung fiir ¢, = 0 erhélt man
somit als Anfangsbedingung auf den beiden ersten Spalten i = 1 und ¢ = 2:

x=0: QDCC:O :>9017j:0, QOQJ‘:O
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Im folgenden werden die Losungen eines expliziten und des impliziten Schemas néher be-
schrieben. Auf Grund des Anfangswertproblemes in Richtung der x-Achse konnen die
Losungsverfahren der hyperbolischen Potentialgleichung als Fortsetzungs- oder Marschier-
verfahren in xz-Richtung formuliert werden. Ausgehend von der Anfangsbedingung auf den
Punkten ¢ = 1 und ¢ = 2 wird die Losung auf ¢ = 3 berechnet. Die Losung auf ¢ = 2 und
1 = 3 bildet dann wieder die Anfangsbedingung fiir den néchsten Punkt, usw.

Explizites Schema
Das zweite explizite Schema

_ﬁ2<5m90)i,j + (5yy90>z’—17j =0

ergibt nach Einsetzen der Differenzen die Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannte ¢;

@i = 2¢i—1; — Pimaj + C? (Yic1jo1 — 290515 + Pic1441)

Die Abkiirzung C' = | % |- ﬁ—z ist hierbei die Courantzahl. Die CFL
Bedingung ist eine notwendige Bedingung, die von dem expliziten
Schema eingehalten werden muf. Die Forderung, dafs die Charakte-
ristiken der Gleichung innerhalb des numerischen Einflufsbereiches
liegen miissen, ergibt fiir die Courantzahl (siche Skizze):

1
g
Die Stabilitdtsanalyse nach von Neumann, hinreichend fiir ein lineares und konsistentes
Anfangswertproblem, bestétigt die CFL Bedingung. Somit ist das Verfahren stabil fiir

Az
Ar < - Ay

Implizites Schema
Das implizite Schema

— 2 (0aap)ij + (Oyy )iy = 0
fiihrt nach Umformung auf ein tridiagonales Gleichungssystem
[02} Pij-1 T [_202 - 1} i + [02] Gijrl = Pi—2j — 2051

bzw. mit den iiblichen Abkiirzungen auf:

ajpij-1 + bjpij + ¢j g1 = RS
Die Losung mit dem Thomas - Algorithmus {iber den Rekursionsansatz

wj = Ej-pjin + F

fiihrt nach Einsetzen in die Differenzengleichung auf die Koeffizienten

E; = _a‘Ef CJ'+ =, F= RSJE_ a; F]b—l
j -1 j aj Lvj—1 + 0,
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Die Randwerte fiir £ und F bei j = 1 erhélt man mit der Randbedingung
©1 = @2 — Yy, - Ay und dem Rekursionsansatz ¢1 = Ej ¢y + Fi zu:

Ei =1 und F, = —y,-Ay

Damit konnen die Rekursionskoeffizienten fiir j = 2, | jmax — 1 bestimmt werden.
Zur Berechnung der neuen Grofen ¢; bendtigt man den Randwert ¢,q,. Dieser ergibt sich
wiederum aus der Randbedingung @jmaee = ©jmaez—1 und dem Rekursionsansatz ¢@jmaez—1 =

Ejmax—l Pimaz + F}maa}—l zu.

imar = _ Fymaz—1
Jmas I - Ejma:v—l
Damit werden die neuen Variablen fiir j = jmax —1,--- , 2 berechnet und die Lésung kann

fiir ein neuen Wert x; fortgesetzt werden.

Die CFL Bedingung und auch die Stabilitdtsanalyse ergeben fiir das implizite Schema
keine Beschrankung fiir die Courantzahl C' = | % | - ﬁ—g und somit ein uneingeschriankt sta-
biles Schema.

Die detaillierte Losung und ein entsprechendes FORTRAN Programm wird in der Vor-
lesung gegeben.
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2.3 Formulierung der Euler Gleichungen

2.3.1 Einfiihrung

Die Euler Gleichungen beschreiben die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie einer
reibungsfreien und warmeleitungsfreien Stromung. Die Euler Gleichungen sind Vereinfa-
chungen der Navier-Stokes Gleichungen, gebildet durch Vernachlassigung der Reibungs-
und Wiarmeleitungsterme. Auf Grund dieser Vereinfachung kénnen nur Normalkréfte auf
Korper, d.h. Druckkréfte, mittels der Euler Gleichungen bestimmt werden. Der Druck der
reibungsfreien Stromung ist physikalisch aussagekréftig, solange der Einfluf der Reibung
auf die Druckverteilung vernachléassigt werden kann. Dies ist z.B. der Fall in Grenzschicht-
stromungen bei hohen Reynoldszahlen, da hierbei der Druck durch die reibungsfreie Auften-
stromung bestimmt wird. Somit kénnen durch Losung der Eulergleichungen der Auftrieb
und der Wellenwiderstand in wichtigen Stromungsbereichen ermittelt werden. Die Euler
Gleichungen gelten ohne Einschrinkung fiir Unterschall, Transschall oder Uberschall und
erlauben die Berechnung der gasdynamischen Vorgéinge. Aus diesen Griinden ist die nu-
merische Losung der Euler Gleichungen ein wichtiges Hilfsmittel der Entwurfsaerodynamik
in Luft- und Raumfahrt.

Mathematisch bilden die zeitabhéngigen Fuler Gleichungen ein System von nichtlinearen,
hyperbolischen, partiellen Differentialgleichungen. Die verschiedenen Formen der Euler
Gleichungen spielen fiir die Losungen eine grofe Rolle und werden deshalb im folgenden
Abschnitt behandelt.

Nichtlineare, hyperbolische Gleichungen besitzen zwei unterschiedliche Klassen von Lo-
sungen, stetige und unstetige Losungen. Stetige (kontinuierliche) Losungen sind glatte,
differenzierbare Losungen. Stetige Losungen konnen z.B. mit Hilfe der Charakteristiken
bestimmt werden. Unstetige (diskontinuierliche) Losungen sind sprunghafte Losungen, wie
z.B. die Verdichtungsstofie. Die allgemeine Losung hierfiir aus der integralen, konservativen
Form der Euler Gleichungen wird in einem Abschnitt gezeigt.

Die numerischen Losungsverfahren fiir die Euler Gleichungen bauen auf den Verfahren auf,
die fiir skalare Gleichungen dargestellt wurden. Erschwerend kommt jedoch hinzu, dafs meh-
rere Charakteristiken, z.T'. mit unterschiedlichen Vorzeichen, beriicksichtigt werden miissen
und das diese Verfahren stetige und unstetige Losungen erfassen sollen. Dieses erfordert
spezielle numerische Flufsformulierungen, einschlieflich numerischer Dampfung. Beispiele
einiger wichtiger Diskretisierungen werden diskutiert.
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Zur Berechnung der reibungsfreien, kompressiblen Strémung eines thermisch und kalorisch
idealen Gases mit Hilfe der Euler Gleichungen sind folgende Beziehungen notwendig;:

e Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie

e thermische Zustandsgleichung : p = pRT

e kalorische Zustandsgleichung : ¢, = ¢,(T),

e Anfangs- und Randbedingungen

Im folgenden wird auf die verschiedenen Formen der Erhaltungsgleichungen eingegangen.

Integrale Form

Diese Form ist die physikalische Ausgangsform der
Euler Gleichungen, da sie direkt die Bilanz in ei-
nem Kontrollvolumen beschreibt.

Fiir ein abgeschlossenes Element mit dem Volumen
7 (t) und der Oberfliche A (t) ergibt die Erhaltung
von Masse (p) Impuls ( p¢') und Energie (p E') pro
Volumeneinheit in einem Absolutsystem:

yﬂ

dA

<y

Masse :

/8pd7+]{ U -

0
Impuls : ﬂ dr +

A
OpE
Energie : P

T A

uu I
ot j{[ﬂvv+p ]

ndA =0

-ndA =0

-ndA =0

Hierbei ist E die Gesamtenergie £ =
Normalenvektor
auf der Oberfliache A.

e + 0% /2, I ist der Einheitstensor und 7 ist der

Die drei Erhaltungsgleichungen koénnen zu einem System zusammengefalst werden:

/_d7+7§ﬁ.
A

ndA = 0

Hierbei ist U der Vektor der Erhaltungsgréffen und H ist der verallgemeinerte Flufsvektor

uber die Kontrollflache.
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p ) pu
U=\ pv H=| ptv+pl
pE pUE + pv

Erhaltungsgleichungen im Relativsystem

Fiir die Berechnung instationédrer Probleme ist es
oft zweckmékig, die Erhaltungsgleichungen in ei-
nem mitbewegten System zu formulieren. Zu ihrer
Herleitung wird angenommen, daf sich das Bilanz-
volumen 7 mit der Geschwindigkeit ¢ relativ zum
ortsfesten Bezugssystem bewegt. Die zeitliche An-
derung der Erhaltungsgrofsen im Volumen 7 in ei-
nem mit ¢ bewegten System ist dann gleich der
zeitlichen Anderung im ortsfesten System (lokale
Beschleunigung) zuziiglich des durch die Verschie-
bung des Volumens bewirkten Transportes der Er-
haltungsgrofen.

d 1 ou -
E/UdT:Al}fglOE / U(t+At)dT—/U(t)dT = /EdT—f—%UondA
A

7(t) T(t+At) 7(t) 7(t)

Die Zeitableitung im mitbewegten System ist definiert als

d 0

E:a—i—(?'v

Die Erhaltungsgleichungen im Relativsystem lauten somit:

% Ud7+j{(ﬁ—U5)-ﬁdA:0
T A

Fiir den Sonderfall eines mit der Stromungsgeschwindigkeit v mitbewegten Koordinaten-

systems, d.h. ¢ = ¥, wird diese Zeitableitung zur bekannten substantiellen Ableitung
4L =2 45.V.

Integrale Form in kartesischen Koordinaten

Die integralen Gleichungen in einem zweidimen-
sionalen, kartesischen Koordinatensystem (x, y, t)
ergeben sich fiir ein Volumen 7 = 7 (z,y) durch
komponentenweise Darstellung der Vektoren:
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L ([ u = ([ F Y e . B dy
= (1) omee) e (n) e (U0

Die integrale Form der Erhaltungsgleichungen ist dann

% UdT+7{(F—Ucm)dy—j{(G—Ucy)da::()

mit dem Vektor der Erhaltungsgréfien U und den kartesischen Komponenten F' und G des
Flufvektors.

P gu pU

U — pu F o= pu” + p G — p;)u
pu puUv pv° +p
pE u(pE + p) v(pE + p)

Divergenzform

Eine konservative, differentielle Form (Divergenzform) der Eulergleichungen erhdlt man
durch Anwendung des Gaufischen Integralsatzes.

Ersetzt man in der Integralform der Euler Gleichungen das Oberflichenintegral durch ein
Volumenintegral und fordert einen verschwindenden Integranden fiir beliebige Volumina,
dann erhélt man die Divergenzform der Euler Gleichungen.

ou -
il CH =
(‘3t+v 0

Die differentielle Form der Erhaltung von Masse, Impuls und Energie ist im einzelnen:

i + V-(p?0) =0

ot
% v V- (pFT A+ pI) =0
op E

% + V-U(pE +p) =0

Divergenzform in kartesischen Koordinaten

Die Gleichungen in einem zweidimensionalen, kartesischen Koordinatensystem (x, y, t) er-
geben sich durch komponentenweise Darstellung der Vektoren:
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= (0) A= (e) = (n) v (1)

Die Divergenzform der Erhaltungsgleichungen in kartesischen Koordinaten lautet dann:

8_U_|_@_F+8_G—O
ot ox oy

mit dem Vektor der Erhaltungsgrofien U und den kartesischen Komponenten F' und G des
Flufsvektors.

p é)u pv
U — pU F— pu” + p o — ,021) U

pv pUV puve +p

pE u(pE + p) v(pE + p)

Quasi-konservative Form und Jacobi-Matrizen

Zur Entwicklung von numerischen Losungsverfahren und zur Analyse der konservativen
Gleichungen werden die Jacobi-Matrizen der Fliisse bendtigt. Durch die Jacobi- bzw.
Funktional-Matrizen wird der funktionale Zusammenhang zwischen der Anderung der Fliisse
und der Anderung der Erhaltungsgrofien ausgedriickt. Die Jacobi-Matrizen werden durch
die partiellen Ableitungen der einzelnen Komponenten der Fliisse nach den Komponenten
des Vektors der Erhaltungsgrofen gebildet. Fiir die Divergenzform

U+ F, + Gy = 0

mit den Fliissen F' und G als Funktion der Erhaltungsgrofen U

Fi(U) G1(U) Uy
A R o I
Fy(U) G4(U) Uy

erhalt man die Jacobi-Matrizen j und § der Flisse F' und G:
OF B 0 (Fy, Fy, F3, Fy) orF;

A = = = it =k (k=14
WU o0, LTy M e =gy (Wi=1ed)

- aG a (Gla GQ; Gga G4) . 8Gk

B = &= t b= E (kl=1,--4
U~ OO Uty Oy M k=g (BI=1d)

Die quasi-konservative Form wird mit Hilfe der Jacobi-Matrizen formuliert. Diese Glei-
chungen haben nicht mehr die Divergenzform, jedoch bleiben die Erhaltungsgrofen weiter-
hin die abhingigen Variablen. Die Anderung der Fliisse wird dabei durch die Anderung
der Erhaltungsgrofen ausgedriickt, d.h.:

oF  OF 0U =0U oG oG 8U_§8U

o _ v Y _ 3 q & _ Y% _ B
or oUu O or dy oUu Oy oy
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Die quasi-konservative Form ergibt sich somit aus der Divergenzform zu

U, + AU, + BU, = 0

Einen Sonderfall bilden die Euler Gleichungen eines idealen Gases. In diesem Falle sind die
nichtlinearen Fliisse der Euler Gleichungen homogene Funktionen ersten Grades in Bezug
auf die Erhaltungsgréfsen. Dadurch werden die Fliisse lineare Funktionen der Erhaltungs-
groken, gekoppelt tiber die Jacobi-Matrix.

_OF

FU) = 55U = AU wnd G(U)

oG =
= —-U=DBU
ou
Beispiel:
Die Herleitung der Jacobi-Matrizen soll im folgenden fiir die eindimensionalen Euler Glei-
chungen gezeigt werden. Betrachtet werden die Euler Gleichungen U, + F, = 0 mit den
konservativen Variablen:

U1 1%
U=\ U, = puU
U3 pE
Der Fluf F(U) ist dann
Fy pu Us
F=|F|= pu? +p = Uz /Uy + p(U)
Fy u(pE + p) U /Uy - (Us + p(U))
mit dem Druck p(U) = (v — 1) [Us — 1/2-U3/U;].
Fiir die Jacobi-Matrix A mit den Elementen ay = g—g’; folgt
o 0 1 0
A= — By (B—r)u k—1

u((k—1u*—kE) kE—-3(k-1)u’ KU

Nichtkonservative Formen

Bisherige Formen der Euler Gleichungen, Integral- und Divergenzform, bauten auf den
Erhaltungsgrofen U, d.h. auf Masse, Impuls und Energie, als abhéngige Variable auf. Sie
beschreiben damit direkt das Erhaltungsprinzip der Mechanik. Wahlt man dagegen abhén-
gige Variable, die nicht die Erhaltungsgrofen sind, so bezeichnet man die entsprechenden
Gleichungen als nichtkonservative Formen der Euler Gleichungen. Diese lassen sich nicht
in Integral- und Divergenzform angeben, es treten immer variablenabhéngige Koeffizienten
vor den Differentialen auf. Fir die numerische Losung der Eulergleichungen haben diese
Formen geringe Bedeutung, jedoch erlauben diese oft in einfacherer Weise Aussagen iiber
Losungseigenschaften zu erhalten.
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Viele der nichtkonservativen Formen lassen sich in der Lagrangeschen Schreibweise formu-
lieren, die die Stromung in einem mitbewegten System beschreibt. Die Zeitableitung wird
hierbei zur substantiellen Ableitung.

d 0 L5V b in ( ) d 0 n 0 N 0

— = — 4+ 7- zw. in (x — = —4u— +v=

dt ot " dt ot Ox oy
Zwei Beispiele nichtkonservativer Formen werden im folgenden angegeben, wobei die Glei-
chungen in Vektorschreibweise bzw. in kartesischen Koordinaten (z,y,t) angeben werden.
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e Abhingige Variable V = (p, v, E)T:

d — 4+ pluy + vy) =0
&+ VT —0 ;lt c
u
7 + 1/pVp =0 p
v
dE % + l/ppy =0
& V) =0
dt dE
o T Ve (u)e + (pv)y) =0
e Abhingige Variable V = (p,v,p)":
d
dp dp + p(uz + vy) =0
E + ,OV'17 =0 dt
u
i o T lrps =0
7 + 1/pVp =0 p
v
+ 1/pp =0
d Y
d%) + pa’!V-7 =0 ?
di) + pa*(uy +vy) =0

Charakteristische Form

Die Euler Gleichungen sind ein hyperbolisches System von partiellen Differentialgleichun-
gen mit reellen Charakteristiken. Die charakteristische Form der Euler Gleichungen ist eine
spezielle Form der nichtkonservativen Gleichungen, gebildet mit den charakteristischen Va-
riablen. Entsprechend der Definition der charakteristischen Losung, d.h. eine von der
Nachbarlosung unabhéngige Losung, erhélt man ein entkoppeltes Gleichungssystem fiir die
Euler Gleichungen. Die Losung jeder Gleichung ist dann die charakteristische Losung (Ver-
traglichkeitsbedingung) fiir die jeweilige Charakteristik. Diese charakteristische Form ist
der Ausgangspunkt fiir die Entwicklung von Charakteristikenverfahren und numerischen
Differenzenverfahren der Euler Gleichungen.

Das hyperbolische System 1aft sich durch Diagonalisierung der Systemmatrix in eine cha-
rakteristische Form iiberfiihren. Die Systemmatrix ist hierbei die Matrix, die vor den Orts-
ableitungen der abhingigen Variablen steht, vor den Zeitableitungen steht die Einheitsma-
trix. Die Eigenwerte \; der Systemmatrix sind dann identisch mit den charakteristischen
Richtungsableitungen, d.h. \; = ‘fl—f i

Die Herleitung einer charakteristischen Form kann nur fiir die eindimensionalen, zeitabhén-
gigen Eulergleichungen durchgefiihrt werden. Eine vollstéindige Diagonalisierung mehrdi-
mensionaler Gleichungen ist nicht moglich, da die Diagonaltransformationen der Matrizen
vor den Ortsableitungen der verschiedenen Richtungen unterschiedlich sind.
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Ausgangspunkt fiir die Diagonalisierung bildet eine der nichtkonservativen Formen der
eindimensionalen FEuler Gleichungen. Falls die konservative Divergenzform diagonalisiert
werden soll, ist von dieser zunéichst die quasi-konservative Form zu bilden. Man erhélt mit
dem Vektor der abhingigen Variablen V, der Systemmatrix A und der Einheitsmatrix I
die folgende Gleichung;:

IV, + AV, = 0

Die Diagonaltransformation der Matrix A auf eine Diagonalmatrix A mit den reellen Ei-
genwerten )\; als diagonale Elemente erfolgt mit Hilfe der Eigenvektormatrix 7" und der
Inversen T 1.

_ A0 0
A=T"A T mit A=|0 X 0
0 0 s

Die Eigenwerte A; der Matrix A sind A = ‘é—f i = (w,u+a,u—a), i =1,2,3.
Die Eigenwerte berechnet man aus der Determinante

A— NIl =0

Die Berechnung der Eigenvektormatrix T = (&, #5, #3), deren Spalten von den Eigen-
vektoren Z; der Eigenwerte \; gebildet werden, erfolgt aus der Losung des Gleichungssy-
stems

Die Transformation der Euler Gleichungen auf die charakteristische Form wird durch links-
seitige Multiplikation mit 7~! erreicht.

T' Vi + T ATT 'V, = 0
T V,+ AT 'V, =0

Mit der Definition der charakteristischen Variablen W

dW = T 1dV

erhalt man die charakteristische Form:

bzw. 5 5
Wi w; _
E)t + Az% =0 1 = 172,3

Die Herleitung der charakteristischen Form soll im folgenden fiir zwei Ausgangsformen der
Euler Gleichungen demonstriert werden. Fiir die Herleitung aus der nichtkonservative Form
sind die Matrixoperationen einfacher, die Herleitung aus der konservativen Form ist jedoch
fiir die Entwicklung von Upwindschemata wichtig.
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1. Beispiel:

Ausgangsform sei eine einfacher zu lésende, nichtkonservative Form mit V' = (p, u, p).
pt + ups + pug =0
w + uuy + (1/p)py =0
pe + ups + patu, =0

Zusammengefafit ergibt dieses System:

p U p 0
Vi+aV,=0 mit V = u a = 0 u 1/p
P 0 pa’? w
Die Eigenwerte erhdlt man aus |a — A| = 0zu A\ = u, Ay = u + a,\3 = u — a.
Die Eigenvektoren z; = (x}, 22, x?)T mit 7 = 1,2, 3 bestimmen sich aus dem Gleichungs-
system (@ — N\, 1) Z; = 0.
(u—N)z} + px? + 0 =0
0 + (u—N)a? + 1/pa3 =0
0 +  pad*z?  + (u—-XN)z = 0
2

Das Gleichungssystem fiir x}, 2?2, 27 ist iiberbestimmt; deshalb ist jeweils eine Kompo-
nente frei wahlbar.

A =u x}=—2 (gewdhlt) —af =0 , a3 =0
=u+a z3=3 (gewdhlt) — — 22 = ﬁl e — 2{%
As=u—a 23=3 (gewdhlt) — —af = —5- | 23 =32
Die Eigenvektormatrizen T = T(#, &2, Z3) und T~ ergeben sich zu:
_a% % % 1 —a? 0 1
T = 0 o 9 T = 0 pa 1
0 % % 0 —pa 1
Die charakteristischen Variablen folgen aus dW = T-'1dV
dwy dp —a%dp + dp
dW = | dws =71 | du | = padu + dp
dws dp —padu + dp

Damit erhédlt man die charakteristische Form der Euler Gleichungen

ot " Oz

=0

Diese ergibt als Einzelgleichungen

(pr —a?py) +u (pe — a®pz) =0
(pt + paug) +(u+a) (pz + paugy) =
(pr — pauy) +(uw—a) (pz — paug) =0

o
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2. Beispiel
Ausgangsform ist die Divergenzform der 1-D Euler Gleichungen.

p pu
U+ F, =0 mit U= pu F = pu? + p
pE pull + up

Zur Herleitung der charakteristischen Form muf die Divergenzform zunéchst in die quasi-
konservative Form tiberfithrt werden (siehe vorn).

B 3 0 1 0
U+ AU, =0 mit A = — Br) 2 (3—kK)u k—1
u((k—1)u?—KE) KE—3(k—1)u? KU

Die Diagonalisierung der Jacobi-Matrix A mittels einer Eigenvektormatrix R erfolgt in
gleicher Weise mit:

_ u 0 0
A=R'"AR dW =R"'dU A=1[0 uta 0
0 0 u—a
Die Eigenvektormatrix R der konservativen Form ergibt sich mit den Abkiirzungen
a1=—a%, a2=ﬁ7 51:%1]\/[27 bp =rk—1 MI%

aq a9 ag CLQ(bl — 1) —a(bg M) b2
R = au ag(u+a)  ax(u—a) R = | a®(by — M) —a(baM —1) by
aru?/2 as(H + au) az(H — au) a?(by + M) —a(boM +1) by

Die charakteristische Form ist die gleiche, wie im 1. Beispiel berechnet.

—a?dp +dp
W, + AW, =0 mit dW = R 'dU = padu + dp
—pa du + dp

Die charakteristische Form der Euler Gleichungen ist Ausgangspunkt fiir das Charakte-
ristikenverfahren und fiir die Entwicklung von Differenzenverfahren, insbesondere Upwind-
verfahren. Letztere werden in einem speziellen Abschnitt diskutiert.

Die Charakteristikenverfahren nutzen die Losung langs einer Charakteristik zur Berechnung
der Stromung. Man transformiert hierbei die charakteristische Form auf charakteristische
Koordinaten (=kanonische Form) und integriert die resultierende Gleichung. Mit einer
Koordinatentransformation d§; = dx — \;dt und dr; = dt folgt

ow; o, dw,; t wD(x, t+At)
3t+)\28x—0 — dTZ’_O

Damit ist

& ;=const

Fiir eine gegebene Anfangsbedingung wEO) auf einer

nichtcharakteristischen Kurve konnen neue Werte in \ox
einem benachbarten Punkt P (z,t) bestimmt werden. wOix.)
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2.3.3 Diskontinuierliche Losungen der Euler Gleichungen

Nichtlineare, hyperbolische, partielle Differentialgleichungen haben zwei Klassen von Lo-
sungen, stetige, kontinuierliche Losungen und unstetige, diskontinuierliche Lésungen. Ent-
sprechend den Anforderungen an die Differenzierbarkeit der Losungen spricht man auch
von starken, d.h. stetigen und von _schwachen, d.h. unstetigen Losungen der Gleichungen
(siehe z.B.: Courant, Hilbert: Mathematische Methoden der Physik). Die stetige Losung
kann aus der konservativen oder nichtkonservativen Form berechnet werden, z.B. mit Hilfe
der Charakteristiken. Die unstetige Losung, die einen Sprung der Variablen beschreibt,
kann nur aus der konservativen Form bestimmt werden. Die zwei verschiedenen Losungs-
formen kénnen an einem einfachen Beispiel gezeigt werden.

Beispiel: Betrachtet wird die nichtlineare, hyperboli- U
sche Modellgleichung u; + uu, = 0. Die stationére,
stetige Losung dieser nichtkonservativen Form ergibt
sich aus:
X

uu, =0 — wu, =0 — u = const. — stetig
Betrachtet man dagegen die stationdre Losung der u

. 2 .
konservativen Form u; + (%), = 0 derselben Glei-
chung, so ergibt die Integration: X
U2
(?)x =0 — u®=const. — u = +Vconst. — unstetig

Die Losung der konservativen Form beschreibt somit
einen Sprung der Variablen!

Die Entstehung der Diskontinuitdt kann auch iiber die Charakteristiken erklart werden.
Nichtlineare, hyperbolische Gleichungen besitzen Charakteristiken, deren Steigung von der
Losung selbst abhéngt, d.h. die Steigung dndert sich im Losungsfeld (in diesem Beispiel ‘Cil—‘f =
u). Das bedeutet aber, daf sich Charakteristiken gleicher Art schneiden kénnen. In diesem
Falle ist die Losung nicht mehr eindeutig; es entsteht eine sprunghafte, diskontinuierliche
Losung.

Das gleiche Losungsverhalten, jedoch komplexer, zeigen die Euler Gleichungen, die ein
nichtlineares System hyperbolischer Gleichungen bilden. Die reibungsfreie Strémung, die
durch die Euler Gleichungen beschrieben wird, kann verschiedene Arten von Diskontinui-
taten aufweisen.

Die bekannteste Diskontinuitét ist der Verdichtungsstoft, der eine sprunghafte Kompression
eines Gases beschreibt. Die unstetige Losung ergibt in diesem Falle die Sprungbedingun-
gen iiber den Stof, oft auch als Rankine-Hugoniot Beziehungen bezeichnet. Solche Stofe
konnen stationir bei Uberschallstrémung auftreten, z.B. in einer Lavaldiise oder an einem
Profil. Sie sind aber auch instationéar in Unterschallstromung moglich, wie z.B. in einem
Stofswellenrohr.
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Eine andere Art der Diskontinuitét ist die Kontaktdiskontinuitét, die Gase unterschiedli-
cher Sorte oder Zustandes trennt (siche Stofswellenrohr). Eine weitere Diskontinuitiat wird
durch die Trennfliche zwischen zwei Stromungen unterschiedlicher Tangentialgeschwindig-
keit gebildet. Diese als Tangentialdiskontinuitdt bezeichnete Unstetigkeit tritt z.B. im
reibungsfreien” Nachlauf hinter einem Profil auf. Uber die Tangential- und Kontaktdis-
kontinuitat ist der Druck und die Normalgeschwindigkeit gleich.

Diese Beispiele zeigen die Bedeutung unstetiger Losungen bei Stromungsproblemen. Nu-
merisch konnen solche unstetigen Losungen grofte Probleme bereiten, da die meisten nume-
rischen Losungsverfahren Differenzierbarkeit der Losung fordern (Taylorreihen), die hier-
bei nicht gegeben ist. Die Problematik wurde bereits in dem Abschnitt iber numerische
Déampfung angesprochen, Losungsbeispiele werden noch spéter in diesem Kapitel angege-
ben. Wesentlich fiir die numerische Losung ist:

Die Berechnung von Stréomungen mit Diskontinuitédten erfordert die Losung der
konservativ formulierten Gleichungen!

Zur Berechnung der Stromungsvorgange ist es wichtig, die exakte Losung iiber eine Dis-
kontinuitat zu kennen.

Unstetige Losungen der Euler Gleichungen

Eine allgemeine Losung fiir eine mitbewegte Dis-
kontinuitét kann fiir die Euler Gleichungen in rela-
tiv einfacher Weise bestimmt werden. Hierzu be- A,
trachtet man ein Kontrollvolumen 7. Dieses Kon-
trollvolumen sei durch eine Diskontinuitit C' ge-
trennt, iiber die die Variablen unstetig verlaufen.
Die Geschwindigkeit der Diskontinuitit sei ¢. Das
Erhaltungsprinzip fordert, daf in jedem Teilvolu-
men 7; und 75 und im Gesamtvolumen 7 = 71 + 7,
Masse, Impuls und Energie erhalten bleiben. Die
daraus resultierende Bedingung ist die diskontinu-
ierliche Losung oder Sprungbedingung.
Fiir ein beliebiges Gebiet wird die Erhaltung durch
die integrale Form der Euler Gleichungen in einem
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegten System be-
schrieben.

% Ud¢+7{(ﬁ— Ué)-adA =0

T A

Die Erhaltungsgleichungen werden fiir jedes Kontrollvolumen formuliert:

Gesamtvolumen 7 = 7 + 75 mit der Oberfliche A = A + As:

d ﬁ
- / Udr + 7{ (H—U¢) -iidA = 0

T1+T2 A1+As
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Teilvolumen 7 mit der Oberflache A;+ 1 C:

d B} .
g/UdTJr/(H—Uc“)'ﬁdA +/<H—Ua).ﬁdA:o
T1 Ay e

Teilvolumen 75 mit der Oberflache As+ | C:

d - -
o Udr+/(H—U5)-ﬁdA+/(H—U€)-ﬁdA:0
T2 Az c

Die Bilanz iiber die zwei Teilvolumina muf gleich der des Gesamtvolumens sein. Daraus
ergibt sich die gesuchte Sprungbedingung iiber die Diskontinuitat C"

/(ﬁ— UE)Q-ﬁdAJr/(ﬁ— U, -fdA = / {(F[ —U&, — (H - UE)1}~ﬁdA ~ 0

c 1C 1c

Solche unstetigen Losungen werden oft mit der Definition ,Sprung einer Funktion f” ge-
schrieben, d.h. [f] = f2 — fi. Damit lautet die allgemeine Losung tiber eine Diskontinuitét:

[FJ— Ua]-ﬁdA: 0

Zur Verdeutlichung soll diese Beziehung fiir ein kartesisches Koordinatensystem (x,y,t)
angegeben werden. Die Komponenten der Vektoren sind dann:

= ([ F S | e - B dy
(o) e (5) e ()

Fiir die Sprungbedingung []:7 -Uuc } -ndA = 0 erhélt man damit:

{(r—verPie - 6 -vey} ={(F-ve)Phe - (6 - ve)

2 1

Hiermit 1&£t sich z.B. die Sprungbedingung iiber einen gekriimmten, laufenden Verdich-
tungsstofs formulieren.

Beispiel:
1-D, laufender Stof mit Stofigeschwindigkeit v,:

_ _ dy _
=—=c, =V , ¢ =0, Zloc=o00

Die Sprungbeziehung ist dann [F' — U - vg] = 0
und ergibt die Erhaltung {iber den Stok: C
{p(u—vy)}2 = {plu—vih
{pu(u —vs) +p}e = {pu(u—vs)+ph
{p(u - US)E + Up}Q = {p(u - US)E + up}l
Bei Vorgabe von v, und dem Zustand 1 kann daraus
z.B. der Zustand 2 hinter dem Stofs ermittelt werden.
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Beispiel:
2-D, stationérer Stoft mit dem Stofwinkel o
— =0 |, %|C = tano
Die Sprungbeziechung ist {F - tano — G}y = {F -tanoc — G},
und ergibt die Erhaltung tiber den Stofs:

{pu tan o — pv} = {pu tan o — pv}s

{(o® +p) tan o — puvhy = {(p? +p) tan & — puv}s
{puv tan o — (pv* +p)}hr = {puv tan o — (pv* +p)}s
{puH tan ¢ — pvH}, = {puH tan o — pvH}y
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2.4 Numerische Losung der Euler Gleichungen

Die Darstellung wichtiger Losungsverfahren erfolgt zunéchst fiir die eindimensionalen, zeit-
abhéngigen Euler Gleichungen. Alle hier behandelten Verfahren bauen auf einer konserva-
tiven Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen fiir ein kleines, diskretes Kontrollvolumen
auf. Man kann hierbei zwischen Ortsdiskretisierung und Zeitdiskretisierung unterscheiden.
Die Ortsdiskretisierung beschreibt die Anderung der Fliisse iiber dem Kontrollvolumen.
Als wichtige Ortsdiskretisierungen der Euler Gleichungen werden die zentrale Formulierung
der Fliisse, einschliefslich der Dampfungsterme und Upwindformulierungen mit charakteri-
stischer Flukaufspaltung (Flux-Splitting) vorgestellt. Fiir die Zeitdiskretisierungen, die im
wesentlichen die Losungsmethode definieren, werden einige Ansétze zur Formulierung ex-
pliziter und impliziter Verfahren aufgefiihrt. Die numerische Losung der Euler Gleichungen
soll anhand eines instationdren Stromungsproblemes, der Stromung in einem Stoftwellen-
rohr, demonstriert werden.

Die Ubertragung dieser Losungsverfahren auf mehrdimensionale Probleme ist i.a. ohne
grofere Anderung moglich, da bei mehreren Dimensionen in jeder Koordinatenrichtung
im Prinzip ein quasi-eindimensionales Problem formuliert wird. Die Vorgehensweise zur
Ortsdiskretisierung wird anhand zweidimensionaler kartesischer und auch krummliniger
Netze gezeigt.

2.4.1 Formulierung der eindimensionalen Euler Gleichungen

Die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie einer reibungsfreien Stromung wird durch
die zeitabhingigen Euler Gleichungen beschrieben, die im folgenden fiir eindimensionale
Stromungen angegeben werden. Fiir die numerische Losung kénnen diese Gleichungen
sowohl in der Integral- als auch in der Divergenzform verwendet werden. Die Integralform

dieser Gleichungen lautet:
/UthJr]{F-dy:O

T A

und die konservative Divergenzform ist:
Ut + Fx - O

Hierbei ist U der Vektor der konservativen Variablen und F'(U) ist der Vektor der Fliisse.

p pu
U= | pu F = pu® + p
pE u(pE + p)

Im folgenden wird ein kalorisch und thermisch ideales Gas angenommen. Fiir ein solches
Gas ergibt sich fiir den Druck p und die Schallgeschwindigkeit a:

1
p:(m—l)p(E—qu) CL:MKJ% mzz—i:const.



118

2.4.2 Ortsdiskretisierung der Fliisse
Konservative Diskretisierung

Der Integrationsbereich in der x — ¢t Ebene wird durch ein Gitter mit ¢, = (n — 1) - At und
x; = (i — 1) - Az aufgeteilt. Die Ortsschrittweite Az sei konstant. Sie ergibt sich aus der
Integrationslédnge 7., und der maximalen Punktzahl imaxr zu Ay = ~fmez_

Die Zeitschrittweite At ist entweder durch die numerische Stabilitdt oder durch Genau-
igkeitsanforderungen festgelegt. Im allgemeinen wird sie durch eine vorgebene konstante

Courantzahl C' bestimmt, d.h.

Ax
|)\|ma$
Die maximale Grofe der Courantzahl C' hingt vom Verfahren (Stabilitit) ab, bei instatio-

naren Problemen ist sie selbst bei impliziten Verfahren aus Griinden der Zeitgenauigkeit
begrenzt, oft nur von der Grofsenordnung C' = O(1).

At =C

mit | A|mae = max(|u|, |u — al, |Ju + a|) = max(|u| + a)
(2 (2

|:i—1 2

Konservative Diskretisierung erfordert, daf das Erhaltungsprinzip auch fiir die diskretisier-
ten Gleichungen gilt. Ausgehend von den integralen Erhaltungsgleichungen definiert man
ein Kontrollvolumen 7 = Az-Ay um den Punkt 4, fiir das die Erhaltungsgleichungen formu-
liert werden. Die Variablen in dem Kontrollvolumen 7 seien iiber das Volumen 7 gemittelte,
somit in einer Zelle konstante Werte. Damit erhélt man fiir die zeitliche Anderung:

AU,
L AzA
/Uth—>At Ay

T

Hierbei ist AAU;' die diskretisierte Zeitableitung im Punkt ¢, die spater durch die Losungs-
methode noch definiert wird.

Die zeitliche Anderung der konservativen Variablen ist im Gleichgewicht mit der Anderung
der Fliisse iiber das Kontrollvolumen. Die Orte der Flachennormalen dA = Ay fiir die
Fliisse in x-Richtung sind mit 7 + 1/2 bezeichnet, geometrisch werden sie in der Mitte
zwischen Punkt ¢ und den Punkten i + 1 angenommen. (Der Wert von Ay spielt fiir ein-

dimensionale Probleme keine Rolle.) Fiir den eindimensionalen Fall ergibt die Flufibilanz:

]{F idA — (Fip12 — Fio12) Ay
A
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Damit erhélt man die diskretisierte Integralform zu:

AU,
At

“AxAy + (Fija2 — Ficap)Ay = 0

Dividiert man diese noch durch das Volumen 7 = Az-Ay, so erhélt man die Differenzenform
der Euler Gleichungen.

AU; I Fivio— Fio1po

At Az =0

Diese Differenzenform ergibt sich ebenfalls aus der Divergenzform der Euler Gleichungen
mit der Differenzenbildung:

AU; Fiiip— Ficapa

N

Dieses simple Beispiel zeigt, daft sowohl Integral- als Divergenzform der Euler Gleichungen
zur gleichen Differenzenform fithren, wenn in der diskreten Form das Erhaltungsprinzip
bewahrt bleibt. Dies gilt auch fiir mehrdimensionale Probleme. Wichtig fiir mehrdimensio-
nale Probleme ist besonders, daf durch die konservative Diskretisierung, wie hier gezeigt,
die Metrik korrekt festgelegt wird.

U, —

Die konservative Differenzenform ist die Ausgangsbasis fiir die verschiedenen Losungs-
verfahren. Im folgenden Abschnitt werden zunéchst die unterschiedlichen Ortsdiskretisie-
rungen fiir die Fliisse Fj4/2, wie z.B. zentrale und Upwinddiskretisierungen behandelt.

Numerische Flufifunktion

Die Fliisse Fj+1/2 an der Zellwand des Kontrollvolumens sind Funktionen der konservativen
Variablen auf den benachbarten Stiitzpunkten und miissen deshalb {iber Interpolationspo-
lynome fiir die Punkte ¢+1/2 gendhert werden. Man bezeichnet deshalb den diskreten Flufs
auch als numerische Fluftfunktion oder numerischer Fluf ﬁ;’il /2. Der numerische Fluf fiir

den Punkt i 4+ 1/2 ist z.B.:

Fii10 = F‘i+1/2(Ui71> Ui, Uit1, Uiya)

Das Ziel der Ortsdiskretisierung ist es, fiir die numerischen Fliisse Fiy /2 an den Zellwén-
den des Kontrollvolumens 7 numerische Approximationen zu finden, so daf das Schema
konsistent im Ortsraum ist.

Konsistenz bedeutet, daf die Anderung des numerischen Flusses im Grenziibergang Az — 0
zur Divergenz des exakten Flusses F fiihrt, d.h.

Fz‘+1/2 - Fz‘—1/2
I
A;:IEO Azx

~F,

Verschiedene Ortsdiskretisierungen, wie z.B. zentrale und Upwinddifferenzen, wurden be-
reits in einem vorhergehenden Kapitel fiir hyperbolische, skalare Gleichungen diskutiert
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(Kap. 6). Im Prinzip kénnen die dort aufgefithrten Schemata auf die Euler Gleichungen
iibertragen werden. Hierbei mufs jedoch beriicksichtigt werden, dafs die Euler Gleichungen
ein System bilden, daf ihre Fliisse F'(U) nichtlineare Funktionen sind und daf mehrere
Charakteristiken (Eigenwerte) existieren, die unterschiedliche Vorzeichen haben konnen.
Dadurch ist die Ortsdiskretisierung nicht mehr eindeutig, es gibt verschiedene Moglichkei-
ten konsistenter Diskretisierungen. Dies gilt insbesondere fiir Upwindverfahren.

Um eine Systematik fiir die Herleitung von numerischen Fluftformulierungen zu zei-
gen, wird im folgenden von der charakteristischen Form der Euler Gleichungen ausgegan-
gen. Diese bildet ein System entkoppelter, hyperbolischer Gleichungen, &hnlich den vorn
behandelten skalaren Modellgleichungen. Gleichzeitig erlaubt die charakteristische Form
eine eindeutige Aufspaltung nach dem Vorzeichen der Charakteristik (Eigenwerte) und so-
mit eine eindeutige Formulierung von Upwindverfahren. Durch Riicktransformation der
diskretisierten charakteristischen Form in die konservative Form kénnen somit geeignete
Formulierungen der numerischen Fliisse gefunden werden.

Ausgangsform fiir diese Betrachtung bildet die Divergenzform der Euler Gleichungen

Ut+Fz:0

fiir die eine konsistente Approximation der folgenden Form gefunden werden soll:

AU; n Fipp—Fiap
At Az

Die Euler Gleichungen lassen sich, wie in Kap. 7 beschrieben, mit Hilfe einer Diagonal-
transformation

OF _ U 0 0
— A=R'YAR dW =R'dU A= 0 u+a 0

N[

T oU
auf die charakteristische Form transformieren.
Wy + AW, =0

Dieses charakteristische Gleichungssystem kann analog zur konservativen Form diskretisiert
werden.

AW; Wi - Wi_
Wi A +1/2 1/2

At Az =0

Auf diese diskretisierte, charakteristische Form kénnen die verschiedenen Schemata, die fiir
skalare hyperbolische Gleichungen hergeleitet wurden, angewendet werden.

Die Riickfithrung in die konservative Form erfolgt durch die konservative Riicktransforma-
tion. Fiir diese Transformation der Differenzengleichung wird ndherungsweise angenom-
men, dafs das Charakteristikenfeld lokal eingefroren ist. Das bedeutet, daf alle Koeffizien-
ten, wie A, R, A, an einem Punkte (z;,t,) als konstant angenommen werden. Damit kann
man die Transformationsbeziehungen auch fiir Differenzen A f definieren:

AW =R'AU , A=RAR™' |, AF=AAU
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Zentrale Schemata

Zentrale Schemata der Ordnung O(Az?) ergeben sich durch Mittelwertbildung fiir den
Zellwandwert, z.B. fir Wi/, ist der Mittelwert:

(Wi + Wiga)

N =

Wis12 =

Damit erhalt man ein zentrales Schema der Form

AW; n A Wi = Wi

At N =0

Durch die ndherungsweise Riicktransformation mit lokal konstanten Matrizen in die konser-
vative Form ergibt sich der numerische Fluf eines zentralen Schemas je nach Aufspaltung
o Ui+ Uipa F(Ui) + F(Uis1)

2 2
Beide Formen sind konsistent im Limit Az — 0 und approximieren eine Zentraldifferenz
im linearen Falle. Unterschiede enstehen durch die nichtlineare Flufsfunktion. In der Praxis
werden beide Formen verwendet.

Fi—i—l/? = F( ) bzw. Fi+1/2 -

Zuséatzlische numerische Dampfungsterme werden bei zentralen Schemata zur Dampfung
numerischer Schwingungen benétigt, wie bereits in Kap. 6 diskutiert. Losungen der Euler
Gleichungen, die auch Diskontinuitaten, wie z.B. Verdichtungsstofe einschliefien, erfordern
neben den Hochfrequenz-Déimpfungstermen D™ ~ U,yus, solche zur Unterdriickung von
nichtlinearen Schwingungen in der Niéhe von Stoklosungen (Stof-Dimpfungsterme D) ~
Uz). Zur einheitlichen konservativen Darstellung in einer numerischen Flufformulierung
definiert man die Dampfungsterme in dhnlicher Weise wie die Fliisse:

di+1/2<U) - di—1/2<U)
Ax

Di(U) =

Somit ergibt sich der numerische Fluf eines zentralen Schemas, einschlieflich der Damp-
fungsterme zu:

. 1
Fiiip = 5 (F(Ui) + F(Uita)) + dgj-)l/Q(U> - dz(j-)l/Z(U)

Der Vollstandigkeit halber wird im folgenden eine detaillierte Formulierung der Dédmpfungs-
terme angegeben, wie sie in Rechnungen héufig verwendet wird.

(A. Jameson, W. Schmidt, E. Turkel: Numerical Solutions of the Euler Equations by Finite
Volume Methods Using Runge-Kutta Time-Stepping Schemes. AIAA paper AIAA-81-1259,
1981)
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e Der Stof-Dampfungsterm D® ~ U,,
unterdriickt nichtlineare Schwingungen in Néhe der Stofllésung.

_ Az

(2
d = At Cir1/2

i+1/2<U)

(Uizr — Us)

Dieser Term verursacht eine starke Dissipation, die fiir eine schwingungsfreie Losung
iiber einen Stofs bendtigt wird. Damit jedoch auferhalb eines Stofies diese Dissipation
nicht wirksam wird, wird dieser Term iiber die Anderung des Druckes gesteuert und
ist somit klein bei schwachen Anderungen des Druckgradienten.

[Pi—1 — 2p; + pit]
Pi—1+2p; + pina

2 .
531/2 =x® max(v;, Viy1) mit v =

g

Mit der Konstanten s wird der Dampfungsterm angepaft, sie hat iiblicherweise
einen Wert £k = O(1).

e Der Hochfrequenz-Dampfungsterm DW ~ U,y
unterdriickt kurzwellige Schwingungen in glatten Losungen, z.B. solche infolge Run-
dungsfehler.

_ Az

(4)
d T AL Eir1)2

w1/2(U)

(Uiyo — 3Uir1 + 3U; — Ui—q)

In Néhe der Stoklosung verursacht dieser Dampfungsterm jedoch eine Aufweitung
des Stofes und wird deshalb dort, d.h. wo der Stofi-Dampfungsterm groft wird, un-
terdriickt (blended damping).

4 2
55431/2 = max (0, (s — 55431/2)

Die Konstante £ = O(1072) dient der Anpassung des Hochfrequenz-Dampfungsterms.

Upwindschemata

Upwindschemata beriicksichtigen bei der Differenzenbil-
dung die charakteristische Einflufsrichtung. Die Ortsdif- ta
ferenzen werden jeweils aus der Richtung gebildet, aus 2
der die Informationen léngs der Charakteristiken trans-
portiert werden. Hierdurch wird die exakte, charakteri-
stische Losung numerisch besser representiert.

Dies gilt auch fiir die numerische Losung der Euler Glei- :
chungen. Insbesondere dann, wenn starke gasdynami- c ta
sche Wellenvorgiange, wie Stéfte und Expansionen, das ‘
Stromungsfeld bestimmen, zeigen Upwindverfahren i.a.
eine bessere numerische Auflosung des Stromungsfeldes.
Die Konstruktion von Upwindverfahren fiir die Euler
Gleichungen ist jedoch wesentlich komplizierter, als zum -
Beispiel fiir skalare hyperbolische Gleichungen, da nicht- [¢]
lineare Fliisse und unterschiedliche Charakteristiken zu

beriicksichtigen sind.

X

|k
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Die Euler Gleichungen haben im Orts—Zeitraum drei un-
terschiedliche, reelle Charakteristiken (Eigenwerte) \; =
4| =u, u—a, u+a. In Uberschallstrémungen (u > a)
haben alle drei Charakteristiken das gleiche Vorzeichen,
im Unterschall hat jedoch eine Charakteristik immer
ein anderes Vorzeichen, als die anderen beiden. Das
bedeutet, dafs hierfiir unterschiedliche Diskretisierungen
(Vorwérts- und Riickwartsdifferenzen) fiir ein Upwind-
verfahren notig sind. Fiir den konservativen Flufs F' ist
die Zuordnung jedoch nicht ohne weiteres gegeben, da
sich der Fluft aus Anteilen der verschiedenen Charakte-
ristiken zusammensetzt. Fiir ein Upwindverfahren mufs
der numerische Flufs deshalb geeignet aufgespaltet wer-
den , so dak die einzelnen Anteile der verschiedenen Ein-
flubrichtungen beriicksichtigt werden konnen (=-flux- g ’ \\
splitting). u+a u u-a

Eine Aufspaltung in Anteile mit positiven und negativen Eigenwerten (Einflufrichtungen)
und die Bildung von Upwinddifferenzen kann eindeutig fiir die charakteristische Form der
Euler Gleichungen erfolgen. Davon ausgehend kann dann jedoch durch Riicktransforma-
tion in die konservative Form eine ndherungsweise Aufspaltung der Fliisse F' in Anteile mit
positiven und negativen Eigenwerten und Bildung von Upwinddifferenzen erfolgen.
Wegen der Nichtlinearitdt sind verschiedene konservative Upwindverfahren moglich. Zwei
wesentliche Konzepte fiir die Herleitung von Upwindverfahren sollen im folgenden disku-
tiert werden, ohne jedoch im Rahmen dieser Vorlesung auf zu viele Details eingehen zu
konnen. Die beiden Konzepte sind die Fluffvektor Aufspaltung (Fluz-Vector Splitting) und
die Flufsdifferenzen Aufspaltung (Fluz-Difference Splitting).

Ausgangspunkt fiir die Herleitung bildet die charakteristische Form der Euler Glei-
chungen. Nimmt man an, daf die Eigenwertmatrix A sowohl positive als auch negative
Eigenwerte besitzt, so kann man diese in entsprechende Anteile A* aufspalten.

A=AT+A" mit AT>0, A~ <0
Damit lautet die charakteristische Form
W+ AW, + AW, =0

Die Diskretisierung nach dem Prinzip der Upwindverfahren erfolgt durch Riickwartsdiffe-
renzen fiir AT und Vorwértsdifferenzen fiir A~. Damit ist

AW; e Wi — Wi LA Wiy =W,

At Az Ar Y

Diese diskretisierte Form ist der Ausgangspunkt fiir die verschiedenen konservativen Fluf-
aufspaltungen.
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Flux-Vector Splitting

Das Ziel ist hierbei, den numerischen Fluf £ in Anteile F* aufzuspalten, die jeweils nur
Anteile positiver bzw. negativer Eigenwerte enthalten und deren Summe gerade wieder den
Gesamtflufs ' ergeben, d.h. F = F*+4 F~. Durch linksseitige Multiplikation der diskreten,
charakteristischen Form mit R und mit

RAFAW = RA*R™ RAW = AT AU = AF=(U)
erhalt man die konservative Form zu:

AU, N FY(U;) — FH(U;1) n F=(Usy1) — F~(Uy)

At Az Az =0

Formuliert man diese Differenzengleichung mit der Fluffunktion Fjy; /2, 80 erhélt man den
numerischen Flufs z.B. fiir die Zellwand i + 1/2 des Kontrollvolumens zu:

Fi+1/2 = F*(U;) + F~ (Uit1)

Um eine allgemeinere Schreibweise fiir die Zellwénde ¢ £+ 1/2 einzufiihren, definiert man

links-extrapolierte Werte U, ., fiir positive Eigenwerte A* mit

i+1/2
+ +
Ui+1/2 - Ul ’ Ui_l/g = Ui-1
und analog rechts-extrapolierte Werte U, /2 fiir negative Eigenwerte A~ mit
Ui11/2 =U Uiil/Q = Ui

Mit diesen Definitionen U* wird der numerische FluR fiir die Zellwand i + 1/2

Fi+1/2 = FJF(U{:l/Q) + Fﬁ(Uijrl/Z)

Wegen der Nichtlinearitat der Flukfunktionen sind wiederum verschiedene konsistente Auf-
spaltungen des Flufvektors moglich.

Das Konzept von Steger und Warming fiir Flux-Vector Splitting nutzt direkt die oben an-
gegebene konservative Riicktransformation aus. Man erhélt die aufgespaltenen Fliisse aus

F(U) = A*U = RA*R™'RW

Hierbei werden die positiven und negativen Eigenwerte wie folgt definiert:
1
AE = 3 (A £ |A))

Die Bezichungen fiir die Fliisse F* konnen somit aus entsprechenden Matrix- und Vek-
tormultiplikationen berechnet werden. Da dieses Konzept von Steger und Warming in der
Literatur nicht so oft angewendet wird, werden Details hier nicht aufgefiihrt.

Steger, J.L., Warming, R.F.: Flux-vector splitting of the inviscid gas dynamic equations
with applications to finite-difference methods. J. Comp. Phys., vol 40, pp 263-293, (1981)
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Das Konzept von van Leer fiir Flux-Vector Splitting wird wesentlich haufiger zur Losung
der Euler Gleichungen benutzt.

van Leer, B.: Fluz-vector splitting for the Fuler equations. Lecture Notes in Physics vol.
170, pp. 507-512, (1982).

Die aufgespaltenen Fliisse F* werden hierbei durch einen Polynomansatz fiir die Machzahl
Ma = % approximiert. Als wesentliche Forderungen werden berticksichtigt, daf die Eigen-

werte der entsprechenden Jacobi-Matrizen 22— posmv bzw. fiir a;U negativ sind, daf der
Gesamtflufs erhalten blelbt (F=F"+F7) und daf ein stetiger Ubergang fiir F* und F~
bei der Machzahl Ma = % = +1 gegeben ist. Anwendungen haben gezeigt, daf mit diesem

Konzept effektive 1mphzlte Verfahren und gute Auflésung von Verdichtungsstofien erreicht
werden konnen. Die Formulierung der Fliisse F'* wird im folgenden ohne Herleitung ange-
geben, wobei noch einige neuere Modifikation beriicksichtigt wurden.

Schwane, R., Hdanel, D.: An implicit fluz-vector splitting scheme for the computation of
viscous hypersonic flow. AIAA-paper No. 89-0274, (1989).

Die Flisse fiir Unterschall —a < u < ¢ lauten:

F* = +1/4pa(uja+1)>

FF = Ff-(u—{—ﬁ(—u/ai—Q)) fir —a<u<a
pa

Fy = Ff-H,

Fiir Uberschall, d.h. u > a bzw. u < —a wird der FluR nicht aufgespalten, da alle
BEigenwerte gleiches Vorzeichen haben.

Fr = F F =0 fir u>a
Fr =0 F =F fir  uw< —a

Die Schallgeschwindigkeit a ist hierbei a =, //{% und H;, = F + % ist die Totalenthalpie.

Eine Erweiterung auf hohere Genauigkeit des Upwindschema ist i.a. fiir eine genauere Be-
schreibung der Stréomung in praktischen Rechnungen notwendig. Das Upwindschema mit
Flux-Vector Splitting, wie oben beschrieben, verwendet nur drei Ortspunkte ¢ — 1,4,7 + 1
und ist somit nur erster Ordnung genau, O(Az). Das Schema ist somit sehr dissipativ.
Eine Verbesserung der Genauigkeit erzielt man jedoch dadurch, dafs man die links- bzw.
rechtsextrapolierten Werte U=* i1/ nicht durch die direkten Nachbarwerte U; und U,,, aus-
driickt, sondern diese mittels eines Polynoms iiber mehrere Stiitzstellen auf die Zellwand
extrapoliert. Fiir ein Schema von 2. Ordnung genau geniigt lineare Extrapolation der Varia-
blen auf die Zellwand, fiir 3. Ordnung genau ist quadratische Extrapolation zu formulieren.
Im allgemeinen setzt man fiir die links- bzw. rechtsextrapolierten Werte U= , ein Polynom
mit 4 Stiitzstellen an, d.h.

i+1/

UZ-‘rl/Q P+ (Ui—27 Ui—l? Ui7 Ui+17 )

U;_l/z = P (Ui, Ui, Uiy, Uiya)
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Ein haufig verwendeter Polynomansatz fiir Upwindverfahren wurde von van Leer ange-
geben (MUSCL extrapolation =>Monotonic Upstream Schemes for Conservation Laws).
van Leer, B.: Towards the ultimate conservative difference scheme V. A second-order sequel
to Godunov’s method. J. Comp. Phys. vol.32, pp.101-156, (1979).

Dieser Ansatz wurde bereits in Kap. 6 aufgefiihrt. Fiir die konservativen Variablen U
lautet dieser:

U = U+ 0 [0+ 0)(Uia = U) + (1= 9)(U; = Ui o)
(Ui:d/z)_ = U — }I%H N1+ R)(Uisr = U) + (1 = k) (Uiya — Uigr)]

Mit diesen extrapolierten Werten wird der numerische Fluf formuliert.

Fz’+1/2 = F+(U;5rl/2) + Fﬁ(Uz‘:rl/2>

Mit Hilfe des Schaltparameter ¢ und des Diskretisierungsparameters x kann das Schema
variiert werden.

=0 = O(Az) 1. Ordnung upwind
p=1 r=-1 = O(Az?) voll upwind

p=1 k=0 = O(Az?) ’halb” upwind
p=1 k=1/3 = O(Az®) “halb” upwind
=1 k=1 = O(Az?) zentral

Eine wichtige Rolle fiir Upwindschemata hoherer Ord-
nung, insbesondere fiir die Auflésung von Stéfken, spielt
der Schaltparameter ¢. Fiir ¢ = 0 ist das Schema von
erster Ordnung und somit stark dissipativ, wahrend fiir
¢ = 1 das Schema von héherer Ordnung genau ist. Diese
Eigenschaft kann man durch Steuerung von ¢ ausnut-
zen, um numerische Schwingungen zu unterdriicken.
Bei starken Anderungen von U, z.B. in Nihe von Sto- |
fen, und vor allem in der "Néihe von Extrema kann die L P12 i;1 D
Extrapolation von U* zu Uber- oder Unterschiefen des

Zellwandwertes fithren. Dies wiirde zu unerwiinschten
Schwingungen der numerischen Losung fithren. Um die-
ses zu vermeiden, wird die Extrapolation durch Ver-
ringerung des Schaltparameters ¢ begrenzt (limitiert).
Deshalb bezeichnet man den Schaltparameter ¢ auch

als Limiterfunktion ¢; (flux limiter, slope limiter). Die i—1 i 12 i+2

Limitierung der Extrapolation erfolgt lokal durch die Lo-
sung selbst, indem die Limiterfunktion ¢; durch die An-
derungen von U links und rechts vom Punkt ¢ ausge-
driickt wird.

0; =oUi1 — Ui, Uy = U;—y)
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Die Limiterfunktion ¢; in der obigen Definition variiert zwischen den Werten ¢ = 0 und
¢ = 1, d.h. zwischen einem Schema 1. Ordnung und einem mindestens 2. Ordnung. Ein
Schema 1. Ordnung generiert eine numerische Dissipation ~ U,, und unterdriickt somit
Schwingungen. Diese Dissipation unterstiitzt somit die geometrische Limitierung. Damit
wird erreicht, daf in Gebieten starker Anderungen, z.B. bei einem Verdichtungsstof, die
Losung glatt ist und aufserhalb davon durch ein Schema hoherer Genauigkeit bestimmt
wird.

Die Limiterfunktion ¢, ist eine nichtlineare Funktion der Variablendnderungen. Die For-
mulierung der Abhingigkeit von den Anderungen kann mathematisch nach der Theorie
monotoner (Differenzen-)Funktionen erfolgen. Besonders erfolgreich war hierbei die An-
nahme abnehmender Totalvariation (TVD = Total Variation Diminishing). Mit Hilfe dieser
Theorien wurden wesentliche Grundlagen zur Entwicklung von hochauflésenden Differen-
zenschemata geschaffen.

(siehe Literatur von Harten, Osher, Sweby usw.)

Die rigorose Herleitung nach diesen Theorien ist zwar nur fiir skalare, eindimensionale Glei-
chungen méglich, ihre Ubertragung auf Systeme und mehrdimensionale Gleichungen hat
jedoch ebenfalls zu verbesserten Schemata gefiihrt.

Als Beispiele von haufig verwendeten Limiterfunktionen ;, entwickelt aus der TVD Theo-
rie, werden die Limiter nach van Albada, van Leer und nach Roe angegeben. Mit den
Abkiirzungen A* = U1 — U; und A~ = U; — U;_; sind diese:

| _ 2AT AT
Yilaw = BB
©il Roe min <|A3$27 | 1525 =1, 1)
0 falls  sign(A*) # sign(A~)

Zusammenfassend sind fiir die Formulierung des hier beschriebenen Upwindverfahren mit
Flux-Vector Splitting die folgenden Schritte, ausgehend von einer bekannten Verteilung U;,
zu berechnen:

e Berechne Limiterfunktion ¢;

e Berechne die links- bzw. rechtsextrapolierten Werte Ul.jfH /9

e Berechne die aufgespaltenen Fliisse F jE(UfH /2)

e Berechne den numerischen FluR F},/» = F+(U;1/2) + F (Ui )
und implementiere diesen in eine vorgebene Losungsmethode.
Die Extrapolation kann anstatt mit konservativen Variablen auch mit einem anderen Satz
von Variablen, wie z.B. mit p, u, p, durchgefiihrt werden.

Die hier angegebene Formulierung zeigt einen prinzipiellen Weg, verschiedene weitere Va-
rianten fiir Flux-Vector Splitting konnen in der Literatur gefunden werden.
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Flux-Difference Splitting

Das Konzept des Flux-Difference Splitting wurde urspriinglich von Roe formuliert in:
Roe, P.L.: Approximate Riemann Solvers, Parameter Vectors, and Difference Schemes. J.
Comp. Phys., Vol.43 (1981).
Im Unterschied zum Flux-Vector Konzept wird bei diesem Konzept der numerische Flufs
aufgespalten in einen zentral formulierten Flufsanteil plus einem Upwindterm. Der Up-
windterm wird zum zentralen Flufl hinzu addiert, so daff mit zunehmendem Wert der Cha-
rakteristik der numerische Fluf zu einer einseitigen Upwindformulierung wird. Gleichzeitig
dient der Upwindterm als Dampfungsterm, um die bei zentralen Differenzen auftretenden
numerischen Schwingungen zu dampfen.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung dieses Konzeptes ist die diskretisierte, charakteristi-
sche Form der Euler Gleichung

AW | Wi Wi Wt =W,

At Az N

Die positiven und negativen Eigenwerte AT werden ersetzt durch
:l: 1
A =~ (A=£]A]

Nach Umformung ergibt sich folgende Differenzengleichung:

(Wir = W) = (Wi = Wia)

AW; 1, (Wipr + W) — (W, + W;_4)
A T2 Az

A

At 2 Az =0

1
— A
1A

Die erste Ortsdifferenz entspricht einer Zentraldifferenz, die zweite Differenz ist der Up-
windterm. Fiir A > 0 ergibt sich insgesamt eine Riickwértsdifferenz, fiir A < 0 eine
Vorwartsdifferenz.

Die konservative Form

AU; n Fii12— Ficapa

At Ax
erhélt man wiederum mittels linksseitiger Multiplikation mit der Eigenvektormatrix R. Der
numerische Flufs ergibt sich dann zu

=0

1 1 _
Fivip =5 (F'(Us) + F(Uit1)) — _|A<Ui+1/2>‘ (Uis1 — Uy)
2 2

Die Matrix |A| entspricht in ihrer Struktur der Jacobi-Matrix A = 25 = RAR™!, jedoch
gebildet mit den Absolutwerten der Eigenwerte, d.h.:

|Al = R|A| R

Diese Matrix ist am Ort der Zellwand i+1/2 zu formulieren. Sie wird deshalb aus Mittelwer-
ten Ui“/g = U(U;, U;41) gebildet. Es kann hierbei das arithmetische Mittel U,-H/Q = %
verwendet werden. Bessere Stoflauflosung wird jedoch mit einer Mittelung nach Roe erzielt.
Die Mittelwerte werden dabei so bestimmt, dafs bei einem stationdren Stof zwischen den
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Punkten i und i + 1 die Mittelwerte U gerade die Stofbedingungen erfiillen. Damit wird

Uit1/2 so bestimmt, dafs gilt

A(Ui+1/2) (U1 —U;) = Fi — F

Hieraus ergeben sich die Mittelwerte der Geschwindigkeit @ und der Totalenthalpie H, zu

_ Dy +uy = D Hy; iy + Hy;
Uz’+1/2=D+—+1 ) Hti+1/2:% , D =/piy1/pi

Mit Hy = 25 + tu? und o® = rE erhiilt man alle nétigen Werte zur Berechnung von |A].

Ein Problem bei der Formulierung des numerischen Flusses tritt dann auf, wenn ein Ei-
genwert A der Upwindmatrix |A| gegen Null geht. Damit verschwindet fiir diesen Eigenwert
ein Anteil des Upwindtermes |A|AU und die Differenzengleichung wird fiir diesen Anteil
nicht-dissipativ, da nur die zentrale Differenz tibrigbleibt. In diesem Falle ist die Richtung
der Entropiednderung iiber eine Diskontinuitat nicht festgelegt, wodurch unphysikalische
Losungen, z.B. Expansionsstofte auftreten konnen. Numerisch kénnen durch den fehlenden
Anteil im Upwindterm aufserdem Schwingungen auftreten. Hinzu kommt, dafs die Elemente
|Ax| der Diagonalmatrix |A| bei Ay = 0 nicht differenzierbar sind, wodurch die Konvergenz
insbesondere der impliziten Verfahren verschlechtert wird. Aus diesen Griinden ersetzt
man die Matrix |A| bei der Bestimmung von |A| i.a. durch eine gendherte Diagonalma-
trix Q(X), die bei A\ = 0 nicht verschwindet und differenzierbar bleibt. Ein Beispiel einer
solchen Matrix mit einer Verfahrenskonstante, dem sogenannten Entropiekorrekturfaktor
§=0(1071), ist:

CEE ) B YRR

AL =+ QUY) = diag { 3| N
Mit dieser Funktion wird die Upwindmatrix |A| gebildet, d.h.
Al = RQO\) R~

Der numerische Flufs Fiﬂ /2 fir das Flux-Difference Splitting fiihrt in der hier beschrie-
benen Form auf ein Upwindschema 1. Ordnung, wie sofort aus der Anzahl der benutzten
Stiitzpunkte, ndmlich nur drei, zu erkennen ist.

Eine Erweiterung auf hohere Genauigkeit ist fiir Anwendungen notwendig.

Die MUSCL-Extrapolation, wie beim Flux-Vector Splitting gezeigt, ist eine Moglichkeit
dazu. Hierbei ersetzt man die Werte U; und U;,; im numerischen Fluft durch die links-
bzw. rechtsextrapolierten Werte U:H /o und U, /o nach der vorn angegebenen Extrapola-
tionsvorschrift. Damit wird der numerische Fluf des Flux-Difference Splitting

1 _ 1 = _
-Fi+1/2 = Q(F(U;l/z) + F(Ui+1/z)) - é{A(UiHﬂ)} (Ui+1/2 - Ui—:—l/2>
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Der modifizierte Flufansatz nach Harten (modified flux approach) ist eine andere Moglich-
keit, die Genauigkeit des Schemas zu erhohen. Dieser Ansatz wird fiir das Flux-Difference
Splitting meist verwendet.

Harten, A.: On a Class of High Resolution Total-Variation-Stable Finite-Difference Sche-
mes. SIAM J. Numer. Anal., Vol.21 (1983).

In dem modifizierten Flufsansatz wird zu dem bestehenden numerischen Flufs von 1. Ord-
nung ein zusatzlicher Flufterm g;, 1/, hinzugefiigt.

1 1 _
Fij10 = §(F(U1) + F(Uit1)) — _lA(Ui+1/2)‘ (Ui = U;) + Gi+1/2

2
Dieser Flukterm g1/, wird so gewéhlt, dak der Upwindterm 1. Ordnung in Gebieten glat-
ter, kontinuierlicher Lésungen nahezu kompensiert wird, so daf das Schema von 2. Ordnung
genau wird. In N&he von Stofen jedoch, wo Upwinddifferenzen und erhohte numerische
Dissipation fiir eine bessere Auflésung der Stofe benotigt werden, soll der Flukterm g;41 /9
verschwinden, so daft das urspriingliche Upwindschema 1. Ordnung dort erhalten bleibt.
Die prinzipielle Forderung fiir den zuséatzlichen Flufiterm ist demnach:

giv12 — 5 |Alis1y2 (Uiza —U;) —  in glatten Gebieten  O(Az?)
Git1/2 — 0 — bei Extrema, Stoke — O(Ax)

Die Steuerung des Flufterms g1/, geschieht durch eine Limiterfunktion ¢, wie sie bereits
fiir das Flux-Vector Splitting beschrieben wurde.
In einer stark vereinfachten Form 1kt sich der Flufsterms g;,/o wie folgt formulieren:

1
giv1/2 = Pixiy2 5 |Aliv12ATQ; 0<p <1

Beispiele fiir die Limiterfunktion ¢ sind fiir Flux-Vector Splitting angegeben. Bei starken
Anderungen der Variablen (Extrema, Stoke) geht ¢ gegen Null, withrend bei geringen An-
derungen ¢ nahe Eins ist.

Die hier aufgezeigte, vereinfachte Form zeigt das wesentliche Prinzip fiir den modifi-
zierten Flukansatz in Flux-Difference Verfahren héherer Ordnung. In Anwendungen sind
noch Verfeinerungen des Konzeptes notig. Eine Darstellung verschiedener Formulierungen
dieses Konzeptes kann z.B. gefunden werden in:

Yee, H. C., Warming, R.F., Harten A.: Implicit Total Variation Diminishing (TVD) Sche-
mes for Steady-State Calculations. J. of Comput. Physics, vol 57, pp 327-360, (1985).

Yee, H. C.: A Class of High-Resolution FExplicit and Implicit Shock-Capturing Methods.
Lecture Series 1989-04, von Karman Institute for Fluid Dynamics, Rhode-St-Genese, Bel-
gium, (1989).
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2.4.3 Zeitdiskretisierung (Losungsmethoden)

In dem vorigen Abschnitt wurde die Ortsdiskretisierung der Fliisse betrachtet und in der all-
gemeinen konservativen Differenzengleichung fiir die numerische Flufsfunktion dargestellt.
Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt fiir die verschiedenen Losungsverfahren, die durch
die Diskretisierung in der Zeit festgelegt werden. Diese Verfahren unterscheiden sich im
wesentlichen durch die Diskretisierung der Zeitableitung U; und durch die Zeitebene auf
der die Ortsdiskretisierungen durchgefiihrt wird (z.B. implizit, explizit).

Man kann hierbei zwischen Verfahren unterscheiden, bei denen die Ortsdiskretisierung ab-
héngig bzw. unabhéngig von der Zeitdiskretisierung ist. Besteht eine Abhéangigkeit, dann
ist die stationdre Losung noch vom gewéhlten Zeitschritt abhéngig. Ein Beispiel hierfiir
ist das Mac Cormack Verfahren (Lax-Wendroff Methode). Diese Abhéngigkeit ist oft ein
Nachteil, deshalb werden meist Verfahren verwendet mit unabhéngiger Zeit- und Orts-
diskretisierung. Vorteile sind: vom Zeitschritt unbhéngige stationidre Losungen, mogliche
Konvergenzverbesserung durch iterative Verfahren bei stationéren Losungen und getrennte
Behandlung von Orts- und Zeitdiskretisierung. Beispiele hierzu, die im folgenden diskutiert
werden, sind das explizite Runge-Kutta Verfahren und implizite Verfahren in Korrektur-
Schreibweise.

Pradiktor-Korrektor-Schema nach Mac Cormack, 1969

Das Mac Cormack-Verfahren ist ein Beispiel von Verfahren, bei denen Zeitdiskretisierung
und Ortsdiskretisierung nicht unabhéngig voneinander sind.

Das Préadiktor-Korrektor-Schema nach Mac Cormack war eines der ersten erfolgreichen
Schemata zur Losung der Navier-Stokes und Euler Gleichungen und ist auch zur Zeit ein
noch hiufig verwendetes Verfahren. Fiir skalare Gleichungen besitzt dieses Verfahren die
gleichen Eigenschaften wie das Lax-Wendroff-Verfahren (siche Kapitel 6). Es entspricht
somit einem zentralen, expliziten Verfahren der Genauigkeit 0(At?, Az?).

Fiir die Euler-Gleichungen U; + F, = 0 lautet das Zweischrittverfahren:

1. Schritt (Pradiktor):

~ At
i =U" — — (F(U;) — F(U;-
U= 0 - 3L (W) - Pw)
2. Schritt (Korrektor-Schritt):
1 ~ 1 At ~ ~
n+l _ — . ny _ . _ .
Ut = S0+ U = 55 (FOw) - FO))

Hierbei ist U; eine Zwischenvariable, die zeitlich zwischen ¢,, und ¢, liegt. Da das
Schema zu einer zentralen Formulierung fithrt, miissen i.a. Dampfungsterme fiir die
Hochfrequenzdampfung und fiir Verdichtungsstofte hinzugefiigt werden. Dieses kann
z.B. in einem dritten Schritt erfolgen. Nimmt man die Variablen U*! aus dem

Korrekturschritt als vorlaufige Variable ﬁz an, so lautet der dritte Schritt:
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3. Schritt (Dadmpfung):

Urtt = U, — DW(U) + DP (U)

Die Dampfungsterme vierter und zweiter Ordnung entsprechen den vorn definierten
Termen.

Das Verfahren ist entsprechend der linearen Stabilitdtsanalyse stabil fiir

At
C=(u+a)-— <1
(jul +a) - 5 <
In der Praxis werden Werte von C' von etwas kleiner 1 benutzt.
Das Verfahren kann ohne weitere Anderung auch auf mehrdimensionale Probleme erweitert
werden, indem man die Fliisse und auch die Dampfungsterme in den anderen Koordina-
tenrichtungen in entsprechender Weise hinzufiigt.

Das Mac Cormack-Verfahren ist ein effektives und einfaches Verfahren fiir instationére
Probleme. Ein Nachteil besteht bei stationdren Losungen, da bei diesem Verfahren Zeit-
diskretisierung und Ortsdiskretisierung gekoppelt sind, so daf diese noch vom Zeitschritt
abhéngen. Setzt man den Pridiktorschritt in den Korrektorschritt ein und nimmt kon-
stante Jacobi-Matrizen A an, so erhélt man nidherungsweise das Einschritt-Lax-Wendroff
Verfahren:

=0

grtt — g " Fign—Fiy B gAFiA—QFri‘Fz‘H
At 20z 2 Ax?

Wie man leicht sieht, hingt somit die stationdre Losung, d.h. wenn U™ = U?, noch vom
Zeitschritt At ab. Dies kann zu Genauigkeitsproblemen bei stationdren Losungen fiihren.

Runge-Kutta Mehrschrittschema

Das Runge-Kutta Mehrschrittschema ist das z.Z. vieleicht meist verwendete explizite Ver-
fahren zur Losung der Erhaltungsgleichungen kompressibler Medien. Eine der ersten An-
wendungen dieses Verfahrens auf die Euler Gleichungen wurde verdffentlicht in:

A. Jameson, W. Schmidt, E. Turkel: Numerical Solutions of the Fuler Equations by Finite
Volume Methods Using Runge-Kutta Time-Stepping Schemes. AIAA paper AIAA-81-1259,
1981

Das Runge-Kutta Verfahren ist mit einigen Modifikationen sehr flexibel anwendbar, aus
der Literatur sind Anwendungen bekannt fiir die ein- und mehrdimensionalen Euler und
Navier-Stokes Gleichungen mit zentraler oder Upwinddiskretisierung und fiir stationére
und auch zeitgenaue Losungen.

Das Verfahren wurde bereits in Kap. 6 fiir skalare Gleichungen beschrieben. Fiir Systeme
von Gleichungen kann es in gleicher Weise verwendet werden. Ausgangspunkt ist das
konservative Differenzenschema, fiir das eine Losung U™ zur Zeit t,,; als Funktion der
Anfangsbedingung U" gesucht wird.

urtt —ur n Fiyip2— Fiapo
At Ax

=0
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Hierbei sind Eil /2 die zentral oder upwind-diskretisierten numerischen Fliisse. Als Abkiir-
zung wird der Residuenvektor Res;(U) eingefiihrt, der die stationédren Ortsoperatoren der
einzelnen Gleichungen representiert. Dieser kann auch aus mehrdimensionalen Anteilen
bestehen. Fiir den eindimensionalen Fall ist das Residuum definiert zu:

Fii10— Fio1po

Res;(U) =
es;(U) N
Damit lautet die zu 16sende Differenzengleichung:

ygrtl —gn

’LTtZ = —RQSZ(U)

Analog zu dem urspriinglichen Runge-Kutta Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen erfolgt die Integration fiir einen Zeitschritt At in mehreren expliziten Teilschritten, die
durch den Schrittindex k gekennzeichnet sind. Zur Losung partieller Differentialgleichun-
gen der Stromungsmechanik hat sich wegen des minimalen Speicherbedarfs das folgende
N-Schrittschema bewihrt:

v = U® —a; - At-Res; (U)

U-(k_l) = U(O) — Qlp—1 - At - Res; (U(k72))

(2 (2

v = U —q, - At-Res; (Uk=1)

gr g

Die Anzahl der Schritte N wird i.a. zwischen 3 und 5 gewéhlt. Die Koeffizienten (g < 1)
konnen so bestimmt werden, dafs der Abbruchfehler in der Zeit minimal ist, d.h. daf grofste
Zeitgenauigkeit von der Ordnung O(AtY) erreicht wird. Aus einer Taylorreihenentwicklung

erhalt man dafir )

T N—k+1
Eine andere Moglichkeit ist es, die Koeffizienten fiir maximalen, stabilen Zeitschritt zu
optimieren. Die theoretisch erreichbare Stabilitdtsgrenze ist dabei

Qy, mit £=1,2,---N

At
Cnae = min <(|uz] +a) AL ) =N-1

%

Ein typischer Satz von bewihrten Koeffizienten fiir ein 5-Schritt Schema O(A#?) mit zen-
tralen Differenzen ist:

ap =0.25,0.166, 0.375, 0.5, 1 fir Ciu, =4
und fiir Upwinddifferenzen

ap = .059, .14, 273, .5, 1. fir Chas = 3.5
Mit dem angegebenen Algorithmus und entsprechenden Koeffizienten kann die explizite
Losung fiir zeitgenaue wie auch asymptotisch stationdre Probleme erfolgen.
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Fiir stationére Probleme ist die Begrenzung des Zeitschrittes At bzw. der Courantzahl
C infolge numerischer Instabilitdaten uneffektiv. Da jedoch hierfiir Zeitgenauigkeit des Ver-
fahrens nicht gefordert wird, kann durch eine kiinstliche Beschleunigung des Verfahrens die
Konvergenzgeschwindigkeit zur stationdren Losung hin vergrofert werden. Zwei wichtige
Moglichkeiten hierzu werden im folgenden aufgefiihrt.

Die Verwendung lokaler Zeitschritte erlaubt bei vorgegebener Courantzahl den maximal
moglichen Zeitschritt fiir jeden Gitterpunkt. Wahrend bei zeitgenauen Rechnungen ein
einziger Zeitschritt, und zwar aus Stabilitdtsgriinden der kleinste im gesamten Integrati-
onsbereich verwendet wird, éndert sich bei Verwendung lokaler Zeitschritte dieser von Ort
zu Ort. Der Wert des Zeitschrittes ergibt sich aus dem lokalen Wert des Ortsschrittes und
des maximalen Eigenwertes zu:

ASL};

(lul + a)i

Die Losung im nichtstationdren Zustand ist nicht mehr konsistent in der Zeit, die sta-
tiondre Losung Res(U) = 0 wird jedoch durch den Zeitschritt nicht beeinfluftt, da U®)
gegen U™ strebt. Da aber auf jedem Gitterpunkt die groftmogliche numerische Aus-
breitungsgeschwindigkeit ausgenutzt wird, erhdlt man eine Beschleunigung der Rechnung
fiir stationdre Losungen bei lokaler Ausnutzung der Stabilitdtsschranke eines expliziten
Schemas. Der Vorteil ist besonders grofs, wenn die Ortsschrittweiten stark variieren.

Die implizite Residuenglittung (implicit residual smoothing) erlaubt fiir stationire Losun-
gen die Verwendung einer grofteren Courantzahl C) als die durch die Stabilitdat vorgeschrie-
bene Courantzahl Cgy,. Die Idee ist hierbei, das in einem k -ten Runge-Kutta Schritt
verwendete Residuum Res(U®) implizit zu mitteln, so daf die numerische Ausbreitungs-
geschwindigkeit vergrofert wird und die ortliche Verteilung des Residuums gegléttet wird.
Als einfache Glattungsvorschrift wird die implizit formulierte Diffusionsgleichung (Fourier-

gleichung) mit dem geglatteten Residuum Res" als Variable verwendet.
R_esf —€ (R_esffl - 2R_esi-€ + R_esfﬂ) = Resgkfl)

Aus dem geglitteten Residuum Résf wird der neue Wert U* in dem k -ten Runge-Kutta
Schritt berechnet, d.h.
U = — o At- Res,

Mit der Abkiirzung (5;,;,731%_632C = (R_esf_l — 2R_€Sf + R_esfﬂ) kann der k -te Glattungs- und
Runge-Kutta Schritt zusammen gefalit werden zu:

(1 - 551}:{:) A_Uk = —Qf- At - Res; (U(k_l))
v = U + AU

7

Die Losung des skalaren tridiagonalen Systems erfolgt mit dem Thomas-Algorithmus und
beansprucht bei Systemen von Gleichungen einen relativ kleinen Anteil an der Rechenzeit.
Der Glattungsparameter € wird hierbei aus numerischen Griinden gewéhlt, so daf schnellste
Konvergenz zum stationére Zustand erreicht wird. Eine Stabilitdtsanalyse des Runge-Kutta
Verfahrens mit Residuenglédttung ergibt uneingeschréinkte Stabilitit fiir:

1 C
> 2 _
S
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Giinstige Konvergenz in praktischen Rechnungen wurden fiir Courantzahlen ca. zwei- bis
dreimal grofer, als ihr expliziter Wert C.,, und mit Werten fiir € aus obiger Beziehung
unter Annahme des Gleichheitszeichen erzielt. Die Glattung kann in jedem Runge-Kutta
Schritt angewendet werden, fiir die Euler Gleichungen reicht jedoch oft Glattung in jedem
2. Schritt.

Anmerkung: Fiir mehrdimensionale Probleme wird die Gléattung in jeder Richtung durch-
gefiihrt, z.B. in 2-D:

(1-e0s0) AUF = —ap- At-Res; (U*D)

(1—ed,,) AU* = AU*
v = v 4 AUF

Implizite Schemata fiir die Euler-Gleichungen

In impliziten Schemata werden die Variablen der Ortsdifferenzen zu Unbekannten auf der
neuen Zeitebene ¢,,,; Hierdurch entsteht ein im Ortsraum gekoppeltes Gleichungssystem.
Die Losungsmatrix kann direkt durch einen Eliminationsalgorithmus invertiert werden oder
naherungsweise, bzw. iterativ gelost werden. Der Vorteil impliziter Formulierung ist die im
allgemeinen uneingeschrénkte numerische Stabilitét, wodurch grofe Zeitschritte gewéhlt
werden konnen. In den meisten Féllen sind implizite Schemata der nichtlinearen Erhal-
tungsgleichungen wesentlich robuster gegeniiber starken Anderungen des Stromungsfeldes,
z.B. bei starken Stofen in hypersonischer Stromung. Als Nachteil steht dagegen ein wesent-
lich komplexerer Algorithmus und ein grofser Rechenaufwand pro Zeitschritt zur Losung
des Gleichungssystems.

Die Vorgehensweise zur Entwicklung eines impliziten Schemas wurde bereits in einen vor-
hergehenden Kapitel fiir skalare Modellgleichungen gezeigt. Die implizite Losung des Sy-
stems der konservativen Euler-Gleichungen erfolgt in analoger Weise. Im Unterschied zu
skalaren Gleichungen tritt jedoch zusétzlich zu der Kopplung im Ortraum eine Kopplung
der Variablen U zwischen den einzelnen Gleichungen des Systems auf. Diese Kopplung ent-
steht durch die Abhéngigkeit der Fliissse /' = F (U) von den konservativen Variablen U. In
einem impliziten Schema der Euler Gleichungen wird die Abhéngigkeit des Flusses F' von
den Variablen U mittels der Jacobi-Matrizen der Fliisse beriicksichtigt. Die Entwicklung
von impliziten Schemata fiir solche Systeme soll im folgenden gezeigt werden.

Fiir die konservativ diskretisierten Euler-Gleichungen U; + F, lautet der Ansatz eines im-
pliziten Verfahrens mit einer Riickwértsdifferenz O(At) in der Zeit:

Ut _ pm ]Einﬂ _ ﬁin:ﬂ
i iy +1/2 12 _

At Az a

Der numerische Fluf§ EE}Q - F (Uf),) ist eine Funktion der Unbekannten U™ der

benachbarten Stiitzpunkte. Der numerische Flufs kann durch zentrale Formulierung ein-
schlieklich Dampfungsterme oder durch Upwindformulierung definiert sein. Um ein Schema
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in allgemeiner Form darzustellen, definiert man den Residuenvektor Res (U), der den sta-
tionaren Ortsoperator darstellt. Fiir obiges Schema ist das Residuum:

E+1/2 - E—I/Z
Azx

Damit lafst sich das implizite Schema wie folgt schreiben:

Res (U) =

grtlt — pn
ZTtl + Res (Un+1) =0

Um die Abhingigkeit des Residuums von U™! darzustellen, wird dieses in eine Taylor-

Reihe um die Zeit ¢,, entwickelt.

ORes(U™)
ot

Die Zeitableitung des Residuums kann als zeitliche Entwicklung der Variablen U dargestellt
werden:

Res (UnJrl) = Res (U") + At + ---

ORes(U) _ ORes(U) 0U ,  0ORes(U)
o ST oo o T oo

Fiihrt man noch die Definition der Korrekturvariablen AU" = U™ — U™ ein, so erhilt
man das implizite Schema zu:

AU  ORes(U)
+

(Un—i-l o Un) 4o

7

At ou

- AU = — Res(U")

Die Funktionalmatrix ME—S'U(U) beschreibt die Abhéngigkeit des Residuums von den kon-
servativen Variablen U auf den einzelnen Stiitzpunkten. Entsprechend der Definition des
Residuums setzt sich die Matrix aus den Anteilen der numerischen Fliisse zusammen.

ORes(U) . ., 1 3E‘+1/2 n 8E_1/2 n
— AU = — ( U i+1/2 ~ WAUZ'AQ

oU Az

Die Anteile g—g entsprechen den bekannten Jacobi-Matrizen der Fliisse nach den konser-
vativen Variablen. Die Herleitung eines impliziten Verfahrens fiir die konservativen Euler-
Gleichungen soll im folgenden anhand eines zentralen Schemas gezeigt werden.

Beispiel:
Der numerische Flufs fiir ein zentrales Schema ist:

1
Fiji2 = 5 (F'(Ui) + F (Uitr))
Die Abhéangigkeit des numerischen Flusses EH /2= F (Us;, Uiy1) von U ergibt sich somit zu

OFir2 \yn _ OF (Ui Uin)

AU" =
oU o(U;,Uisq)
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. (a—m AU + St AU ) = (Ai-AUi + AZ-H-AUZ.H)

Mit einer analogen Entwicklung fiir F}_, /2 und mit der Definition des Residuums Res(U) =
5= (F(Uis1) — F(U;—1)) erhélt man das implizite Schema

Avp, 1
At 2Ax

(ZM.AU;;l A AU 1) — — Res(U™)

Sortiert man die Unbekannten AU , so erhélt man ein block-tridiagonales Gleichungssystem
der Form 3
@ - AU, + b;- AU + ¢ - AU, = — Res(U")
. — 1 = = 1 _ 1 =
mit a; = _EAiil s bz = E T y Cc;, = EAiJrl

Dieses Gleichungssystem ist dhnlich dem fiir skalare Gleichungen, jedoch mit dem Unter-
schied, daf die Koeffizienten @, b, ¢ Blockmatrizen vom Rang der Jacobi-Matrizen A (hier
3x3 Matrizen) sind. Die Auflosung des Gleichungssystems erfolgt mit dem Gaufsschen
Eliminationsverfahren (Thomas-Algorithmus). Mit Hilfe eines Rekursionsansatzes

—

AUM = BE;- AU, + F,

erhilt man die Rekursionsmatrix fl und den Vektor F’, durch Einsetzen in das Schema.

Ez’ = (Ez Ez‘fl + Zi)*l : Cl und Fz = (iz fi,1 + Z:)i)il (—RGS(UR) - 51 ‘?1;1)

Mit den Randbedingungen auf ¢ = 1 kénnen die Koeffizienten fiir ¢ = 2,3, -+ 4142 be-
stimmt werden. Die neuen Variablen berechnet man mit den Randbedingungen auf ¢ = i,,,;
zZu

AU = E; AUy + F,

7

Uttt = U+ AUP

Dieses Beispiel zeigt das Prinzip der Losung eines impliziten Schemas fiir Systeme von
Differenzengleichungen.

Die Verwendung von Upwind-Schemata héherer Ordnung bzw. von zentralen Verfahren mit
Déampfer fiihrt i.a. auf einen Ortsoperator, der durch Werte auf fiinf Stiitzstellen gebildet
wird, d.h. durch U; 5, U;_1, U;, U;11, U;1o. Damit folgt fiir das Residuum

Res (U) = Res (Uze2, Ui—1, U, Uiga, Ui+2>

Analog zu der vorhergehenden Herleitung entsteht damit ein iber fiinf Variable gekoppeltes
Gleichungssystem, ein sogenanntes penta-diagonales System

Ei AUi_Q + EZ AUi_l + l:)z AUl -+ Ez AUi—i—l -+ gz AUi+2 = — R@S(Un)

Die Auflésung eines solchen Systems kann ebenfalls mit dem Gaufschen Eliminations-
verfahren erfolgen und sollte fiir zeitgenaue Rechnungen auch durchgefiihrt werden. Der
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Aufwand ist jedoch hoher, als fiir ein tridiagonales System.

Fiir Probleme, bei denen Zeitgenauigkeit nicht erforderlich ist, wie z.B. fiir stationére Lo-
sungen, vereinfacht man deshalb oft den impliziten Operator (=linke Seite der impliziten
Differenzengleichung). Dieses ist moglich, da die stationdre Losung Res (U™) = 0 sich
dann einstellt, wenn die Korrekturvariablen AU™ verschwinden. Damit wird die statio-
nire Losung unabhéingig davon, auf welchem Wege das implizite Schema gegen AU™ = 0
konvergiert. Eine héufig angewendete Néherung fiir den impliziten Operators ist es, die
Ortsdifferenzen des impliziten Operators mit einem Schema erster Ordnung genau zu for-
mulieren, jedoch die Ortsoperatoren im Residuum Res(U™), die die raumliche Genauigkeit
der Losung definieren, mittels Differenzen héherer Genauigkeit zu approximieren. Die
Ortsoperatoren erster Ordnung fiir die linke Seite sind nur eine Funktion der Variablen auf
den Punkten ¢ — 1, 4, ¢ 4+ 1, wodurch ein vereinfachtes tridiagonales Gleichungssystem der
folgenden Form entsteht

ii . AUﬁl + l:% . AUZL + a . AUﬁrl = — Res (Ui_Q, Uz'—17 UZ', Ui+17 UZ'+2, )

Ein Beispiel hierzu ist das vorn gezeigte implizite Schema fiir eine Zentraldifferenz, jedoch
mit den Dampfungstermen D@ und D™, wie vorn beschrieben. Der numerische Fluf fiir
das Residuum Res(U) lautet dann:

Fipipy = 5 (F(U) + F (Ua)) + dOU) + d?(U)

DO | —

Da der Dampfungsterm D® = dgi)l e d§4_)1 /2 die Werte auf fiinf Gitterpunkte beriicksich-

tigt, ersetzt man die Déim})fungsterme D® und D® fiir den impliziten Teil durch einen
niherungsweisen Term DIQ), so dafs der Flufs fiir die Bildung des impliziten Operators
vereinfacht wird:

~ 1 1
(Fit1/2)impt = 3 (F (Us) + F (Ui1) — €IE(U1+1 — Uz)>

Die Jacobi-Matrizen haben dann die Form:

OF 112
oUu

1 /=
AU = 5 (Ai AU + Ay - AUZ-H) — 1 /At (AU, — AUY)

Entsprechend verfahrt man mit Upwind-Verfahren. Das Residuum wird hierbei mit einer
Upwinddiskretisierung héherer Ordnung formuliert, wiahrend fiir die Bildung des impliziten
Operators das entsprechende Verfahren erster Ordnung verwendet wird.

Eine Erweiterung des impliziten Verfahrens fiir die Euler-Gleichungen in mehreren Di-
mensionen erfolgt meist ndherungsweise, wie fiir die skalaren Gleichungen angegeben. Als
wichtige Losungsmethode wird fiir mehrdimensionale Gleichungen die Methode der ange-
naherten Faktorisierung und Iterationsverfahren nach dem Prinzip der Gauf-Seidel-Punkt-
oder Linieniteration verwendet. Fiir Einzelheiten hierzu muf auf die Fachliteratur verwie-
sen werden.
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2.4.4 Berechnung eines eindimensionalen Stromungsproblemes —
Stofirohrstromung

Die numerische Berechnung der Strémung in ei-
nem Stofswellenrohr wird oft als Testproblem
zur Darstellung und dem Vergleich verschie-
dener Losungsverfahren der Euler-Gleichungen
verwendet. Dieses Testproblem beinhaltet
wesentliche Stromungsvorgange kompressibler,
relbur'lgsfrel'er .S‘gromung, wie Sto.féwellen7 Kon- teng | 5 4 3 PR ==
taktdiskontinuitdten und Expansionswellen. \
Das physikalische Problem umfaft die Stro-
mung und die Wellenvorgénge in einem Stofwel-
lenrohr. In einem geraden Rohr, das durch eine E T K S
Membran getrennt ist, ist links der Membran NN
der Hochdruckteil mit Gas vom Zustand (5) 4\ |13 /
und rechts der Niederdruckteil mit Gas im Zu- /
stand (1) gefiillt. Nach dem Platzen der Mem-
bran lauft in den Niederdruckteil eine Stokwelle )
S, gefolgt von der Kontaktdiskontinuitat K, die t=0 =0 x
die Trennflache zwischen den beiden Gasen im
Hoch- und Niederdruckteil bildet. Der Druck t=0 S 1
im Hochdruckteil wird durch eine instationére
Expansionswelle reduziert. Fiir die folgende
Beispielrechnung wird angenommen, daf glei-
che Gase im Hoch- und Niederdruckteil verwen-
det werden.

Die analytische Berechnung erfolgt bei vorgebenen Zusténden (1) und (5) durch die Kopp-
lung der Stromungszustiande iiber den laufenden Verdichtungsstof, iiber die Kontaktdis-
kontinuitat und iiber die Expansionswelle bis zum Hochdruckteil.

Fiir den laufenden Stofs mit der Geschwindigkeit V; gelten die Sprungbeziehungen [H —
V,U]? = 0 . Nach Umformung der Sprungbezichungen erhilt man den Zustand (2) als
Funktion der noch unbekannten Stof-Mach-Zahl M, = 2+ (Rankine-Hugoniot-Beziehung).
Es ist z.B.:

p2 26M2—(k—1) p2 (k4 1) M2 up  2(M2 - 1)

p1 K+ 1 o 24+ (k—1)M2 a (k4 1) M,
Die Kontaktflache lduft als Materialgrenze mit der Stromungsgeschwindigkeit u,. Aus der
Sprungbedingung [H — uy U]3 = 0 folgt konstanter Druck und Geschwindigkeit iiber der
Kontaktflache, d.h. p3 = py und uz3 = wuy. Alle anderen Gréfen dndern sich iiber der
Diskontinuitdt in Abhéngigkeit vom Anfangszustand.
Vom Zustand (3) hinter der Kontaktflache bis zum Zustand (5) des Hochdruckteils ist die
Stromung isentrop und die Totalenthalpie Hs und Hj sind gleich, d.h.

k=1

Ds T = P3\ ”~
Hs=c,Ts =Hs=c,T5+u2/2 |, —_—<—> :<_)
> poo 5 P38 3/ P3 T3 P5
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Durch Kopplung der einzelnen Beziehungen kann die Stofs-Mach-Zahl aus den Zustédnden
(1) und (5) berechnet werden. Fiir gleiches Gas (k5 = k1 = k) erhélt man die Stofsmachzahl
Mg iterativ aus:

2k
Ds 2K ) / ap M? —1\""
b _ (1 M2 — 1 L
D1 (+/€+1( B )) ( as =M,

Damit konnen die Zustande (2) und (3) vollstdndig berechnet werden.

Innerhalb der instationdren Expansionswelle, Zustand (4), bleibt Isentropie erhalten, jedoch
nicht die Gleichheit der Totalenthalpie. Den Zustand in der Expansionswelle (4) berechnet
man mit der Charakteristikentheorie. Die charakteristische Losung (siehe Kap. 7) ist:

dp £ padu =0 fiir — =u*a

Mit Hilfe der Isentropenbeziehung, dp = a? dp und der Gasgleichung p = pRT konnen diese
Losungen integriert werden. Man erhalt:

2 d
a + u = const fir x

T+
k—1 dt v=a

Die Charakteristiken Cfi—f = u — a bilden Strahlen mit der Gleichung x — (u — a)t = 0, die

vom Ursprung der Membran (¢t = 0, 2 = 0) ausgehen und auf denen 27 (a — u) = const

gilt. Diese Strahlen werden von den anderen Charakteristiken mit ‘fl—f = u + a geschnitten,
die alle von links aus dem Zustand (5) kommen. Fiir diese gilt:

2 n 2
a U =
k—1 k—1

'0/5

Aus der Strahlengleichung * — (u — @) - t = 0 erhdlt man damit die Zusténde in der
Expansionswelle, z.B.

U 2 T a k—1 T

[ — 1 + — , [ — 1 4+ —

as k41 as t as k+1 as t
Die anderen Gasgrofen erhélt man aus der Isentropenbeziehung. Die Grenzcharakteristiken
der Expansionswelle sind links x — a5t = 0 und rechts x — (u3 — a3)t = 0.

Die numerische Losung erfolgt fiir Anfangszustdnde, die einem Testproblem aus der Lite-
ratur entnommen wurde:

Yee, H C.: A Class of High-Resolution Explicit and Implicit Shock-Capturing Methods.
Lecture Series 1989-04, von Karman Institute for Fluid Dynamics, Rhode-St-Genese, Bel-
gium, (1989).

Danach werden folgende Anfangsbedingungen bei ¢t = 0 vorgeschrieben:

z <0 : us =0  py = 1,424 Ty = 2438 K ps; = 9,88-10° %%
x>0 w =0 p =014 T, =252 K p =993 1005
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Der Integrationsbereich betragt —7m < x < 4+7m. Die numerische Auflésung erfolgt mit
tmax = 141 Punkten, hieraus ergibt sich eine konstante Schrittweite von Az = 0, 1m. Die
Darstellung der Ergebnisse erfolgt nach einer Zeit ¢,y = 4-1073sec. Zu dieser Zeit befinden
sich Stofs und Expansionswelle gerade noch innerhalb des Integrationsbereiches.

Als Randbedingung wird links und rechts eine feste Wand angenommen. Fiir eine feste
Wand gilt v = 0 . Aus dem Impulssatz folgt daraus p, = 0, was numerisch durch Ersetzen
des Wandwertes durch den néchstinneren Punkt approximiert wird.

Der Zeitschritt At wird aus der Courant-Zahl C' berechnet, die fiir die einzelnen Verfahren
vorgegeben wird.

At = C - Az [ max || mit max |A| = max (|u| + a)

Die Losung der Euler Gleichungen erfolgt mit verschiedenen, expliziten Verfahren, um
einige typische Losungseigenschaften zu demonstrieren.

Die folgenden Bilder zeigen Ergebnisse der numerischen Losung der Euler Gleichungen
fiir das Stofsrohrproblem, wie oben beschrieben. Die Kreise entsprechen dabei der numeri-
schen Losung auf den einzelnen Gitterpunkten, die durchgezogene Linie der exakten Losung
iiber der Lauflinge x zu der vorgebenen Zeit t.,q nach dem Platzen der Membran.

Die Abbildungen 2.4.1 a) bis d) zeigen jeweils Dichte, Druck, Mach-Zahl und Geschwindig-
keit fiir das Stofrohrproblem. Anhand dieser Grofen erkennt man die typischen Wellenvor-
gange, wie Expansionswelle, Kontaktfliche und Verdichtungssto. Zu erkennen ist auch,
daf fiir Druck und Geschwindigkeit die Werte iiber der Kontaktflache konstant bleiben. Die
numerische Losung wurde hierbei mit einem Runge-Kutta Verfahren bei einer Courantzahl
von C' = 1.5 ermittelt. Fiir die Ortsdiskretisierung wurde Flux-Vector Splitting mit Limiter
nach van Albada, van Leer verwendet, in der Form wie weiter oben beschrieben.

In den folgenden Abbildungen 2.4.2 a) bis d) ist zur Darstellung der Losungseigenschaften
verschiedener Verfahren der Dichteverlauf dargestellt.

Die Abb. 2.4.2 a) zeigt die Losung mit dem Lax-Keller Verfahren, als Beispiel eines Verfah-
rens erster Ordnung genau, O(Az, At) mit C' = 1. Der Verlauf zeigt deutlich die Effekte
zu hoher numerischer Zahigkeit, die zu Verschmieren der Diskontinuitéten fiihrt.

In Abb. 2.4.2 b) und c¢) wurde das (zentrale) Mac Cormack Verfahren benutzt mit C' = 0.8.
Ohne Dampfung zeigt dieses Verfahren sehr starke Schwingungen und in diesem Falle sogar
instabil. Mit einem schwachen Stof-Dampfungsterm, £ = 0.1 in Abb. b) bleibt die Lo-
sung stabil, zeigt jedoch noch merkliche Schwingungen. Mit stérkeren Dampfer, e? = 0.25
und zusitzlicher Hochfrequenzdimpfung, ¢ = 0.05, ist die Lésung in Abb. c) glatter,
jedoch noch nicht ganz schwingungsfrei. Diese Verldufe zeigen das typische Verhalten von
zentralen Schemata, die bei Diskontinuitéten sorgfiltiges Abstimmen der Dédmpfungsterme
erfordern.

Zum Vergleich ist in Abb. d) noch einmal die Losung mit Flux-Vector Splitting und Limiter
dargestellt. Der Verlauf der Losung ist glatt und folgt sehr gut den Diskontinuitédten. Die
gute Auflésung von Diskontinuitéten ist i.a. kennzeichnend fiir Upwindverfahren mit TVD
Eigenschaften, wie die hier aufgefiihrten Beispiele von Flux-Vector Splitting und Flux-
Difference Splitting. Der Rechenaufwand solcher Schemata ist jedoch um einiges hoher, als
fiir zentrale Schemata.
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Abbildung 2.4.1: Losung der Euler Gleichungen fiir das Stofrohrproblem. Verlauf von
Dichte, Druck, Mach-Zahl und Geschwindigkeit iiber der Lauflinge x zu einer Zeit t.,q.
Runge-Kutta Verfahren mit Flux-Vector Splitting und Limiter nach van Albada, van Leer.
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10 10 —
8 8 -
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6 6 — —
4 4 — —
2 2 —
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0 0 | | | | | | |
-6 -4 =2 0 2 4 6
X
(b) MacCormack (weak damping)
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Exact — Exact
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(¢) MacCormack (strong damping) (d) RK flux-vector splitting
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X X
(e) RK AUSM (f) Dual-time stepping

Abbildung 2.4.2: Losung der Euler Gleichungen fiir das Stofrohrproblem. Verlauf der
Dichte iiber der Lauflinge x nach einer Zeit ¢.,4. a) Lax-Keller Verfahren mit C' = 1. b)
MacCormack Verfahren mit C' = 0.8, e® = 0.1 ¢) MacCormack Verfahren mit C' = 0.8,
@ =0.25, é® = 0.05 d) Runge-Kutta Verfahren mit Flux-Vector Splitting und Limiter
nach van Albada, van Leer. e) Runge-Kutta Verfahren mit Advection Upstream Splitting
Method (AUSM) f) Dual-Time Stepping Verfahren mit kiinstlicher Zeitableitung
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2.4.5 Ortsdiskretisierung in mehreren Dimensionen

Die numerische Losung der eindimensionalen Euler-Gleichungen, wie zuvor behandelt, bil-
det die Grundlage fiir die Losung der Gleichungen in zwei und drei Dimensionen. In den
meisten Verfahren hierfiir wird in jeder Koordinatenrichtung eine quasi-eindimensionale
Fludiskretisierung formuliert, so daf sich ein mehrdimensionales Verfahren im Prinzip aus
eindimensionalen Diskretisierungen zusammensetzt.

Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich der Einfachheit halber auf zwei Dimensio-
nen im Ortsraum. Die Erweiterung auf drei Dimensionen kann i.a. analog dazu erfolgen.
Die Euler-Gleichungen in allgemeiner Integral- bzw. Divergenzschreibweise sind:

/Utd7+}{ﬁ-ﬁdA:O bzw. U, +V-H =0
T A

Als Referenzsystem wird ein kartesisches, zweidimensionales Koordinatensystem x, y, t ver-
wendet. Mit den kartesischen Komponenten des Flufvektors H = (g), des Nabla-Operators

°]
V = (?) und des Vektors der Flachennormale 77 dA = (_dgx) ergeben sich die Erhaltungs-

o
gleichuﬁgen in Integral- bzw. Divergenzschreibweise zu:

/Uth—I—j{F-dy—fG-dx:O bzw. U, + F, + G, =0

T

Beide Formen sind Ausgangspunkt konservativer Diskretiserung der Euler-Gleichungen.
Die Formulierung des Erhaltungsprinzips fiir Masse, Impuls und Energie im diskreten Raum
erfolgt an einem kleinen Kontrollvolumen 7 = 0(Ax - Ay) des Rechengitters.

Die Festlegung des Kontrollvolumens fiir ein vorgegebenes Gitter ist ein wesentlicher Punkt
fiir die konservative Ortsdiskretisierung. In mehreren Dimensionen kann dieses auf verschie-
dene Art erfolgen. Die wichtigsten Anordnungen des Kontrollvolumens sind:

knotenzentriert zellzentriert kantenorientiert

R i
i m@

Bei der knotenzentrierten Anordnung (node-centered scheme) sind die Variablen U und die
Ortskoordinaten (z,y) auf dem gleichen Gitterpunkt definiert. Die Berandungen des Kon-
trollvolumens werden jeweils in der Mitte zwischen zwei benachbarten Punkten gewahlt.

In der zellzentrierten Anordnung (cell-centered scheme) sind nur die Ortskoordinaten auf
den Gitterpunkten definiert. Die Variablen U werden im Zentrum der aus vier Gitterpunk-
ten gebildeten Zelle angenommen. Die Indizierung der Variablen U, ; und der Geometrie
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%;j,Yi; gilt dann nicht mehr fiir den gleichen Ort.

Die kantenorientierte Anordnung (cell-vertex scheme) setzt sich im Prinzip aus vier zell-
zentrierten Kontrollvolumen zur Berechnung der Werte U, ; im zentralen Punkt x;;,v; ;
zusammen. Variable und Koordinaten sind im gleichen Gitterpunkt definiert.

Alle drei Anordnungen des Kontrollvolumens sind in der Literatur gebrduchlich. Sie un-
terscheiden sich bei der Formulierung der numerischen Fliisse und der Randbedingungen,
ohne dafs jedoch eine der Anordnungen wesentliche Nachteile oder Vorteile gegeniiber der
anderen hat. Die verschiedenen Kontrollvolumina kénnen sowohl in kartesischen als auch in
allgemeinen, krummlinigen Gitternetzen angesetzt werden. (Ahnliche Anordnungen gelten
auch auch fiir triangulierte Gitter mit dreiecksformigen Zellen. Die Formulierung hierfiir
tiberschreitet jedoch den Rahmen dieser Vorlesung.)

Fiir die folgenden Betrachtungen wird beispielhaft die knotenzentrierte Anordnung des
Kontrollvolumens gewéhlt.

Ortsdiskretisierung in 2-D, kartesischen Gittern

Fiir die Diskretisierung in einem kartesischen Orts-
raum wahlt man ein Gitternetz, dessen Punkte in
den Achsenrichtungen orientiert sind. Die Indi-
zierung sei ¢ = 1,2, -+ iyqe flir die x-Richtung
und j = 1,2, -, Jmae fir die y-Richtung. Die
Schrittweiten zwischen den Gitterpunkten werden L
nicht mehr als konstant vorausgesetzt. =1,]

i+1,]

Die Diskretisierung mittels der Integralform der
Euler Gleichungen bietet eine physikalisch sehr
einsichtige Art der Diskretisierung. Da hierbei
das FErhaltungsprinzip direkt auf ein kleines,
endliches Volumen 7 angewendet wird, spricht
man bei dieser Diskretisierung von der “Finiten
Volumen-Methode”. _
Zur Formulierung der zeitlichen Anderung der
konservativen Grofen U im Volumen 7 betrachtet
man die Variablen U;; als rdumlich tber 7 ge-
mittelte Grofen. Fir das Kontrollvolumen 745cp
ergibt sich

AU;
/Uth — At’] * TABCD

T

Die zeitliche Anderung ist im Gleichgewicht mit den Fliissen normal iiber die Oberfliche
von 7. Die Fliisse iiber eine Zellwand des Kontrollvolumens werden als stiickweise konstant
vorausgesetzt. [hr Vorzeichen richtet sich nach dem Normalenvektor, der auswérts gerichtet
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als positiv definiert wird. Fiir die vier Seiten des Kontrollvolumens ergibt das Flufintegral
bei vorgegebenen mathematisch positiven Umlaufsinn

%ﬁ‘ndA% ﬁAB+ﬁBC+I:[CD+ﬁDA

Fiir ein kartesisches Element vereinfacht sich diese Beziehung, da die Flachennormale jeweils
mit einer Koordinatenrichtung zusammenfillt.

7{ Fdy — j{ Gdr =~ FapAyap + Fop Ayep — Gpe Axpe — GpaAxpa
A y

Entsprechend dem Umlaufsinn ist
Ayap = yp — ya Azrpc = ¢ —xp -

Damit lautet die diskretisierte Integralform der Euler-Gleichung

AU,
At

“Tapcep + Fap Ayap + Fop Ayep — Gpe Axpe — GpaAxpy = 0

Fiir die Formulierung eines Algorithmus ist es i.a. giinstiger, die Indizierung mit ¢, j ein-
zufithren. Damit wird:

Tit1 — Ti—1
% = Azps = —Azpc

Ay; = e Ayap = —Aycp

Ai:
o 2

Ti,j = Tapcp = Ax;- Ay;

Fi+1/2,j = Fup Fi—l/z,j = Ffep

Gi+l/2,j = Gpc éi,j—l/Q = Gpa

Mit diesen Beziehungen ergibt sich die Integralform zu:

NG _ ) .
< Aw; - Ay; + (Fi+1/2,j - i—1/2,j> Ay; + (Gi,j+1/2 - Gz‘,j—l/Q) Az; =0

At

Fiir die Diskretisierung der Divergenzform ersetzt
man die Ortsableitungen durch Differenzen der zu- |

nichst als bekannt vorausgesetzten numerischen ﬁGi,jH/Z
Flisse Fiil/z ; und (N?i, j+1/2 an den Zellwénden.
Damit ergibt sich die diskretisierte Form:

i+1/2,]

AU’i7j + ﬁi+1/2,j - ~i—l/2,j + éi,j+1/2 - éi,j—l/Z o
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Wegen der direkten Differenzenbildung wird diese Vorgehensweise oft als ,Finite Differen-
zen Methode” bezeichnet.

Die selbe Differenzenformulierung erhélt man auch aus der oben diskretisierten Integral-
form durch Division von 7; ; = Az, - Ay;. Die diskretisierten Euler Gleichungen fiir zwei
Dimensionen haben somit die gleiche Form, wie sie fiir eindimensionale Gleichungen herge-
leitet wurde. Im Unterschied dazu miissen jedoch die numerischen Flufsfunktionen Fiil /2,
in z-Richtung und C;’i, j+1/2 in y-Richtung festgelegt werden. Dies erfolgt analog zum ein-
dimensionalen Fall durch Interpolationspolynome in der betreffenden Richtung.

Als Beispiel ergibt sich der zentral diskretisierte Fluf mit kiinstlicher Dédmpfung zu:

~ UZ -4 Uz 1

Fitap; = F(”T“”Hdé‘”(U) —dP(U)
. U+ Uij

Gijpe = G (JTJH) +dD(U) - dP ()

Die Démpfungsterme d,(U) und d,(U) werden durch zweite und vierte Differenzen in z-
bzw. y-Richtung ersetzt.

Ortsdiskretisierung in krummlinigen Gittern

Anwendungen der numerischen Stromungsmechanik erfordern meist die Berechnung der
Stromung um gekriimmte Oberflichen, wie z.B. Tragfliigelprofile, Turbinenschaufeln oder
Riimpfe. Bei Verwendung kartesischer Gitter liegen die Oberflichenkonturen irgendwie
zwischen den Gitterpunkten und die Diskretisierung der Randbedingungen erfordert Inter-
polationen, die zu Fehlern fithren kénnen. Deshalb verwendet man in den meisten Féllen
Gitternetze, die an der Oberflachenkontur orientiert sind. Damit wird eine Gitterlinie, bzw.
eine Gitterfliche in 3-D, identisch mit der Kontur. Entlang einer solcher Gitterlinie konnen
die Randbedingungen eindeutig festgelegt werden. Diese konturorientierte Anordnung des
Gitters filhrt im Inneren des Integrationsbereiches zu einer krummlinigen Gitteranordnung,
die im allgemeinen auch noch nicht orthogonal ist.

Die grundsétzliche Vorgehensweise zur Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen in
einem solchen krummlinigen Gitter wurde bereits mit der konservativen Diskretisierung in
eindimensionalen und zweidimensionalen, kartesischen Gittern beschrieben.

Die Gitternetzgenerierung, d.h. die Verteilung der Gitterpunkte im Integrationsbereich ist
im Vergleich zu kartesischen Gittern nicht mehr trivial, da durch die allgemeine, krumm-
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linige Anordnung mehr Freiheitsgrade zur Anordnung der Netzpunkte bestehen. Wesent-
licher Grundsatz hierbei ist, daf der Diskretisierungsfehler fiir die Erhaltungsgleichungen
und fiir die Randbedingungen klein gehalten werden. Einige Gesichtspunkte fiir die An-
ordnung eines Gitternetzes sind hierbei:

e Vorgebene Randkonturen des Integrationsbereiches miissen geometrisch korrekt erfafst
werden.

e In Gebieten starker Anderungen der Variablen, z.B. am Rand oder in Nihe eines
Stofses, soll die Gitterpunktanordnung dichter sein.

e Die Schrittweiten zwischen den einzelnen Gitterlinien sollen sich jedoch nur schwach
andern, grofsere Anderungen fiithren zu groferen Diskretisierungsfehlern.

e Die Gitterzellen sollen nicht zu stark verzerrt sein, da der Winkel zwischen zwei
Zellwénden sich ebenfalls auf den Diskretisierungsfehler auswirkt. Anzustreben sind
orthogonale, zumindestens nahezu orthogonale Gitter.

e In einigen geometrischen Anordnungen, vor allem in drei Dimensionen kénnen Git-
ternetzsingularitdten auftreten. Typisch fiir solche Singularitdten ist zum Beispiel
der Ursprung (r = 0) in Zylinderkoordinaten. In Nahe solcher Singularititen treten
irregulidre Gitterzellen auf, die zu grofsen Diskretisierungsfehlern fithren. Fiir sol-
che Zellen sind spezielle Diskretisierungen durchzufiihren, bzw. lassen sich oft durch
andere Netzanordnungen solche Singularitdten vermeiden oder reduzieren.

Die Generierung krummliniger Gitternetze kann mittels verschiedener Methoden erfolgen.
In einfachen Féllen kann durch algebraische Beziehungen, z.B. durch Vorgabe des Funkti-
onsverlaufes der Gitterlinie zwischen zwei Réndern, die Punkteverteilung festgelegt werden.
Fiir kompliziertere Konturen gibt es spezielle Netzgenerierungsverfahren, die z.B. auf der
Losung von elliptischen Gleichungen fiir die Punktkoordinaten aufbauen. Die Darstellung
solcher Netzgenerierungsverfahren kann der Literatur entnommen werden.

Thompson, J.F., Warsi, Z., Mastin, C.W.: Numerical Grid Generation, Foundations and
Applications. Pub. North-Holland, (1985).

Weatherill, N.P.: Mesh Generation in Computational Fluid Dynamics. VKI Lecture Series
on Comp. Fluid Dynamics, von Karman Institut for Fluid Dynamics, Rhode-Saint-Genese,
March 1989, (1989).

Fiir die Diskretisierung in krummlinigen Gittern
wird ein Gitternetz angenommen, fiir das die Rich-
tungen der Gitterlinien durch neue Koordinaten
definiert werden, z.B. hier mit £ und n und der
Indizierung & = ¢ - A§ und n; = j - An. Die kon-
servative Diskretisierung in einem solchen Gitter
erfordert die Festlegung eines Kontrollvolumens 7
um einen Gitterpunkt (7, j). Verschiedene Anord-
nungen des Kontrollvolumens wurden bereits zu-
vor aufgefiihrt. Fiir die folgende Diskussion wird
eine knotenzentrierte Anordnung des Kontrollvolu-
mens angenommen. In dieser Anordnung sind die
Koordinaten z;;, y;; und die Variablen U;; auf
dem gleichen Gitterpunkt definiert. Das Kontroll-
volumen 7 wird in der Mitte zwischen dem Punkt
1,7 und den benachbarten Punkten gebildet.
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Die Diskretisierung in krummlinigen Gittern kann sowohl von der Integral- als auch von
der Divergenzform ausgehend, durchgefithrt werden. Beide Vorgehensweisen sind in der
Literatur gebrauchlich, die korrekte konservative Formulierung beider fithrt zur gleichen
Differenzenapproximation.

Die Diskretisierung mittels der Integralform
der Euler-Gleichungen bietet eine physika-
lisch sehr einsichtige Art der Diskretisierung.
Da hierbei das integrale Erhaltungsprinzip

direkt auf ein kleines, endliches Volumen ”
7 angewendet wird, spricht man bei dieser ’y
Diskretisierung von der “Finiten Volumen-

Methode”.

Die Ausgangsgleichungen sind die integralen
Erhaltungsgleichungen

/Uth—{—fF-dy—jI{G-dx:O

T A A

Das Kontrollvolumen 7 = 745cp wird durch
die Eckpunkte ABCD definiert. In der kno-
tenzentrierten Anordnung ergeben sich die
Koordinaten der Zelleckpunkte als arithme-
tisches Mittel der Koordinaten der umliegen-
den Gitterpunkte, z.B.

rp = (Tij + Tiy1j + Tiy1 o1 + Tijy1)/4

Y = Yij + Yir1j + Yirrj+1 + Yijr1)/4 A

Das Kontrollvolumen (=Fléche in 2-D) 74pcp kann mittels des Vektorproduktes der Orts-
vektoren 77 = (;) bestimmt werden, z. B. in der Form:
1

Tapcp = = (T —Tp) X (To —T4) =

9 ((zB —zp) (yo — ya) — (xc¢ — za) (Y — YD))

1
2
Die positiv definierten Normalenvektoren einer Zellwand sind auswérts gerichtet, fiir die
Auswertung des Flukintegrales wird mathematisch positiver Umlaufsinn angenommen.

Die zeitliche Anderung der konservativen Groéfen im Volumen 74pcp ist somit

AU; 5
/Uth — Atjj * TABCD

T

Die zeitliche Anderung ist im Gleichgewicht mit den Fliissen normal iiber die Oberfliche
von 7. In allgemeiner Form ergibt das Flufintegral fiir einen vorgegebenen mathematisch
positiven Umlaufsinn
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4
fﬁ.ndA ~ S (H - 7AA) = g + Hee + Hep + Hpa
k=1

Die Fliisse Hj, sind hierbei die Normalprojektionen der physikalischen Fliisse, multipliziert
mit dem Oberflichenelement AA jeder Zellwand. Sie erhélt man mit den kartesischen

Komponenten des Flusses H= (g) und des Flachenormalenvektors nAA = (_AA@’x) Zu:
Hap = FapAyap — GapAvap , Hpo = Fpe Aype — Gpe Avpe  usw.

Entsprechend dem Umlaufsinn ist

Ayap = Y — Ya Axpc = x¢ — xp -

Man beachte hierbei, dak die Vorzeichenregelung durch die auswértsgerichteten Flachennor-
malen und dem mathematisch positiven Umlaufsinn festgelegt ist. Die Flusskomponenten,
z.B. Fap, G s, werden, wie bereits vorher gezeigt, durch Interpolationspolynome zwischen
den benachbarten Punkten bestimmt.

Die diskretisierten Euler Gleichungen fiir den Punkt (4,7) mit dem Kontrollvolumen
Tacp lauten somit:

AU;

AL -Tapep + Hap + Hpe + Hop + Hpa =0

Die Diskretisierung der Divergenzform (Finite Differenzen Methode) erfordert zunéchst die
Transformation der Ausgangsgleichungen in kartesischen Koordinaten (z, vy, t)

Ut—’—Fx‘f—Gy:O

in das neue krummlinige Koordinatensystem (£, 7, 7). Stellt man die physikalische Ebene
(x,y) in den neuen Koordinaten (£, n) dar, so wird der urspriinglich krummlinige Integrati-
onsbereich als Rechteckbereich mit dquidistanten” Schritten A& und An abgebildet. In der
transformierten Form kann dann die Diskretisierung fiir ein vorgebenes Kontrollvolumen
erfolgen.

Zur Transformation der Gleichungen wird angenommen, daf jeder Punkt (z,y,t) im physi-
kalischen Raum durch einen Punkt im transformierten Raum (&, 7, 7) eindeutig abgebildet
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wird. Fiir ein in der Zeit festes Gitter gilt dann:

r=z(&n) , y=y&n) , t=r1

Die Ableitungen einer Funktion f(x,y,t) in den neuen Koordinaten erhdlt man mit der
Kettenregel zu:

fe = foze + fyue

fn = fac Ty + fy Yn
fT - ft
Daraus ergeben sich die Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten zu:
1
fx = j(+ynf§ - yffn)
1
fy = j(_xnfﬁ + ¢ f)

J = Teyy — xpye

Diese Transformation kann auch formal mit Hilfe der Funktional (Jacobi-) Determinanten
durchgefiihrt werden. Hierbei ist

T= ) | wy g | T T e
_ 1oty _ 1) fe we| _ 1 B 10 f) 1,
Je = J (&, m) T f77 Un - J(ynf5 yEfn) fy = J o(&,n) - J( xnfﬁ + xﬁfn)

Ersetzt man damit die kartesischen Ableitungen in der Divergenzform, so erhélt man:
Ut'J + (yan - yan) + (_anf + $5G7]) =0

Die Gleichungen in dieser Form sind jedoch nicht konservativ. Durch Umformulieren der
Terme, wie z.B.

(Yn Fe — We F)y = yn Fe — ye By + F (Yne — Yen)
0

kann die Divergenzform in den neuen Koordinaten wiederhergestellt werden. Somit lautet
die transformierte Divergenzform der Euler Gleichungen:

U -J+ (g F — 2,G)e + (—ye FF + 2¢G), =0

Die Ausdriicke in den Klammern sind die mit der Fliache multiplizierten kontravarianten
Flukkomponenten, die den Fliissen normal zur jeweiligen Zellwand entsprechen. Fiir diese
Fliisse werden die Abkiirzungen F' und G eingefiihrt.

U-J+ Fe+G, =0
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Die Diskretisierung der Gleichungen erfolgt im transformierten Raum (£,7) in einem dqui-
distanten Gitternetz mit { = ¢A¢ und n = jAn. Mittels der Definition der numerischen
Fliisse Fiiq /2,; und G’i,jil /2, die eine Approximation der kontravarianten Fliisse F' und G
darstellen, entsteht eine Formulierung analog zu den 1-D und 2-D, kartesischen Beispielen.

AUi,j . J + E+1/2,j - i—1/2,5 + Gi,j+1/2 - Gi,jfl/Q _ 0
At A& An

Die numerischen Fliisse eines allgemeinen,
zweidimensionalen Gitters enthalten die phy-
sikalischen Flukkomponenten F' und G und
Metrikterme, wie z¢ und x,,.

1ny = — +1/2.5
Fit1/2, (+yn ' — 2y G)iz1y2

Gijti2 = (_xEF‘{'?/EG)i,jilﬂ

Ihre geometrische Bedeutung und ihre Dis-
kretisierung wird einsichtig durch einen Ver-
gleich mit der diskreten Integralform (Finite
Volumen Methode). Da in beiden Féllen
das gleiche Kontrollvolumen zugrunde liegt,
miissen beide diskreten Formen {ibereinstim-
men. Die Koordinaten (§,7) dienen lediglich
der Richtungszuweisung, fiir einen Vergleich
wird deshalb willkiirlich A =1 und An =1
gesetzt.

Als erstes erkennt man, dafs die Jacobi-Determinante J das Kontrollvolumen représentiert,

d.h.
Jij = Tij = TABCD

Die Zellwénde AB und CD, bzw. BC und DA entsprechen den Orten i £+ 1/2,j, bzw.
i,7 £ 1/2. Damit ist z.B.

Fiyipp; = (FygF — 2,GQ)ig1y2; = Hup = Ayap Fap — Az ap Gap

Die Metrikkoeffizienten (x,,y)i41/2,; beschreiben somit die Anderung der Koordinaten
langs der Zellwand AB, d.h. ldngs n bei & = const. Der numerische Flufs EH/QJ ist
der mit der Flache multiplizierte Fluf normal zur Zellwand AB.

In dhnlicher Weise konnen die anderen Komponenten interpretiert werden. Es ist jedoch
auf die Vorzeichenkonvention zu achten. In der Integralform richtet sich das Vorzeichen
nach der Fliachennormale, in der Divergenzform nach der positiven £ und 7 Richtung.
Damit liegt die konservative Diskretisierung in einem allgemeinen, krummlinigen Gitter
fest. Welche der beiden Ausgangsformen, Integral- oder Divergenzform, gewahlt wird, ist
meist subjektiv bedingt. Beide sind in der Literatur vertreten. Die Integralformulierung
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ist meist anschaulicher, die Divergenzformulierung mathematisch formaler.

Fiir die vollstdndige Ortsdiskretisierung sind die numerischen Fliisse Eil /2,5 und émil /2
als Funktion der konservativen Variablen U auf den Gitterpunkten (7, j) zu formulieren. Die
Vorgehensweise ist analog zu der fiir eindimensionale Probleme. Im Prinzip wird fiir jede
Zellwand die Fluffunktion durch eine eindimensionale Interpolation langs der Koordinate
quer zur Zellwand festgelegt. Somit konnen die verschiedenen eindimensionalen Flufsan-
séitze, wie zentrale Fliisse, Flux-Vector und Flux-Difference Splitting iibertragen werden.

Beispiel:
Als Beispiel soll eine zentrale Formulierung des diskreten Ortsoperators Res(U) fir einen
Punkt (i, j) gezeigt werden. Das Residuum Res(U) ist definiert als :

Fiji25 — ~z>1/2j Gijri2 — Gij—1/2
Res(U);; = ’ = 4+ :
mit
~i:|:1/2,j = (tyn F' — 2, G)ix1p2,
Gijri2 = (=2 F 4 ye G)ijr1)2

Der Vektor der Erhaltungsgrofien U und die kartesischen Komponenten F' und G des Fluf-
vektors sind:

P gu pu

U — pu F o= pu” +p o — pzvu
pu puUv pv° +p
pE u(pE + p) v(pE + p)

Eine zentrale Differenz entsteht durch algebraische Mittelung der Zellwandwerte aus den
benachbarten Gitterwerten. Es ist z.B.:

1
(Ui +Uiprj) » Ujpp = 3 (Ui + Uij1)

DN | —

Uit1/2 =

Ersetzt man die Variablen in den Fiissen durch die gemittelten, konservativen Grofen, so
erhélt man fiir die numerischen Fliisse:

i+1/2,5 = +yn|i+1/2,j F(Ui-‘rl/Z,j) - xn|i+1/2,j G(Ui+1/2,j)
Gi,j+1/2 = —flfg|i,j+1/2 F(Ui,j+1/2) + y&’i,j+1/2 G(Ui,j+1/2)
Die Metrikkoeffizienten (A¢ = 1 und An = 1) fir ein knotenzentriertes Kontrollvolumen

sind dabei z.B.:

1

Tpliv12; = Arap= 1 (Tij+1 + Tit1j01 — Tij—1 — Tig1,j-1)

Telijre = —Arpe = 7 Ty i — T — Ti-1,+1)
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Die Berechnung der anderen Flufsanteile erfolgt analog. Damit ist das Residuum Res(U)
vollstandig formuliert. (Auf die Ddmpfungsterme wurde der Einfachheit halber verzichtet.
Diese werden analog zum eindimensionalen Fall fiir die einzelnen Richtungen definiert.)

Die diskretisierten Euler Gleichungen lassen sich somit zusammenfassen zu:

At

-J + RES(U)i,j =0

Die Auflosung dieses Gleichungssystems kann mit Hilfe der expliziten oder impliziten Lo-
sungsverfahren erfolgen, die fiir die skalare Modellgleichung, bzw. fiir die eindimensionalen
Euler Gleichungen bereits beschrieben wurden.
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