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Integrale und Additionstheoreme
Additionstheoreme

o sin(z + y) = sin(z) - cos(y) £ sin(y) - cos(z)
o cos(z £ y) = cos(z) - cos(y) F sin(z) - sin(y)
e sin’(z) + cos?(z) = 1

o sin(2z) = 2 - sin(z) - cos(x)
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1. Aufgabe: Fragenteil (13 Punkte)

1. Es wird im Folgenden ein symmetrisches Laminarprofil NACA 64(2)-015 betrachtet.

(a) Zeichnen Sie fiir dieses Profil die Polare ¢, = f(c,) bei der Auslegungsreynoldszahl von Re, = 2 - 10°
im Falle einer inkompressiblen Anstrémung. Nehmen Sie hierfiir an, dass der Profilwiderstands-
beiwert beim Nullauftriebswinkel c¢,,, = 0.005 betragt.

(b) Erweitern Sie IThr Diagramm aus 1(a) mit der Polare fiir die Reynoldszahl von Re. =5 -10° im
Falle einer inkompressiblen Anstrémung.

2. Wie lautet die linearisierte Stérpotentialgleichung im Unter- und im Uberschall? Wie breiten sich die
Storungen innerhalb von Uberschall- bzw. Unterschallstrémungen aus?

3. Gegeben ist die reibungsfreie Stromung iiber eine Wellenoberfliche mit der Kontur y = esin(ax) bei
zwei Machzahlen My, 1 > 1und M2 < 1. Skizzieren Sie das Stromlinienbild iiber die Wellenoberfléiche
fiir diese beiden Machzahlen und erklidren Sie stichpunktartik die Ursache fiir die Entstehung des
Wellenwiderstandes. Ordnen Sie die folgenden Ausdriicke fiir den Druckbeiwert den beiden Machzahlen
zu und begriinden Sie Thre Antwort:

(a) ¢, = —\/% sin(ax)
oo

(b) ¢p = ——F22_ cos(ax)

VIMZE 1]

4. (a) Um ein NACA 2412 Profil bildet sich bei My, = 0.4, o = 5° und Re; = 0.4 - 10° das in Abb. 1.1
dargestellte Stromungsfeld aus. Skizzieren Sie in den Losungsblittern sorgfiltig die zum darge-
stellten Stromungsfeld zu erwartende ¢, Verteilung. Markieren Sie in Ihrer Skizze und benennen
Sie stichwortartig die auf der Saugseite des Profils auftretenden herausragenden Merkmale, die
auf Reibungseffekte zuriickzufiihren sind.

1 Il } X=x/I

Abbildung 1.1: Stromungsfeld um ein NACA2412 Profils bei My, = 0.4, o = 5° und Re; = 0.4 - 10°

Hinweis:

Falls notig, tibertragen Sie die Skizzen in Thre Losungsblétter und zeichnen Sie die Lésung dort ein!



2. Aufgabe: Skelett-Theorie (18 Punkte)

Es soll die Umstromung eines Tragfliigelprofils mit Hilfe der Skelett-Theorie untersucht werden. Das Profil
liegt in einer Parallelstromung mit der Anstromgeschwindigkeit Uy, und dem Anstellwinkel . Zur Trim-
mung besitzt das Tragfliigelprofil ein Gelenk an der Stelle X, = 0.5, durch das eine Drehung des hinteren
Profilabschnitts 0.5 < X < 1.0 um den Winkel 7 erzeugt werden kann. Die Skelettlinie ist durch die Glei-
chung

Z;=0.1(0.25— (X —0.5)%), fir 0< X <0.5
Zi; =0.1(0.25 - (X —0.5)%) +n(X —0.5), fir 05<X <1.0

€T 25
it X =-— 75 ==
ml I l

gegeben.

1. Unter welchen Voraussetzungen ist die Skelett-Theorie giiltig?

2. Ermitteln Sie die Koeffizienten A; der ersten und zweiten Birnbaum-Ackermannschen Normalvertei-
lungen in Abh#ngigkeit der gegebenen Gréflen und dem Winkel 7.

3. Leiten Sie den allgemeinen Ausdruck fiir den Momentenbeiwert um die Profilnase
Cm = —%(2140 + 241 + Ag) her.
Hinweis: Vernachlissigen Sie in Threm Ansatz alle Koeffizienten A;,i > 3

4. Bestimmen Sie fiir das untersuchte Profil den Momentenbeiwert um die Profilnase ¢, unter Beriick-
sichtigung der Koeffizienten Ay und A;. Wie muss der Neigungswinkel n gewahlt werden, damit das
Moment im Neutralpunkt C,, o verschwindet.

Hinweis: ¢, = m(240 + A1)

Gegeben:  Anstellwinkel o, Anstromgeschwindigkeit Uy, Sehnenlidnge 1, Neutralpunktlage Xy = 0.25

Hinweise:

N
(@) = 2Us (AO tang + Z A, sin(ngp))

n=1
w N
we(p) = o= —Ao — Z Ay, cos(ny)
o0 n=1
Wq = 0% _ a
¢ oxX
2
Ac, = ?JE::)



3. Aufgabe: Uberschallstrémung (19 Punkte)

Es soll die supersonische Stromung um das dargestellte Profil mit gerader Unterseite untersucht werden.

1.

Z=z/|

Ma, @ @ @
Y025 ) 0.75 1 (6)X=/!

|
3

Das Profil wird zunéchst ohne Annahmen der linearisierten Potentialtheorie mittels der allgemei-
nen gasdynamischen Beziehungen untersucht. Der Anstellwinkel beziiglich der Profilsehne betragt
a = ap = 10°. Die Machzahl der freien Anstréomung ist M, = M; = 3.4. Bitte beachten Sie die Hin-
weise fiir Teil 1.

(a) Skizzieren Sie sorgfiltig das System aller evtl. auftretender Verdichtungsstofie, Expansionsficher
sowie Machschen Linien um das Profil. Gehen Sie davon aus, dass die Stromung an der Hinterkante
unter einem Winkel von § = 13° gegeniiber der x-Achse abstromt.

(b) Skizzieren Sie sorgfiltig in einer Hodographenebene die einzelnen Zustandsinderungen fiir die
Unterseite des Profils (1 — 5 — 6) und markieren Sie die entsprechenden Stromliniendnderungs-
winkel in Threr Skizze.

(c) Bestimmen Sie den Auftriebsbeiwert ¢; mittels der allgemeinen gasdynamischen Beziehungen in

Abhingigkeit der Druckverhiltnisse ]I:—j(i = 2,3,4,5). Bestimmen Sie die Druckverhiltnisse 5—;’ fiir
die Zusténde i=2,3,5 unter Verwendung der beigefiigten Diagramme.

Gegeben fiir Teil 1: Machzahl der freien Anstréomung M., = M; = 3.4, Anstellwinkel o =
ay; = 10°, Keiloffnungswinkel ¢ = 10°, Isentropenexponent v = 1.4.

Das in (1) untersuchte Profil wird nun im Allgemeinen iiber einen breiten Bereich an Mach-Zahlen
im Uberschall bei kleinen Anstellwinkeln a # 0° mittels der linearisierten Potentialtheorie
untersucht. Bitte beachten Sie die Hinweise fiir Teil 2.

(a) Bestimmen Sie den Auftriebsbeiwert ¢; des Profils in Abhéngigkeit der fiir Teil 2 gegebenen
Groflen.

(b) Bestimmen Sie den Widerstandsbeiwert ¢; des Profils in Abhéingigkeit der fiir Teil 2 gegebenen
Grofen.

Gegeben fiir Teil 2: Machzahl der freien Anstrémung M., Anstellwinkel o, Keil6ffnungs-
winkel e.

Hinweise:
0" 15° £ 2° | 20° +£2° | 25°£2° | 30° £2° | 35° &£ 2°
sin o &~ 0.25 0.35 0.4 0.5 0.55
c=YRT |, p=0oRT | CplinTheorie = ii
Ma? —1
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Abbildung 3.1: Prandtl-Meyer-Winkel v iiber Machzahl M
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Abbildung 3.2: Machzahlverhéltnis M; zu Ms iiber einen senkrechten Verdichtungsstof3
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Abbildung 3.3: Druckverhéltnisse iiber senkrechten Verdichtungsstofl und isentropes Druckverhéltnis iiber
der Machzahl M
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Abbildung 3.4: Anderung des StoBwinkels in Abhiingigkeit vom Umlenkwinkel fiir verschiedene Anstrom-
Machzahlen M,



Losung 1. Aufgabe: Fragenteil (13 Punkte)(LOSUNG)

1. (a) Die Polare des NACA 64(2)-015 Profils bei der Design-Reynoldszahl von Re. = 2 - 10% weist
folgende Merkmale auf (siehe die durchgezogene Linie in der Skizze):
-symmetrisch um die ¢,-Achse aufgrund der symmetrischen Profilform
-Laminardelle bei ¢,, = 0.005 von der Ausdehnung ¢, = £0.2 (3. Kennziffer)

(b) Eine hohere Reynoldszahl der Anstromung fithrt zur fritheren Transition der Grenzschicht und als
Folge zur Verringerung der Ausdehnung der Laminardelle und ihrer Verschiebung hin zu kleineren
Werten von ¢, (siehe gestrichelte Linie in der Skizze).

-
-
PR g

o
o

2. Potentialgleichung im Unter- und im Uberschall:

Unterschall: (1 — M2 )@z + pyy = 0 elliptische DGL (analog: Laplace-Gleichung)
Uberschall: (M2 — 1)pus — ¢y = 0 hyperbolische DGL (analog: Wellengleichung)

Da im Unterschall die Storpotentialgleichung eine elliptische DGL ist, breiten sich die Informatio-
nen bzw. Storungen in alle Raumrichtungen aus. Im Uberschall liegt eine hyperbolische DGL vor.
Dadurch ergibt sich eine Informationsausbreitung innerhalb des Mach’schen Kegels mit einem Halb-

6ffnungwinkel n = arcsin (MLCX)’ der in Stromungsrichtung liegt.



3.

4.

Stromungsverhéltnisse iiber der Wellenoberflache.

Moo,2 <1 Moo,l > 1

Wegen der Vorzeichenumkehr in der linearisierten Potentialgleichung (1 — M2 )¢us + gy im Uber-
schall durch den Term (1 — M2)) wird diese zur Wellengleichung. Die Strémungsinformationen breiten
sich nun nur stromab entlang der Charakteristiken aus. Die Druckédnderungen erfolgen nur aufgrund

lokaler Anderungen der Oberfliche (Prandtl-Meyer: positive Kriitmmung — Kompression, negative
dy
Kriimmung — Expansion, oder Formel ¢, = \/QL) Die sich daraus ergebende Druckverteilung auf

M2 —1
der Wellenoberfliache ¢, ~ cos(z) ist phasenverschoben zum Oberflichenverlauf. Dies ergibt eine finite
resultierende Kraft von der Stromung auf die Oberfdche in axialer Richtung, die als Wellenwiderstand
bezeichnet wird.

Die Machzahl M, 2 gehort zum ¢, Ausdruck a), da fiir diesen Fall die Wellenoberfliche und der Druck-
beiwert ohne Phasenverschiebung zueinander laufen. Die Machzahl My, 1 gehort zum ¢, Ausdruck b),
da fiir diesen Fall die Wellenoberfliche und der Druckbeiwert mit Phasenverschiebung zueinander
laufen.

(a) 1. Ablosung der laminaren Grenzschicht.
2. Umschlag der Stromung an der Abldseblase.
3. Wiederanliegen der turbulenten Grenzschicht.

' ' ' X=x/I
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Losung 2. Aufgabe: (LOSUNG) Skelett-Theorie (18 Punkte)

1. Voraussetzungen Skelett-Theorie:

1.

2.

e Potentialtheorie:
— reibungsfrei
— inkompressibel
— stationdr
— drehungsfrei
e kleine Storungen:
— diinne Profile
— kleine Wélbung
— kleine Anstellwinkel
Koordinatentransformation:
1 1.
X:§(1+coscp) dX:—§s1n<pd<p
Bestimmung von A,, durch Einsetzen der Koordinatentransformation und w,(p) in die kinematische
Stromungsbedingung, Multiplikation mit cos(py) und Integration:
T N Tdz®
/ —Ap — Z Ay, cos(ny) + a| cos(pp)dp = / cos(pp)dp
0 n=1 0 dX
firp=0:

1
1 [ 57 azs T 4z
Ay=a— - L / Ld
Sah=a w[/o X ('0+%7rdX@

Ableitung der Skelettlinie dZ°/dX:

dz; dz3

dXI' =—-01Q2z—-1)— dX{ = —0.1cos ()
dzi; azi ]

X —012z—-1)4+n— X = —0.1cos () +n

Einsetzen in Ag und der korrespondierenden Transformation:

1

1 ™ s
:>A0:Oz—; [/2 (—0.1cosg0+77)dgo+ﬁ —0.1coscpdg0]
0 5T

1 1
Ag=a—— [—O.l—l—wn—l—o.l} =a-—
us 2

N3

firp=n=1:

T T firn=p
cos(ny) - cos dp =< 2
/0 (ne) - cos(pp)dyp {0 fir % p

10
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1 1 Rk 1 1 ™
= — —0.1- o+ =sin2¢ | + nsiny 4+ |—0.1= | ¢+ =sin2¢
2 2 0 2 2 1

2
T 1
2
2 1 1 1
:—( 0122 45 —0.1= 7r+01”>
T

(—=0.1cos ) cos cpdga)

M

22 2 22

3. Fiir den Momentenbeiwert gilt.

1
= - / Acy(X)XdX
0
mit der Transformation X = 3(1 + cos(p)) bzw. % = —%folgt.
Cm = —/ Acy(@)(1 + cos(p)) sin(p)dy und mit dem Hinweis

-1 / [ijuﬂos(@)sin(w)dso

0
/1

A tan(g) sin(p) (1 + cos(p)) + A1 (1 4 cos(i)) sin?(p)
—_——

(1—cos(¢))
+ As(1 + cos(y)) sin(yp)sin(2¢p) ] dp
—_————

— 2 (cos(3p)—cos(p))

Ao (1= cos2()) + 511 + cos(@)(1 — cos(2)

e ( — cos(3p) + cos(ip) — cos(p) cos(3p) + cos2<so>)] dyp

. A 0 0 0
Apsin® () +21(ﬁlf —cos(2pTF cost) ™ cos(ipeos(Zp))
0
+ % (WBWOW+ cos” () >] dy

Wl

—%(2140 +2A; + Ag)

4. Unter Beriicksichtigung der ersten beiden Birnbaum-Ackermannschen Koeffizienten, Ag = a — 2 und
A = —2Tr—" + 0.1 folgt fiir den Momentenbeiwert.

T T 1 2

11



Aus den Hinweisen ¢, = 27(Ap + %) folgt:

Cq = 7T(2A0 + Al)

1 1
ca:27r<a—n<2+7r>+0.05>

Mit der Lage des Neutralpunkts im Rahmen der Skeletttheorie Xy = i folgt fiir den Nullmomenten-
beiwert:

T 1 2 ™ 1 1 !
cmozcm&:cmLEJrXNcl:fE a—n §+; +0.1 +§ oa—n §+; +0.05) =0
1 2 1 1
— —+=)—(z+—=)] =0.05
1(G+D-G+)
n = 0.057

12



Losung 3. Aufgabe: (LOSUNG) Kompressible Strémung (19 Punkte)

1. (a) System der Verdichtungsstoe, Expansionsficher sowie Machschen Linien.
Z=z/l

Machsche Linie ] ]
Expansion Expansion Schrager StoB

Ma, 1 2 / 3 //4 - slip line

Y0.25 5 0.75 \\* X=x/l

€ Expansion

Schréger StoB

(b) Zustandsidnderungen fiir die Unterseite des Profils (1 — 5 — 6)

v
c A \
\
M:s |  Expansionscharakteristik
' *
M*=1 \ / M1
e /
- 6 // a

v

/

/

I

[\

\

\

/

ﬁ‘c

AN MS
StoBcharakteristik

(¢) Mit der idealen Gasgleichung p; = g1 R} sowie der Beziehung fiir die Schallgeschwindigkeit
c1 = y/vRI} ergibt sich fiir den Auftriebsbeiwert:

L L L
: Poo/2030  p1/20fL  p1/2(MiV/RTT) 1= MvHRG
2L 2L

p1Miy RTy L yMip)l
p1/p1

Die Auftiebskraft ergibt sich aus den resultierenden Kréften senkrecht und parallel zum Keil wie
folgt.

L = Ry cos(a) — R sin(a)

_ _ b2 P3 P4
REL = (p5 R 4)l
l
R, = (p2—p4)1tan(€)

13



N (m _ b2 _ps_ %) Lcos(a) — (2 —pa) - tan(e) sin()
N —

Von hoherer Ordnung, Vernachlissigbar klein

1
o = 2(2]05—0.51’2—193—0.51’4)
yMi \ p1 P1 D1 P1

Bestimmung der gesuchten Druckverhéltnisse.

Zustandsénderungen fiir die Oberseite:

p2/p1?
Zustand 1 und 2 sind identisch, da keine Umlenkung stattfindet (a=¢)
— po/p1 =1 und May = May = 3.4

p3/p1 7
Expansion von 2 nach 3 = v3=1v0+¢

My =34 (Abb.3.1)= 1w =57" = wv3=57"+10°=67° (Abb.3.1)= Msz~4
Fiir das zweite gesuchte Druckverhiltnis folgt:

ps _p3 poy p2

D1 bPos P2 P1

1
(Abb.3.3) = B(Mz=4)~ PO My = 3.4) ~ 675

Do3 T150 o
D3 1
= —-0675-1=0.45
P1 150

Zustandsénderungen fiir die Unterseite:

Kompression von 1 nach 5 = 6§15 = a = 10°
M; =34 (Abb.34)= 6;5~25°

M, = 3.4 -sin25° =~ (Tabelle aus dem Hinweis) 3.4 - 0.4 = 1.36

Fiir das gesuchte Druckverhiltnis g—i’ folgt:
Ps
(Abb. 33) = (M, =1,36) ~ 2
n

Im Rahmen der linearisierten Potentialtheorie ldsst sich die Stromung um das gewdlbte Keil-
profil durch Superposition der Stromungen um seine Sehne, Skelettlinie sowie Dickenverteilung
beschreiben.

Fiir den Auftrieb ist nur der Anstellwinkel der Sehne « relevant. Somit ergibt sich mit dem
Hinweis ¢, jinTheorie = £ 25 und « als Anstellwinkel der Sehne bezogen auf die Hauptstro-

vVMa?—1
mungsrichtung fiir den Auftriebsbeiwert

4o

1
a=[ AcdxX=——2
: /o ’ Md? -1

14



(b) Der Widerstandsbeiwert ergibt sich unter Beriicksichtung jeweiliger Anderungswinkel §; der Stré-
mung und des Hinweises ¢, jinTheorie = i% aus der Summe des Auftriebsanteils, Wolbungs-
anteils und des Dickenanteils zu

Cd—Mjgo_l a2 +/01<5)Z()2dX+/01($)2dX

Auftriebsanteil
Walbungsanteil Dickenanteil
Fiir das vorliegende Keilprofil resultiert daraus.
40 + €2
2 2 2
cg = —F————=|0" +0.5(¢/2)" + 0.5(¢/2)" | = ————
o | (/2 +05e/2]) =
0.75 1
X=x/I
1
f/l
Maw _ \ X=x/I
o3 loss o5 1
+
Y g2
Maw \ X=x/I
— e r——— -
'0.25 0.75 1
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