
Tutorenprogramm - Strömungsmechanik II

Ähnlichkeitstheorie - Musterlösung

4. Aufgabe - Methode der DGL

Die Temperaturverteilung in der Strömung ist gegeben durch:
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dt
= λ∇2T − p (∇ · ~v) mit dT

dt
= ∂T

∂t
+ ~v · ∇T

ρcV

(
∂T

∂t
+ ~v · ∇T

)
= λ∇2T − p (∇ · ~v)

1. Eigenschaften und Gültigkeit der DGL

• Energieerhaltungsgleichung

• Gleichung enthält keine Terme mit η → Reibungsfrei

• ideales Gas mit cV = konst und λ = konst, (da cV 6= cV (T ) und λ
nicht differentiell auftritt)

• Strömung ist kompressibel

2. Ermittlung der Kennzahlen mit der Methode der DGL

Vorgehen:
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1. Entdimensionierung aller Variablen

2. Einsetzten der dimensionslosen Variablen in DGL

3. Reduktion der Kennzahlen durch geschicktes ausklammern

4. Vorfaktoren der entdimensionierten DGL entsprechen den Kennzahlen
des Problems

1. Entdimensionieren aller Variablen → Variablen: ρ,T, t, p,∇, ~v

ρ = ρ

ρ∞
, T = T − T∞

∆T , t = t

∆t , p = p

∆p,∇ = ∇L,~v = ~v

u∞

(zur Entdimensionierung von ~v wird u∞ benutzt, da dies der charakteristi-
schen Geschwindgkeit der Strömung entspricht)
→ ρ = ρρ∞ T = T∆T + T∞ t = t∆t p = p∆p ~v = ~vu∞ ∇ = ∇

L

2. Einsetzten in DGL

ρ∞cV ρ

(
∂(T∆T + T∞)

∂(t∆t) + u∞
L

(
~v · ∇(T∆T + T∞)

))
= λ

L2∇
2(T∆T+T∞)−p∆pu∞

L

(
∇ · ~v

)
mit

• ∂(T∆T +T∞) = ∂(T∆T )+��
�* 0

∂T∞ →Produktregel ∆T∂T +T����:
0

∂∆T = ∆T∂T

• ∇(T∆T + T∞) =
∂(T∆T+T∞)

∂x
∂(T∆T+T∞)

∂y

 =
∆T ∂T

∂x

∆T ∂T
∂y

 = ∆T
∂T
∂x
∂T
∂y

 = ∆T∇T

• ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

• ∇2(T∆T + T∞) = ∂2(T∆T+T∞)
∂x2 + ∂2(T∆T+T∞)

∂y2 = ∆T
(
∂2T
∂x2 + ∂2T

∂y2

)
=

∆T∇2
T

ρ∞cV ρ

∆T
∆t︸ ︷︷ ︸
(1)

∂T

∂t
+ u∞∆T

L︸ ︷︷ ︸
(2)

(
~v · ∇T

) = λ∆T
L2︸ ︷︷ ︸
(3)

∇2
T − u∞∆p

L︸ ︷︷ ︸
(4)

p
(
∇ · ~v

)
(1)

3. Reduktion der Anzahl der Kennzahlen durch geschicktes ausklammern

Die entdimensionierte DGL [1] enthält momentan 4 Vorfaktoren → 4 Kenn-
zahlen. Die Methode der DGL liefert die max. nötige Anzahl an Kennzahlen
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zur Beschreibung des Problems. Hier kann die Anzahl an Vorfaktoren durch
ausklammern noch um 1 reduziert werden, d.h. Faktor (1) oder (2) kann vor
die Klammer gezogen werden. Es bietet sich an Faktor (2) auszuklammern,
da (2) 3 Variablen und damit mehr Informationen enthält. Damit folgt:

ρ∞u∞cV ∆T
L︸ ︷︷ ︸

(1′)

ρ

(
L

u∞∆t
∂T

∂t
+ ~v · ∇T

)
= λ∆T

L2 ∇
2
T − u∞∆p

L
p
(
∇ · ~v

)

Jetzt muss (1’) auf die rechte Seite multipliziert werden:

ρ

 L

u∞∆t︸ ︷︷ ︸
(1)

∂T

∂t
+ ~v · ∇T

 = λ

ρ∞u∞cVL︸ ︷︷ ︸
(2)

∇2
T − ∆p

ρ∞u∞∆T︸ ︷︷ ︸
(3)

p
(
∇ · ~v

)

4. Damit ergeben sich die Kennzahlen des Problems zu:

Π1 = L
u∞∆t

Π2 = λ
ρ∞u∞cV L

Π3 = ∆p
ρ∞u∞∆T

3. Vereinfachung der DGL Vereinfachungen:

• 2D

• stationär → ∂
∂t

= 0

• inkompressibel → ρ = konst.→ausKonti. ∇ · ~v = ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0

• Grenzschichtströmung (δ << L) → Grenzschichtannahmen benutzen:
y = y

δ
, v = v

δu∞
L

ρcV

(
∂T

∂t
+ ~v · ∇T

)
= λ∇2T − p (∇ · ~v)

ρcV


�
�
��7

0
∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

 = λ

(
∂2T

∂x2 + ∂2T

∂y2

)
−
��

�
��

�
��*

0

p

(
∂u

∂x
+ ∂v

∂y

)

ρcV

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= λ

(
∂2T

∂x2 + ∂2T

∂y2

)
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Entdimensionieren der Variablen mit: x = x
L
, y = y

δ
, u = u

u∞
, v = v

δu∞
L

, T =
T−T∞

∆T Liefert:

ρcV

(
u∞u

∂(T∆T + T∞)
∂(xL) + δu∞

L
v
∂(T∆T + T∞)

∂(yδ)

)
= λ

(
∂2(T∆T + T∞)

∂(xL)2 + ∂2(T∆T + T∞)
∂(yδ)2

)
=

ρcV

(
u∞∆T
L

u
∂T

∂x
+ u∞∆Tδ

Lδ
v
∂T

∂y

)
= λ

(
∆T
L2

∂2T

∂x2 + ∆T
δ2

∂2T

∂y2

)
=

ρcV
u∞
L

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= λ

δ2

 δ2

L2︸︷︷︸
<<1

∂2T

∂x2 + ∂2T

∂y2

 =

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= λL

ρu∞δ2cV

∂2T

∂y2
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