Tutorenprogramm - Stréomungsmechanik [

Kontinuitats- und Bernoulligleichung - Detaillierte Musterlésung

1. Aufgabe

Keine Kraft in y-Richtung. Aber in z-Richtung, deshalb wird ein Impulssatz in z-Richtung gestellt:

dly :/ pv. (V- 1) dA = F,

Hinweis: Die Kraft F, wird konventionell definiert als die Kraft, die von der externen Umgebung
auf das Fluid wirkt.

Nur der Eingangswasserstrahl mit der Geschwindigkeit v hat einen Beitrag in z-Richtung:

F, = p(—v) cos(a)(—v) BT = pv? cos(a) BT

Die gesuchte Kraft ist die Kraft vom Strahl auf die Platte, also die Gegenkraft von F,, = F = —F}:
= F = —pv?cos(a) BT | =T

F
= 7= —pv? cos(a) B

By, By =7

Die erste Gleichung fiir die beiden Unbekannten erhilt man mit einem Impulssatz in y-Richtung,
da die Groflen By und By nur in y-Richtung auftauchen:

% = p(—v) sin(a)(—v) BT + p(—v1)(+1)(—v1) B1T + pv2(—1)v2 BT = 0 | <o

= v?sin(a)B +viB; —v3By =0

Die Geschwindigkeiten v; und vo kann man mit zwei Bernoulligleichungen bestimmen. dabei ist
zu beachten, dass die Erdanziehungkraft entlang der Stromlinie kein Einfluss hat und somit kein
geodatischer Druck entsteht:

0—1: pa—l—gUQ:pa—l—gvf =V =0
0—2: pa—i—ng:pa—l—gvg = Uy =V
Eingesetzt:
= v?sin(a)B +v2B; —v?*By =0 s v
= sin(a)B+ By — B2 =0 (1)

Eine zweite Gleichung fiir die beiden Unbekannten erhélt man aus der Kontinuitétsgleichung:

vBT = v1B1T + vo BT V1 =V =V
= B =D+ By (2)



Beide Gleichungen nach By umstellen und gleichsetzen:

(1): By =sin(«)B + By
(2) : B2 =B - B1
= sin(a)B+ By =B — B

B
= B = 5 (1 —sin(a))
In (2) eingesetzt:
B
By =B - bl (1 —sin(w))

= By = g (14 sin())

c) %:?

Impulssatz in z-Richtung fiir die bewegte Kontrollfléiche:

d/ S
L / Pretn (Bres - 1) dA = F,
t KF
= p(_vrel)(_vrel)BT = Fw
= o2, BT = F,
Mit der relativen Geschwindigkeit v,.1, die sich aus der Absolutgeschwindigkeit v und der Relativ-
geschwindigkeit vp zusammensetzt:

Vpel =V — VF, (0.1)

da die Geschwindigkeiten in die gleiche Richtung weisen.

Eingesetzt ergibt das:

Fy
T

s>

=pw—vp)’B |aus a):

= — = —pv—uvr)’B

STl

Quelle: Frihjahr 2007



2. Aufgabe

. F
——
\ !
a) Druckverlauf (mehrere Moglichkeiten):
A
o]0}
1 2
e Aus einem grofien Reservoir... “ — Fluidgeschwindigkeit an der Behélteroberfliche und im

Behilter ist vernachlissigbar klein. Der kinetische Druck bis zur Eintrittsoffnung des Rohres
wird nicht beriicksichtigt.

,-..stromt Wasser verlustfrei durch eine Rohrleitung... “ — keine Reibung zwischen Fluid und
Rohr (pVerlust,Rohr = 302)\% = 0)

,---gut gerundete Austrittsoffnung... “ — keine Stromungsablosung am Austritt

(pVerlust,Austritt = §U2C = 0)

sofern in der AS nichts weiteres genannt wird (auch die Hinweise beachten!), wird an den
restlichen Stellen/ Bereichen von einem verlustfreien Fluid ausgegangen

daraus erschliefit sich, dass das gesamte System verlustfrei ist — py = konstant

Erlduterung des statischen Druckverlaufs:



allgemein gilt: die Bernoullikonstante gilt nur entlang einer Stromlinie:
(Po = Pstat + Pkin + Pgeo = konstant)

das Nullniveau fiir den geodétischen Druck kann an einer beliebigen Stelle festgelegt werden
(hier: auf der Hohe des Rohres)

auf der Oberfliche des Resevoirs herrscht nur der Auflendruck und der geodétische Druck
(po = pa + pgH = konstant)

die Bewegung des Fluidteilchens in Richtung der Eintrittsoéffnung verursacht eine Verringerung
des geoditischen Drucks, sodass der statische Druck linear ansteigt

kurz vor Rohreintritt wird das Fluidteilchen in das Rohr eingesogen, sodass an dieser Stelle
die Geschwindigkeit bzw. der kinetische Druck nicht mehr vernachléssigt werden darf

(gv2 > 0;pgH =~ 0) — pgar sinkt quadratisch (hierbei ist nicht die Tiefe der graphischen
Absenkung entscheidend, sondern dass iiberhaupt eine Absenkung des statischen Druckes er-

kennbar ist)

entlang des Rohres dndert sich sowohl die Hohe als auch die Geschwindigkeit nicht (Kontil!)
(pstat = konstant)

von ,,1“ nach ,,2* ist die Zunahme des geoditische Drucks vernachlissighar (s. Hinweis: D <<
H), der kinetische Druck nimmt ab (hierbei ist zu erwihnen, dass keine Information beziiglich
des Abstandes zwischen Rohr und Platte vorhanden ist) und somit der statische Druck zu. Da
das Fluid erneut in die Atmosphére gelangt, betréigt der statische Druck p,!

b) Impulssatz in z-Richtung um die Platte:

p Platte

_/

o

|
L

{

Strémungsrichtung

Nis}

2

D
/ p(r)2mrdr = —F — p,m—
O 4

Der Druck p ist in dieser Aufgabe abhiingig vom Radius r und muss in einen inneren Bereich (1)

d. D

T E [0; g} und einen dufleren Bereich (2) r € [7' —] unterteilt werden:

2172
2 2

da
g
/ p1(r)27mr dr —|—/ p2(r)2mr dr = —F ~Pal—
0 g



p1(r) wird mit dem Hinweis aus der Aufgabenstellung bestimmt:

pi(r) =po — 2,0 (v (r = g)f

wobei pg der totaler Druck ist:
Po = P1tot = Pa + pgH
Die Geschwindigkeit v(r) kann man mit Konti bestimmen:
v(r)2mrB = v227r§B
da die Durchtrittsfliche der Stromung der Mantelfléiche eines Zylinders entspricht.

vo kann mit Bernoulli von 0 bis 2 bestimmt werden:

D
Pa+ pgH = pa + ,095 +g'U22
——
—0,da D H
= vy = +/29H

Eingesetzt:
D
v(r)2mrB = \/QgHQﬂ'?B
D
=o(r) = \/2gH2—
,
v(r) eingesetzt in pq(r):
2
r D
= p1(r) = pa + pgH — vl \/QQHQ—Q
2
2D?
= p1(r) = pa + pgH <1 - T)

p2(r) ist aus Bernoulli von 7 zu 2 zu bestimmen. Es wird der geodétische Term vernachliissigt, da
D < H:

pa(r) + gv2(r) = pa + gvf
p2(r) = pa + g (1122 _ 1;2(7"))
D2
p2(r) = pa + pgH (1 - 47"2>

Die beiden Druckverldufe in dem Impulssatz einsetzen:

g 22 5 D2 D2
/ (pa + pgH (1 — d3r>) 2mr dr +/ (pa + pgH (1 — 2)) 2rrdr = —F — pam—
0 d 4r 4

2

N d? 4 ooH d? D? n D? d? 4 ooH D? d? D? 1 D —_F D?
pa7r4 pgLT 4 6 PaT 1 pa774 pyLLT 4 4 D) n d = PaT 4

D? D? D? D
—pgHm— Hr— — —In|— | =—-F
= —pg 776 + pg 7r4 9 n(d)



Das ergibt dann am Ende die Kraft:

Quelle: Frihjahr 2009



3. Aufgabe
a) Ay =7
A, is mit Konti direkt herleitbar:
ug Ay = upAp

:>A2 = 7Ap

Geschwindigkeit in Propellerebene up nach der vereinfachten Propellerthoerie:

o — U1 + ug
v 2
Das eingesetzt:
u; +u
= Ay = ! 2 Ap
2U2

Il
BN

b) Fp

Y
uq

k J

A J

Impulserhaltungssatz in z-Richtung iiber Kontrollvolumen 1 (KVy):

dI,
_— = v-i)dA = F.
i - i mar- T

/ pur(uy - (—1)) dA4 +/ pug (uy - (+1))dA =Y F,
Ap AP
= —pul, Ap + pud Ap = Z F,

Die Summe der Kriafte auf der rechten Seite besteht aus zwei Druckkrafte und die externe Kraft
die vom Propeller auf die Stromung wirkt:

ZFz:FDruck+FP
;»ZFE:—/pﬁdAJer
A
=Y Fp= (—/ pyfidA—/ pgﬁdA) + Fp
Ap AP

= ZFI = (=pr - (=1D)Ap —p2 - (+1)Ap) + Fp
=Y F, = (pr — pr)Ap + Fp



Das eingesetzt:
= —pul, Ap + pud Ap = (p1 — p2)Ap + Fp
Die Geschwindigkeiten w1, und uo kénnen mit Konti ausgedriickt werden:

uyAp = UQ/AP

= U1 = Uy
Eingesetzt:

= —pug,Ap + pug/Ap = (p1r —p2)Ap + Ip
= Fp = (p» — p1/)Ap

Die Driicke py- und por kénnen mit Bernoulli bestimmt werden:

1%1/: pa+gu%:p1/+gu%
2 —2: po 4+ P2 = o+ P2
2 2
Umgestellt:
_ P o2 2
= P = Pa+t 5(“1 —uyr)
p

Eingesetzt in die Kraftgleichung:
_ P2 2y P2 2 A
= Fp = (pa+ 9 (ug —uy) — (pa+ 2(”1 ui) P

= Fp = S(u3 —u3 —ul +ul)Ap Uy = Usgr

= Ip = (ug - u%)AP

NI NI

Alternativer Losungsweg:

Impulserhaltungssatz in z-Richtung iiber Kontrollvolumen 2 (KV3):

—Arnuy — puiAy + pusAg + pui(Ay — Ay) = Fp
= —Arhuy + pAg(ul —u?) = Fp

Konti:
Ary 4 puy Ay = pugAs + pui(Ay — Az)
= A = pus Ay — pus Ay = pAs(ug — uq)
Eingesetzt:
u; +u
= Fp = —pAs(uguy — u?) + pAs(ul — u?) = pAs(us — uguy) |aus a) Ay = 12u2 2 Ap
= Fp = pAP UI2+ 2 (u% — Ugul)
U2

= Fp = gAP(Ul + ug)(ug — uq)

= Fp = gAp(ug — uf)



¢) Druckverlauf:

Pa

v

Quelle: Herbst 2013



4. Aufgabe

10

Da sich Punkt B mit der Geschwindigkeit up bewegt, ist er zeitlich nicht fest. Daher liegt ein
instationérer Bernoulli vor.

Aus diesem Grund wird ein mitbewegtes Kontrollvolumen mit der Geschwindigkeit up gewéhlt.
Dadurch erscheint Punkt B im Raum als ruhend, und auch der Punkt oo kann als ruhend betrachtet
werden, da er unendlich weit entfernt liegt = die Strémung ist stationér.

Bernoulli von B bis oo:

pB:poo"‘gu% PB = Da

:>poo:pa_gu2B

¢ , t
L] —_ X

/7 /7 S S S S S S S S S

Impulssatz in z-Richtung mit up mitbewegtes Kontrollvolumen:

drl, S
E:/I(vaz(v'n)dA:ZFx

p/A ug(upg - (—1))dA + p/A (uw +up) ((uw +up) - (+1)) dA = ZFI

= —pupTH + p(uw + up)?*Th = Z E,

Die Summe der Kréfte auf der rechten Seite besteht aus der Druckkraft auf die Grenzen des Kon-
trollvolumens. Der Druck auf der rechten Seite muss in zwei Bereiche unterteilt werden, da die
KF-Grenze von Luft und Wasser umgeben ist:

— [ pitaa
ZF{ /Apnd

h

H 3
=Y R =T [ pudy— |- DT T [ pu)dy
0 0
Linke Seite Rechte Seite



pu(y) und pp(y) kénnen mit der hydrostatischen Druckverteilung bestimmt werden, da sich der
Druck unter Wasser mit der Tiefe dndert:

i (Y) = Poo + pg(H —y)
Pr(y) = pa+ pg(h —y)

Eingesetzt:

" h
ZFm:T/O (P + pg(H —y)) dy — ( a(Hfh)T+T/O (pa+pg(hy))dy>

2

yu\ ! y*\ |
= > Fo=pocHT + pgT (Hy— 2) ‘O - (pa(H—h)T +pahT + pgT (hy— 2) ‘0)

H2 h2
:>ZF :pooHT+pgT7 - (pa(H_h)T+pahT+pgT2>
:>ZF :ggT(HZ—h2)+TH(poo_pa)

Eingesetzt in den Impulssatz:

= —pup TH + p(uw + up)*Th = ggT (H? = h?) + TH(pso — pa) | T
= —pu%H + p(uW + UB)Qh = gg (H2 - hz) + H(poo - pa) | aus a)poo = Pa — gu2B
= —pud H + p(uw +up)’h = gg (H? — h?) —gUQBH | :p
1 1
= —ubH + (uw + up)’h = 9 (H? — h?) — gu%H
1 1
= —gubH + (uw +up)’h = g(H* ~ ?)
Um (uw + up)? zu bestimmen, wird Bernoulli von 1 nach B verwendet:
Pa+ pgH = pa+ pgh + & (uw + up)?
= (uw + UB)2 =2¢g(H —h)
Und up wird mit Konti ausgedriickt:
upT H = (uw + UB)Th
= up = (uw + )ﬁ
up = (uw up H
Eingesetzt:
1 h\? 1
h? 1 1
——+2h=-H+ -h
TTE T Ty
a2 SHn gz —g
2 27

11



12

Mit der p-g-Formel ist die Losung:

SH SHN\" 1
:>h1’2: 2 Zl: (2 ) _§H2

2 2
3 9 8
hio— SH 4+ ) —H? —
— 2= 16 16
31
his— SH+ —H
= M2 =hEy

1
= hy = H und h2:§H

Da h kleiner als H sein muss, ist die Losung:

1
=h=-H
2



