Tutorenprogramm - Stréomungsmechanik [

Kontinuitats- und Bernoulligleichung - Detaillierte Musterlésung
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Da die Volumenstréme in den beiden Schornsteinen gleich sind, gilt:
. . T ™
Vi=V, & vlzdf = vgzdg

2
i _vr_ di_ v

df% B U1 CTQ B U1
Die Geschwindigkeiten v; und wvo konnen mit Hilfe der Bernoulligleichung im Abgas bestimmt
werden.

Bernoulli von 0 (Stoffgrenze auf Hohe hg) bis 1 (Auslass auf Hohe hy) im Ofen:
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2
v
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po + pagho + —vi = p1 + paghi +

Da es sich um einen grofien Industrieofen handelt (D >> dy 2) ist der Term £&v§ vernachléssigbar.

Daraus folgt:
a
= po + pagho = p1 + paght + %vf

Analog dazu: Bernoulli von 0 bis 2 im Ofen:

pa

2
(Y
2 2

Po + pagho = p2 + paghs +

Die Driicke werden mittels HGG auflerhalb des Rohres berechnet. Hierbei ist zu beachten, dass der
statische Druck mit der Hohe abnimmt.

Po = Pa — prgho

P1 = Pa — pLgh1

P2 = Pa — pLgh2

Eingesetzt in die Bernoulligleichungen folgt:



Fiir 0 bis 1:
_ PG 2
—prgho + pagho = —pLghi + pagh1 + 5 U
=02 = 2%g(h1 — ho) + 2g(ho — 1)

Fiir 0 bis 2:

a
—pLgho + pagho = —pLgha + pagha + %Ug

= 1)2 = 2p g(ha — hg) + 2g(ho — ha)

In die Kontinuitétsgleichung eingesetzt ergibt sich:

di w3 25tg(ha —ho) 4 2g(ho — h)
dy vf 2pL = ho) + 2g(ho — h1)

g(hn
gt (o —ho) (2

Lt peo )
B (hy — ho) (289 — 29)
di _ 4fh2—ho
ds h1 — ho
b) (pr =7
Aus a): Z—; = /32 Das heiBt mit di = dg = v1 = va.

Die Geschwindigkeit v; bzw. vy kann analog zu a) durch Bernoulli bestimmt werden:

= vl = v2 = 2p—Gg(h1 ho) +2g(ho — hy) (%)

Neuer Bernoulli von 0 nach 2 mit Beriicksichtigen der Drossel im Schornstein mit Drosselverlust-
beiwert (p,:

0
Po + pagho +% p2 + (1 + CDr) 5 v3 + paghs

mit po = pa — prgho, P2 = pa — pLgh2 und v3 aus (%):

— pLgho + pcagho = pa — prghs + (1 + CDr)p7G <2Z(L;g(h1 — ho) +2g(ho — h1)> + paghs

= (pr — pa)g(h2 — ho) = (1 + (o) (pr — pc)g(h1 — ho) |+ (pL — pa)g(h1 — ho)
:»1+<Dr=Zj:ZZ | -1
- we
hy — h
= (pr = h? — h(l)

Quelle: Herbst 2010
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Absperrschieber

Fg =7

Die Kraft auf den Schieber Fg wird iiber die Druckdifferenz der Driicke, die von beiden Seiten
wirken, und der Flidche der Schiebers bestimmt:

2

d
Fs = ApsAs mit Ag = FZ

wobei Apg = ps;1 — Ps,2-

ps1 und pg o beschreiben die Driicke auf den Schieber von jeweils einer Seite und werden iiber den
Bernoulli bestimmt:

Pa + p1gH1 = ps 1
Pa + p2gHa = ps 2

Einsetzen:
= Aps = (pa + prgH1) — (pa + p2gHa) = g(p1Hy — poHy) | - Aq
d2 d2
= Fg = Apsﬂ'X = Wzg(lel — p2Hy)
hi, ho =7

Da laut Aufgabenstellung p; > po und H; > Ho gilt, strémt beim Offnen des Absperrschiebers die
Fliissigkeit 1 vom linken in den rechten Behélter, bis ein Gleichgewichtszustand erreicht ist.

Das heifit der Bernoulli von der einen Fliissigkeitsoberfliche und zu der Grenze zwischen beide
Flissigkeiten beim Gleichgewichtszustand lautet:

Da + p19h1 = pa + p1ghi—o + pagHo

wobei h; die Hohe der Wassersédule von Fliissigkeit 1 beschreibt, die in den zweiten Behélter einge-
drungen ist.

Durch Vereinfachung erhélt man eine Gleichung fiir h;:

p1h1 = prhi_o + paHy ip
= hi = hio+ %Hz (*)
1



Eine Gleichung fiir ho ergibt sich offensichtlich aus der Summe der beiden Hohen im zweiten Be-
héalter:

= hQ = h1_>2 -+ H2 (**)

h1_so ist die Differenz der Hohe der linken Fliissigkeitsédule vor und nach dem Offnen des Absperr-
schiebers:

hiso=Hy —hy

Die Gleichung in (%) eingesetzt, ergibt:

h1=H1—h1+@H2 |+ ha
P1
$2h1=H1+@H2 ’:2
P1
1
:>h1<H1+p2H2>
2 p1

Das heif3t:

N[ =

1
= hi0 =Hy — 5 <H1 + p2H2> =
2 £1

<H1 — 72 HQ)
1
Die Gleichung in (%) eingesetzt, ergibt:

1

hy = = <H1 - p2H2> + Hy
2 £1

1 1
¢h2H1+<1p2>H2
2 2;m

Instationédrer Bernoulli von 1 nach 3:

0

3
3 + p1ghise + p1 / —-ds
1

pL v
ot

2

PL

v + prght = p3 + 5

Pa +

Aufgrund des Hinweises, dass die lokale Beschleunigung nur im Rohr relevant ist und dass d < L
gilt, vereinfacht sich der instationdre Term zu:

Damit ergibt sich:

dv
Pa + %Uf + p1gh1 = ps + %U:? + p1ghise + plLCT:

Der statische Druck ps kann mittels HGG bestimmt werden:
P3 = pa+ p2gH>
Aus Konti folgt, dass der Volumenstrom in beiden Behiltern gleich ist:

AU1 = A’Ug

= VU1 = U3



Zwischen den Behéltern und der Verbindung zwischen den Behéltern gilt auflerdem:

a\ 2
Avi =7 <2) Vg

4A
= Vg = UleQ

Diese Beziehungen in der Bernoulligleichung einsetzen:

4A dv
p{-i—%-i— p1ghy = pg+ p2gHo +%+ p1ghia + pﬂﬁdf;

4A dv
= prgh1 — p2gHs — p1ghi2 — p1L—3 —2 =0 |hoe=Hi—M
wd? dt
4A dv
= 2p1gh1 — p2gHs — p1gHy — plL—Qf1 =0
wd? dt

Zuletzt wird die Geschwindigkeit v definiert als die zeitliche Ableitung des Weges (in diesem Fall
der Hohe hj) mit dem Minus, da hy abnimmt, wihrend v; zunehmen muss:

_dhy
dt

v =

Eingesetzt ergibt das eine DGL in der Form a - hy + b hy + ¢ = 0:

A4 &
PLETE Qe
———

a

= +2p1gh1 — (p2gHz + prgH1) =0
—~—

b c<0

4A d2hy
—Eae T 2ghy — (9H2 + gH1) =0

Die DGL ist mittels des Hinweises (hl(t) = 3%+ Cisin (ﬁt) + O cos ( Zt)) l6sbar, wobei:

—C_H1—|-H2 d
b 2

b grd?
a 2AL

C4 und (5 sind iiber Randbedingungen zu bestimmen:

1. Randbedingung: Bei t = 0 ist hy = H;

H, +H d? [ gmd?
éH1_1;2+Clsin< gzL-0>+Cgcos< ‘ZZL'())

=0 =1

Hy + Ho

= (Cy=H, — 9

2. Randbedingung: Bei t = 0 ist v; = —% =0



Dafiir musst die Losung der DGL einmal abgeleitet werden:
dhl B g7rd2 . g7T'd2 dhl o o
:>dt—C'1cos< 2ALt —CQSHI 2ALt ﬁ(t—())—()

B o [gmd? o gmd?
:>O—C’1cos< 9 AL 0) 0251n< 5 AL 0

=1 =0

=C1=0

Mit dem Einsetzen von C7 und Csy:

H,+H H, + H. d?
hi(t) = % + <H1 - 1;2) cos ( gth>

Quelle: Frihjahr 2011



3. Aufgabe
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a) hl =7

Bernoulli von 0 bis 3 soll erstellt werden. Dabei ist zu beachten, dass die Zulaufleitung mit einem
Rohrreibungsbeiwert A verlustbehaftet ist:

ng = pa+pg(Hy + h1) + L2

N H
DPa + pg +2 9

Us 9 01)‘D

Aufgrund des grofien Behélters bei 0 ist vg = 0. Darauf ist v3 = 0, da sich der Fluid an der Stelle

seine maximale Hohe erreicht = dh1 =wv3 =0.

L
= ps+pgH = p/+pg(H1+h1)+2v01/\*1 : pg
ALy

=hy=H—H| — 2 D’UOl

vp,1 kann iiber Bernoulli von 0 bis 1 bestimmt werden:

Ly

Pa + pgH = pa + pgH1 + Bv? +2 1/\*

2 20,
Mit Konti kann man v; und vg; in Verhéltnis bringen:

Aoy = A0,1U0,1

Das im Bernoulli von 0 bis 1 eingesetzt:

L
P&+ pgH = pg+ pgHy + Bv% + P (4v0,1)2 AL

2 D
Ly
= pgH = pgH; + 2'01 16+)\
2(H — H
= v, = 29(H — ) Ll)
16 + AL

Jetzt kann man den Ausdruck in (%) einsetzen:

)\Ll 29(H — Hl)

hi=H —Hy —
' 29D 16+ ALy




:>h1:(H—H1)<1— ALy ) H - H,

AL
16D + AL 1+16D1

b) Vip = ?

Analog zu a) stellt man hier ein Bernoulli von 0 bis 1. Allerdings wird v mit vy, ersetzt:

P&+ pgH = pg+ pgHy + v1b+ 1/\&
= pgH = ng1+2v1b—|—2v01)\D (%)
An der Stelle stellt man eine zweite Bernoulligleichung von 0 bis 2:
P+ pgH = pg+ ng1+gv2 5 01)\ 2 02)\— Konti: vg o = %2
= pgH = pgH, + gvg + 51}871)\— + g (Zz) )\%
jng:ngl‘f'g’U%(-i-i\G[g)-f—gg/\Ib (k)

(%) — (xx) ergibt:

AL
vy (1 - 165) =0

= V2 = V1

1

ALs
L+ 16D

Da die Stromung in der Zulaufsleitung sich in zwei Auslisse aufteilt, unterscheidet sich hier Konti

von a):
0 r (D\?
Ao,1v0,1 = A1pvrp + A2ve | Ay = ZDQ, Ao = Az = 1 (2)
2 2

s m (D m (D

p2? = 2= 2=
Uo714 Ul,b4<2> +U24(2)

= V0,1 = Lb: =

1
=01 =v1p [ 1+ M)
< L+ 365

vp,1 in () eingesetzt:

2
P o )\Ll 1
H—H)=" 1422y
py( 1) 5 VL +16D<+ T

2g(H — Hy)

2
AL 1
1+ 16D1 (1+ 1+W)

16D

= V1,p =

C) klv k2 =7?



Instationérer Bernoulli von 0 bis 2:

L
Da + pgH = pd+ng1+2 —|—'02/\51 ggA—+ /fds

Der instationdre Term wird in zwei Teile aufgeteilt, da die Geschwindigkeit nicht iiber der Strecke

konstant bleibt:
2 L L
ov o ! 6’0071 2 8’[1072
ot ds-/0 En ds—|—A 5 ds

Mit dem Hinweis (D < Ly, Ls) , kann man annehmen % = %:

2 L L
Ov ! dwg 1 * dwg,2
—ds = —d = d
/ ot °° /0 at S+/O a

d d
/ 7dS*L1 UOl+L2 U072

dt dt

Jetzt lautet die Bernoulligleichung:

p . Ly  p o Lo dwo,1 dvg 2
H = pgH 1A A=+ pLi—>=+pL
= pgH = pg 1+ + o tateA teli—g =+ el (k%)
Analog dazu Bernoulli von 0 bis 1:
P P 1 dvg 1
pgH = pgHy + o + Suga Ay + pla— (x5 xx)
(k* k) — (k**x)
L dv
g (U% — vf) + gvg 2/\52 + pLo dOt,Q =0 ’Kontl Voo = —
P 9 9 p(112>2 L2 L2 dvg .
== — “ =) A= —— =0 :
o e =e)+5(3) Aoy 10
LQ d’l)g 1 /\LQ 2 1 9 L2
22 (14 22 ) k- 2? =0 —
4 dt 2(+16D)2 21 [+
d’Ug 2 L2 2 2 2
— 4+ — ([1+ == —— ] =
dt+2(+16D>2L210
—_— —
=ko =k

Das heif3t schlie3lich:

Quelle: Herbst 2009



4. Aufgabe

a) pi="7

Bernoulli von 0 bis 3:

ng + Ap~

m+wH:m+2

Wobei Ap~, der Druckverlust ist, der durch Rohrreibung, Ventil und Sieb ensteht:
Apy = 7113/\ + v1 (CS+CV+)\ )

mit p3 = pa + pgh aus der hydrostatische Grundgleichung:

L 2L
= p; +pgH = pawLpthr2v3 (1+)\d) +gvf <C5+CV+)\)

=p; =pa — pg(H —h) + 2113 (1+)\ ) + 21/1 <CS+CV—|—/\) ()

Da V = const. gegeben ist, konnen alle Geschwindigkeiten mittel der Kontinuitdtsgleichung be-
stimmt werden:

V = ’1)3143 = UlAl

|4 |4 md? nD?
:U3:A73 und U1:A71 |A3:T,A1:T
4V 4V
=3 = 2 und vy = %)
vz und vy in (x) eingesetzt:
16V?2 L p [ 16V?2 2L
= pi =pa—pg(H — ) + < 2d4) (1+>\d)+2<7r2D4) (CerCer)\D)
8pV'2 L d* 2L
iprwa—pmH—h%%£&1G+*d+ <®+fv+A)>

b) AT =7
Instationarer Bernoulli von 0 bis 4 ohne Verluste:
pi+pg(H+L)=p,+ v4+p/ —ds

Der instationdre Term wird in zwei Teile aufgeteilt, da die Geschwindigkeit aufgrund der Quer-
schnittsdnderung nicht iiberall gleich ist, nicht konstant bleibt:

4 2L L
ov / Ovy Ovy
—ds = —ds+ —ds (%)
o Ot g Ot o Ot
Mit dem Hinweis (L > D), kann man annchmen % = %:
4 2L L
@mz/ g /fﬁm
Om o dt o dt
4 v dvy duy
—ds=2L— + L—
o, Ot a

10



Zur Bestimmung der Geschwindigkeit v; wird die Kontinuitéitsgleichung benutzt:

v1A1 = v4Ay
7 D? wd?

= V1 = V4 A1 ‘ 1 g 1
d2
= U1 = U4ﬁ
vy und fo v ds in (%) eingesetzt:

p dvy d? dv
=pi+pg(H+L)= pa+2v4 +pdt4D22L ch;L
i Fa d d2
= ol P og(H + 1) = +£‘L(2D2+1)

Stationérer Bernoulli von 0 bis 4 mit Endgeschwindigkeit v4 ena (Torricelli):

P
pi + pg(H + L) = Pa + §Uz,end

= VU4end = \/2])2 g “+29(H+L)

Zu beobachten ist, dass v4 end = \/ Linke Seite von (x%). Das eingesetzt:

d d?
:>Uiend :Ui+ ;42[1( D2 +1>

2 2
Uiend — V1  dug

RETACTNE T

Trennung der Variablen und Setzen der Integralgrenzen:

AT 2 0,9v
d Fl 4,end d
/ dt_QL( 2+1)/ e
0 D 0 V4 end — Vi

Mit Hinweis: a? = viend und  a = Vgend > |v4]

oL (2 i + 1)
“ AT =— " /|y VU4,end T+ 07 9U4,end —1n V4, end
2’U4,end V4,end — 07 9’04,end V4,end
=19 =1
2L (24 +1)
s AT = 32 o)
2'U4 end
2L (2 L+ 1)
= AT = In(19)

2/2858 + 29(H + L)

Quelle: Herbst 2013
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